Irene Valdez TEMA

Sea X ={X,,X,..X ,}una muestra aleatoria simple de una poblacion con distribucion
normal, con media x y varianza o®. y sean 67, &7 y & tres estimadores de la varianza
poblacional &°.

A 10 . 10 o . 1 0 _
Donde: 62 = 23(x, ~4)® , 67 =304 -X)" y 62 =1 3 (x -X)’
niz niz n-1ia

Determinar para cada uno de ellos
a) su media
b) suvarianza
c) sies el estimador eficiente de o°
d) si es consistente
e) sies suficiente

Resolucion:

Antes de encontrar la media y la varianza de cada estimador conviene ver que con un poco
de algebra se puede demostrar que: > (x, — X)? =Y (x, —u)* — (X — ). y por otro lado,
i=1 i=1

recordar que:

LV (x)=E|(x - 1)?]=0?

2 V) = €< - - )=

3. Si la poblacidn tiene distribucion normal entonces las variables aleatorias
2

(% —u) X —
Z[' j ~xhy N i
i=1 o o

n

tienen distribucion Ji-cuadrada con n y 1 grados de libertad respectivamente.

4. como las dos variables anteriores tiene distribucion Ji-cuadrada y la varianza de un
variable aleatoria Ji-cuadrada con v grados de libertad es 2v, entonces sus varianzas son:
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a) las medias:

Para &7 se tiene:

E[é-g]: E{ig(xi _ﬂ)z} :igE[(Xi —,U)Z]Ziizzo'z Z:]'I‘IO'Z =0’

por lo tanto es insesgado.
Para 6 se tiene:
10 o 1[Q o
230002 = S0 - n(K -
Ni=1 Nlia
R 1/ a o 1@ o 1 n—1
E[Gf]=[ZE[(Xi—#)2]—”5[(X—ﬂ)2ﬂ={202—”}[”02—02]:()02
nliz n n n
por lo tanto, es sesgado.

Para 622 se tiene:

?E(x ~-X)? = [Z(x —u)® =n(X - ﬂ)}

=1 n

cbil- [ZEkx-m | s R (e

por lo tanto, es insesgado.

b) las varianzas:

Para 6 se tiene:
. 10 1 n
Vloil=v| - = Sy S0y -]
i=1 i=

Del recordatorio 3y 4 :

e e P S
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Para 6 se tiene:

b

v]s?]= i{v[g(xi —,u)z}—nZV[(X—y)z]}

n

Del recordatorio 3y 4 :

| ( )
v&f]znl2 V[Zlaz[):ﬂj }nzv % X;”
n
)
:nlz 04\{2[&;#)2}_”2(; X;“
Jn
_1 _20'(n-1)

-5 o (2n) -o*(2)}= -

Para 67 se tiene:

. 1 ]2 -
Vv 0’5]=V{[Z(Xi - u)* —n(X —#)2}}

n-1|iz

. 1 n .

Els?]= V[z(xi —u)ﬂ—nZV[(x —#)2]}
(n-12) i1

Procediendo de manera similar al caso anterior se tiene:

1
(n-1)°

26°(n-1) 2o*
(n-1°  (n-1)

v[s2]= ot (2n)-c*(2)}=

c) la eficiencia

Para determinar si alguno de los tres estimadores es el estimador eficiente de o debe
encontrarse la cota inferior de Cramér-Rao, Si la varianza de alguno de los tres estimadores
coincide con la cota inferior de Cramér-Rao, entonces el estimador correspondiente es el
estimador eficiente de o?.

La cota inferior de Cramer Rao es:
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1 1

1(0) = 0 bien 1(0) = ,
_nE{a Inf(x,e)}

oln f(x,0)7°
nE{{ae } } 20

(Nota: bajo ciertas condiciones generales, ambas expresiones son equivalentes)

1

27t

para la varianza del estimador de &2, al realizar los célculos se encuentra que:

Considerando f(x; u,0%) = e(— 212 (x—y)zj y que se busca un limite inferior
(o2

|(O.2):@

Al compararla con las varianzas de los estimadores obtenidas en el inciso (b) se concluye
que el estimador eficiente de o es &7, sin embargo, este estimador tiene la desventaja de

ser funcion de la varianza poblacional , que generalmente es desconocida. Por tanto, se
tendra que recurrir a uno de los otros dos estimadores propuestos. Para evaluar a los otros

dos estimadores, podemos calcular la eficiencia relativa de &2 con respecto a &7, para ello,
debemos encontrar antes el error cuadratico medio de cada uno de los dos estimadores.

Para 6

ECM|[62|=Var|s? ]+ Sesgo?[5?]

- 20-4:2 -1) + [02 - E(az)]2
_ 20" (n-1) {JZ ~ (n—1)62}2
n2 n

n2 n

_ 20“(n—1){02}2

bon 4
:20' (n l)+0'7

n’ n’
o'(2n-2+1)
N o*(2n-1)
ECM [Gf]znz
A2 . A2 ~2 20-4
Para 6, como es insesgado, ECM [02]:V[02]: (n_1)
n_
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y finalmente, la eficiencia relativa de & con respecto a 6} es:

_ ECM(a?) _04(2n—1)/ 26" (2n-D(n-1)
(o ECM (¢?) n? (n-1)  2n?

Debe observarse que para utilizar 67 el tamafio de muestra debe ser mayor o igual a 2,
pues de lo contrario, si =1 su varianza queda indefinida.

Al analizar 7 resulta que para n>2, 7>1, por lo que &’ es mejor estimador que &,y
ademas &7 tiene la ventaja de ser insesgado.

d) la consistencia:

lim ECM 57 |= limv [5¢]= |imﬁ‘4} =0

n—oo nN—oo n

o
lim ECM[62]= lim "(2'2‘1)} =0
n—oo N—00] n

B 4
limecM[62]=1im| 2% |0
n—ow I’]—)oc_(n_l)

Por lo tanto, los tres estimadores son consistentes.

e) la suficiencia

Los tres estimadores son suficientes, dado que utilizan toda la informacion que proporciona
la muestra, sin embargo debera demostrarse mediante el teorema de factorizacion de
Neyman-Pearson.

CONCLUSION

Como los tres estimadores son consistentes y suficientes, los criterios que prevalecen son el
sesgo Y la eficiencia. EI mejor estimador es &7, pero no puede usarse cuando se desconoce

w4, de los dos restantes el mejor es 67, yaque &, es sesgado y menos eficiente que &7
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