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Analisis Estadistico de datos muestrales.

Fundamentos de la Teoria de la probabilidad.

Modelos probabilisticos comunes.
Variables aleatorias conjuntas.

Distribuciones muestrales.
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Variables aleatorias.

3.1
3.2

3.3

3.4

3.4

Concepto de variable aleatoria como abstraccion de un evento aleatorio.

Variable aleatoria discreta: funcidn de probabilidad sus propiedades y
su representacion grafica. Funcion de distribucion acumulativa, sus
propiedades y su representacion grafica.

Variable aleatoria continua: funcién de densidad de probabilidad sus
propiedades y su representacion grafica. Funcién de distribucion
acumulativa, sus propiedades y su representacion grafica.

Valor esperado o media de la variable aleatoria discreta y de la continua.
Valor esperado como operador matematico y sus propiedades.
Momentos con respecto al origen y a la media.

Parametros de las distribuciones de las variables aleatorias. Medidas de
tendencia central, de dispersion y de asimetria.
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INTRODUCCION A LA
PROBABILIDAD

VARIABLES ALEATORIAS
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VARIABLE *

Adj. que varia o puede variar.
f. Mat. Magnitud que puede tener un valor
cualquiera de los comprendidos en un conjunto.
Numero que resulta de una medida u
operacion.

. La que consta de unidades o
partes que no estan separadas unas de otras,
como la longitud de una linea, el area de una
superficie, el volumen de un sélido, la cabida
de un vaso, etc.

. La que consta de unidades o
partes separadas unas de otras, como los
arboles de un monte, los soldados de un
ejército, los granos de una espiga, etc.

* Fuente: Real Academia de la Lengua Espafiola
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VARIABLE DETERMINISTICA

Variable: f. Mat. Magnitud que puede tener un valor de los
comprendidos en un conjunto, pero
predecible con exactitud.

Variable + Continua
Deterministica:

. Discreta



VARIABLE ALEATORIA

Variable Aleatoria: f. Mat. Magnitud cuyos valores estan
determinados por las leyes de
probabilidad, como los puntos
resultantes de la tirada de un dado.

Continua
Variable Aleatoria:

Discreta

Algunos valores de una variable aleatoria pueden ser mas
probables que otros, lo que da origen al concepto de distribucion
de probabilidad de una VA.




VARIABLE ALEATORIA

Una VA es una funcidn sobre el espacio de los posibles
resultados (eventos) de un experimento aleatorio,

Por ejemplo:
a) Al arrojar una moneda y observar el lado que queda hacia arriba:
X={x, =1 (aguila), x, =0 (sol) }

b) Alimentar de la misma manera a 20 animales y obervar su peso
después de 30 dias

c) arrojar dos dados y anotar la suma de los puntos que caen hacia
arriba.

d) el voltaje de salida de 50 eliminadores de baterias.

Algunos valores de una variable aleatoria pueden ser mas
probables que otros, lo que da origen al concepto de distribucion
de probabilidad de una VA.




DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Y2 X=Y1+Y2
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Ejemplo: Caso de una VA discreta: Y, X=YitY,

N

5
Experimento: Arrojar

dos dados y observar
la VA X : la suma de

los puntos de las

caras que quedan
hacia arriba.

Las formas en que
puede ocurrir cada uno
de los valores que toma
la VA X se muestran en
la tabla.
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Observemos que hay 1
posibilidad en 36 de que X=2,
mientras que hay 2
posibilidades en 36 de que X=3
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Las probabilidades para cada valor de la VA © se muestran
en la tabla. En este ejemplo la tabla representa la

X

P(X=x)

1/36

de la VA

Representacion grafica de la funcién de distribucion de probabilidad de la VA X
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Distribucion de probabilidad de una VA X:
f(x) = P( X=x)

En nuestro ejemplo de la suma de dos dados: f(3) = P( X=3); f(3) = 2/36

de la distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria discreta (también conocida como funcion
masa de probabilidad, fmp) :

a) f(x)>0 Para toda x que pertenece a X

b) > f(x)=1




DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD ACUMULATIVA
DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

Las probabilidades acumuladas para cada valor de la VA X se
muestran en la siguiente tabla que representa la funcion de
distribucion acumulativa (FDA) de la VA X

X P(X<x) P(X<=x)
2 1/36 1.00
3 3/36 —

0.80 o—
4 6/36
5 10/36 0.60
6 15/36

0.40 o—
7 21/36

o—
8 26/36 0.20
o——

9 30/36 0.00 | - | | | | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10 33/36 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
11 35/36
12 36/36 Esta es una funcién escaldn, hay un salto en cada valor de Xy es plana entre ellos.

En nuestro ejemplo: F(3) = P( X<=3); F(3) = 1/36 + 2/36 = 3/36
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD ACUMULATIVA
DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

F(xj) =P(X < xj):Zj:xi

La FDA es una funcidén no decreciente de X con las
siguientes propiedades.

1. 0<F(x)<1
2. F(x)=F(x;) VX 2 X,
3. P(X>x)=1-F(x)

Ademas, si X pertenece al conjunto de los numeros
enteros:

4, P(X=x)=F(xX)-F(x-1)
5. P(X, < X <x;)=F(X;)—F(x -1) VX 2 X,

consultar: Canavos, Prob. y Estad., Aplicaciones y
MétOdOS., Mc Graw Hi”-PrHﬁQdo%@lrene Patricia Valdez y Alfaro




DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Caso de una VA continua

observar la VA
lampara hasta que se funde.

La probabilidad de que una lampara dure
de 0 a 1,000 horas es mas alta que la
probabilidad de que dure de 1,000 a 2,000
horas; es decir, que a medida que
transcurre el tiempo, la probabilidad de que
continue en operacion disminuye; este
comportamiento se puede representar
mediante una curva exponencial de la
forma:

—AX
169 = Ae

. el tiempo que dura una

f(x)
A

o fdp

» X

x>0

0  cualquier otro caso
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Caso de una VA continua

de la distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria continua (también conocida como funcion
de densidad de probabilidad, fdp) :

1. f(x)=0, —0 < X< oo

2. f; f(x)dx =1

3. Pla< X <b)=[ f(x)dx




DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
ACUMULATIVA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Caso de una VA continua

Experimento: observar la VA X : el tiempo que dura una

lampara hasta que se funde.

La probabilidad de que una lampara dure al
menos X horas se obtiene mediante la funcion
de distribucion acumulativa (FDA).

fdp
—AX
(o= Ae -x >0
0  cualquier otro caso
FDA

F(x)=P(X < x) = j f (t)dt

—Oo0

FDA

» X

X>0
cualquier otro caso



DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
ACUMULATIVA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Caso de una VA continua

F()=P(X<x)=[" f(t)dtl

La FDA es una funcién no decreciente de X con las siguientes caracteristicas.
1l F(—)=0
2. F(+x0)=1
3. Pla< X <b)=F(b)-F(a)

g, AP OO _ ¢y

dx

ademas:  P(X =x) = j f(t)dt =0

y: P(X <x)=P(X <X) = jw f (t)dt = F(x)



VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA
O “ESPERANZA MATEMATICA”

Valor esperado de una variable aleatoria X:
D' XP(x) ; siXesdiscreta

X
E[X]=+

jxf (X)dx ; s Xescontinua

Valor esperado de una funcion g(x) de una
variable aleatoria X:

> g(X)P(x) : SI X esdiscreta
E[g(X)]=1 -

Tg(x)f(x)dx : §] X es continua




PROPIEDADES DEL VALOR ESPERADO
COMO OPERADOR MATEMATICO

Si X es una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
f(x); a, by c son constantes y g(x) y h(x) son funciones de X,
entonces:

1. E[c]=c
2. E[aX +Db]=aE[X]+D

3. E[9(X)+h(x)]=E[g(x)]+ E[h(X)]




MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA

El momento de orden k respecto al origen de una variable aleatoria se
define como:

Zx P(x.) ; siXesdiscreta.
M= E[X"]=1

_[x f(x)dx ; siXescontinua.

El momento de orden k respecto a la media de una variable aleatoria se
define como:

Z(x — ) P(x.) ;siXesdiscreta.
p =E[(X =) ]=1 ¥

j (x— )" f(x)dx ;si X escontinua.
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MEDIA, VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR DE UNA VA

e Valor esperado 0 media de una variable aleatoria

ZxP(x) . si X esdiscreta.
u=E[X]=<Y

jxf(x)dx ; Sl X escontinua.

 Varianza de una variable aleatoria

Z(X‘ — 1)’P(x,) ;siXesdiscreta.

P=E[(X -w)’1=17
o [(X= )] J'(X_Iu)zf(x)dx ; sI X es continua.

L X

e Desviacion estandar

o= o




MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Los momentos de orden k respecto a la media pueden expresarse en
funcion de los momentos respecto al origen mediante la relacion:

k _ k _
e = (-1) ; i k=01.2,...
j=0

Ejemplo:
Para k=2 (segundo momento respecto a la media = varianza)

2 (2) . 5 , .
Hy = JZ:(; (_1)1(1_}#]#'2_] = (_1)0(0}1“10#'2—0+(_1)1(1J,U1,U|2_1+(—1)2(2}”2#'2_2
1y, = QO ', +(=D)(2) ', + Q) g 11,

ty = '+ (=2) e+ p2* (1)
Hy = ﬂlz_zﬂz +

2

Notar que:

| pHi=pn y wy=1
Hy =~ H

1, = 0% = E[(X — )?] = E[X ] - E[X ]




MOMENTOS DE UNA VARIABLE
ALEATORIA

Con un procedimiento analogo al anterior encontramos que:

Para k=3

= p's =3ty +2 107

Para k=4

py = =4l 6" 11, =3

4




PROPIEDADES DE LA VARIANZA
COMO OPERADOR MATEMATICO

Si X es una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
fy(x); a, by c son constantes , entonces:

1.  V[c]=0

2. V[aX +b]=a*V[X]

Ademas, si Y es una variable aleatoria con distribucion de

probabilidad f,(y), y se cumple que Xy Y son INDEPENDIENTES
entonces:

3. V[X+Y]=V[X]+V][Y]




Teorema:
Si X es una variable aleatoria con distribucion de probabilidad

f (x) con media p varianza o?; y k es una constante positiva,
entonces: 1

k3

P(X - > ko)<

Formas alternativas, a veces utiles, de la desigualdad de Chebyshev son:

1

PQX—y<ka)21—k2 y P(,u—ka<X<y+ka)21—1

k2

La desigualdad proporciona una probabilidad limite de que la variable aleatoria X esté a lo
mas a k desviaciones estandar de la media sin que sea necesario conocer la distribucion
de probabilidad de X, aungue se considera un resultado “débil”, ya que si se conoce con
precision f(x) se pueden obtener mejores resultados.
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