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VI ESTIMACION PUNTUAL DE PARAMETROS POBLACIONALES

Desde el punto de vista de la Estadistica Clésica, se considera a los parametros de una
poblacion como cantidades fijas, las cudles es posible estimar mediante estadisticos que son
funcion de los datos obtenidos en una o méas muestras y que no contienen cantidades
desconocidas. A estos estadisticos se les conoce como estimadores del parametro. Las
técnicas mas utilizadas para encontrar estimadores para algun parametro son el método de
maxima verosimilitud y el método de los momentos. Frecuentemente se puede proponer
mas de un estimador para el mismo parametro, asi que es necesario determinar cual de ellos
es el mejor estimador para ese parametro; se han desarrollado criterios especificos para
seleccionar al mejor estimador, si existe. En las siguientes secciones se estudian dichos
criterios.

Un Estimador Puntual es cualquier estadistico que se utiliza para inferir un parametro
desconocido de la poblacion y que proporciona un unico valor como estimacion de dicho
parametro. En general representaremos con € a un pardmetro cualquiera en el que estamos

. . A . . 7 r
interesados, a su estimador con ® y al estimado o estimacién con @ (la notacién puede
variar en algunos casos).

Los criterios mas usuales para evaluar un estimador son:

Sesgo
Varianza
Eficiencia
Consistencia
Suficiencia

} Error cuadratico medio

A continuacion, se dan algunas definiciones sobre estos criterios, que permiten evaluar la
bondad de un estimador. Conviene aqui recordar que un estimador es una variable aleatoria,
cuya distribucion de probabilidad se conoce como distribucion de muestreo; y que para una
variable aleatoria con distribucion conocida es posible obtener su valor esperado y su
varianza.

Definiciones

Media de un estimador: es el valor esperado del estimador.

Ho = E{®}

Varianza de un estimador: es el segundo momento con respecto a la media del estimador.

aé = Var{®}, es decir: o—; =E{®_ﬂ® }2

recordemos que a su vez, la varianza del estimador se puede expresar como:
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o2 - £lo*}-[lo)f

Error estandar de un estimador: El error estindar es una medida para indicar la precision
de un estimador y es simplemente la desviacion estandar del estimador.

ES(6)=-/var(6)

Cuando el error estandar de un estimador contiene parametros desconocidos, pero
que es posible estimar, al sustituir esas estimaciones en la expresion para el error
estandar, se obtiene un error estandar estimado.

Sesgo: es la diferencia entre el valor esperado del estimador y el parametro que pretende
estimar.

Sesgo[@] =60- E{@}

Estimador insesgado: Es aquel cuyo valor esperado es igual al parametro que pretende
estimar, y por lo tanto su sesgo es igual a cero.

Un estimador © del pardmetro € es insesgado si E{@)}:H, lo que también
equivale a que su sesgo sea cero.

Error Cuadratico medio: Es una medida de la variabilidad del estimador, definida como:

ECM{0)=E{0 - o) |
Notar que aunque es parecido, difiere de Var (@)

Si desarrollamos el cuadrado dentro del valor esperado tenemos:
ECM = E{(© -200+6°)}

Distribuyendo el operador de valor esperado:
ECM =E{0 |- 26E{0}+ 6

(ya que para efectos del valor esperado, 6° es una constante).

Pero como

Var(®)= E{@2 }— [E{@}]2 entonces E{@2 }= Var{®}+ [E{@}]z

y sustituyendo en la ultima expresion que tenemos que el ECM queda:
ECM =Var{®}+[E{O]] -26E{6}+6*
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donde si agrupamos los tultimos tres términos, notamos que corresponden al
desarrollo de un binomio, es decir:

[E{@}]2 —26’E{®}+ 0 = (0—E {@})2, que es justamente el cuadrado del sesgo de

© ; asi que el error cuadratico medio se puede expresar como:

ECM =Var{®}+ (06— E{O)f 6 ECM =Var[®)+ (Sesgol®))

Por lo tanto el error cuadratico medio es igual a la varianza del estimador mas el
sesgo al cuadrado.

Se deduce que si un estimador es insesgado, entonces su error cuadratico medio es
igual a su varianza.

Ahora bien, tratindose de comparar dos estimadores ©, y ©, para el mismo
pardmetro @, se preferira aquel con menor error cuadratico medio, ya que es una
medida que combina tanto el sesgo como la varianza de ambos estimadores. Si
definimos la eficiencia relativa de ®, con respecto a y ©, como el cociente de
los errores cuadraticos medios respectivos:
_ECM16,}
Mo, 6, = ECM{@IE

entonces si 77, es menor a uno implica que ECM {@2}< ECM {@1} y se dice

ue ®, es mas eficiente que ©,; si es mayor que uno, entonces O, es mas
2 1 1

eficiente; y si es igual a uno, entonces ambos estimadores son igualmente
eficientes. Naturalmente es preferible elegir al estimador mas eficiente, ya que es
el que presenta menor variabilidad (menor ECM).

Estimador optimo: es aquel que tiene el menor error cuadratico medio de entre todos los
estimadores que existan para estimar al parametro 0, para cualquier valor de 0.

Estimador insesgado de varianza minima uniforme: Si existe un estimador insesgado ©

para el parametro 0, tal que la varianza de © sea la menor de entre todos los estimadores

insesgados de 0, para cualquier valor de 0, entonces ® se denomina el estimador de
varianza minima uniforme.

Una forma de determinar la varianza del estimador insesgado de varianza minima la
proporciona un resultado que asegura que la varianza de cualquier estimador insesgado
siempre sera mayor o a lo sumo igual que cierto limite conocido como cota inferior de
Cramér-Rao, Es decir, si ® es un estimador insesgado del parametro 0, y ademas se
cumple que:

1) 8649 In f(x;6) existe para toda x y para toda 6.
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2
i) 0< E [886 In f(x; 9)} <oo para toda 0.
donde f{x, 6) es la distribucion de la poblacion, que es funcion del parametro 6, entonces:

1

Var(©) > .
nk (;ln f(x; 9))

El lado derecho de la desigualdad es la cota inferior de Cramér-Rao, y puede asegurarse
que, bajo los supuestos iniciales 1) e ii), no existe ningiin estimador insesgado para 6 con
varianza menor a ese limite.

Si existe el estimador ®' tal que su varianza sea exactamente igual a la cota inferior de
Cramér-Rao, entonces ese estimador se denomina el estimador eficiente de 0; es decir:

1

Si existe ®' insesgado tal que Var(®') = :
0
E| —1 ;0
n (86’ n f(x )j

3

entonces © es el estimador eficiente de 0.

La utilidad inmediata de la cota inferior de Cramér-Rao consiste en que al calcularla, puede
conocerse al menos la varianza del estimador insesgado de varianza minima, y asi estar en
posibilidades de encontrar ese estimador; en lugar de buscar cualquier estimador, se
buscara tinicamente aquel cuya varianza satisface la cota citada, con la seguridad de que no
habra otro estimador insesgado mejor. Por otro lado, si ya se cuenta con un estimador
insesgado, al comparar su varianza con la cota inferior de Cramér-Rao, puede saberse si ése
es el mejor estimador insesgado o es posible que exista otro mejor.

Estimador consistente: Intuitivamente, un estimador ® del parametro sera consistente para
estimar al parametro 0 si a medida que aumenta el tamafo de la muestra, la diferencia entre
el valor proporcionado por el estimador y el verdadero valor del parametro tiende a cero.
Mas formalmente un estimador ® es consistente para estimar al parametro 0 si:

lim P(6 - 6| < £)=1

n—»0

donde ¢ es cualquier numero real mayor que cero.

Una alternativa para determinar si un estimador es consistente es utilizar el hecho de que
aquellos estimadores cuyo error cuadratico medio tiende a cero cuando el tamafio de la
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muestra tiende a infinito, son consistentes; es decir, si /im ECM(®)=0, entonces el

n—0

estimador © es consistente para 0.

Estadisticas suficientes: Se dice que una estadistica es suficiente para estimar a algin
paradmetro si utiliza toda la informacion que proporciona la muestra y la resume en un solo
valor. Una definicion de estadistica suficiente es:

Sea X = {Xi, X, ...Xu} es una muestra aleatoria simple extraida de una poblacion
con distribucion f(x;6), y sea T=t(Xi, X, ...Xu) una estadistica , T es suficiente
para estimar 0 si la distribucion condicional de X, X, ...X, dado T no depende de
0.

Un teorema util para determinar si una estadistica T=t(Xi, X>, ...Xu) es suficiente para
estimar 0O es el siguiente:

Teorema de factorizacion de Neyman-Pearson

Si X = {Xi, X, ...Xn} es una muestra aleatoria simple extraida de una poblacion
con distribucion f(x;6) y la funcion de verosimilitud de la muestra es L(X; 6)/; la
estadistica T=t(Xi, Xz, ...Xn) es suficiente para & si y solo si la funcion de
verosimilitud se puede factorizar en dos funciones tales que, una de ellas sea
funcion de la muestra y la otra no contenga al parametro en cuestion.

L(X, O=h(t;0)g(X)

donde h(t;6) es una funcidon no negativa que depende unicamente de t y del
parametro &; y g(X) es una funcion no negativa y no contiene al parametro 6.

Un resultado importante es que si T es una estadistica suficiente para 0 y definimos otra
estadistica W(t) que es funcion de la estadistica suficiente T, entonces W(T) también es
suficiente para estimar 0.

Ejemplo: demostrar que si X es una variable aleatoria con funcion de densidad de

probabilidad f(x) normal, con media p, entonces 7' = ZX . es suficiente para p, y por lo

i=1

- 1& .. . : .,
tanto X :—ZXZ, también es suficiente para pu ya que como se ve es funcion de la
nio

estadistica suficiente T.

! Recordar que la funcién de verosimilitud de la muestra L(X;0) se define como la funcién de probabilidad
conjunta de la observaciones de la muestra X, X, ...,Xn,. Ademas si las X; son independientes e
idénticamente distribuidas con funcién de probabilidad f(x;0), como en el caso del muestreo aleatorio simple
con reemplazo, entonces L(X;0)=f(x1;0)f(x2;0)..f(xn;0).
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Ejercicio 1: Sea una muestra aleatoria X = {xl,xz,...xn} extraida con reemplazo de una
poblacion con distribucion f{x), con media  y varianza ¢°. Demostrar que:

a) lamedia muestral X = lei es un estimador insesgado de la media poblacional
n o

b) Sn2 =12(xi—i)2 es un estimador sesgado de la varianza poblacional ¢® y
i=1

encontrar el sesgo.

n

. . 1 . .
¢) La varianza muestral definida como S> = —IZ(xi —X)2 es un estimador insesgado

L=l

de la varianza poblacional &°.

Resolucion: 1o primero que se debe considerar, es que como la muestra es aleatoria con
reemplazo, entonces la distribucion de probabilidad de cada observacion x; es idéntica a la
distribucion de la poblacion, f{x;)=f{x), y por lo tanto, el valor esperado y la varianza de las
x; son también iguales respectivamente a la media y la varianza de la poblacion:

2

Elx]=n vy Valx]=o

a) para saber si X es insesgado para u, se debe determinar su valor esperado:

- 1< . . ) .
E[X ]:E — E x, | pero como las variables aleatorias x; son independientes, se puede
nes !

distribuir el valor esperado en la sumatoria: E [Y]: lZn:E [x,], donde E[x,]=p se tiene:

i=1

E[Y] = llqzn:y , con lo que E[X]= in,u y por ltimo tenemos que E[X|= u.

i=1

Como el valor esperado de X es igual al parametro i, entonces la media muestral X es
un estimador insesgado de la media poblacional .

n

. . 1
b) Para determinar si S’ = —Z(x
i=1
poblacional ¢ también debemos encontrar su valor esperado.

elsz <[ 1356 -0)

no

~ \2 . . .
X) es un estimador insesgado para la varianza

i

El factor 1/n puede salir como constante del valor esperado:
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n

£} e[S s -7

n i=1

Dentro del binomio cuadrado, podemos sumar y restar ¢ y agrupar algunos términos:

151 {3l - (x|

En seguida desarrollamos el binomio cuadrado:

D e S |

Ahora distribuimos la sumatoria a cada término, reconociendo que para efectos de la
sumatoria los términos (X — ) y (X — )* son constantes:

n n

st} L S 20 Sl )l -

i=1 i=1

Por otro lado, observemos que:

,1 ,1 > ()

Z(X,»—ﬂ)=Z(xi)—nu=n%—nu=nf—nu=n(y—u)

i=1 i=1

por lo que el valor esperado de S’ se puede expresar como:

E{Sf}=iE >, - ) —2(X—u)n(X—u)+n(X—ﬂ)2}

L i=l1

n

(= =200 4l )|

i=1

N

i=1

(o, — )" = (X - u)z}

AN R R CEy

Aqui, debemos notar que E [(xl. - y)z] es la varianza de cada observacion x;, que es igual a

2
o’; ytambién E [(Y - y)zJ es la varianza de la variable aleatoria X , que es igual a
n

con lo que el valor esperado de F {S,f} queda:
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A

n

Y finalmente:

Els?)- (n-1)o’

n
n

Es claro que E{Snz};t o?, con lo que se concluye que S’ :lZ(x
nig

< \2
X) no es un

-
estimador insesgado de o .

Para encontrar el sesgo basta con encontrar la diferencia entre el parametro y el estimador
propuesto:

Dol 2
Sego{S,f}za2 —E{Snz} , Sego{S,f}=62 _(n=Do" , Sego{Sf}=o-—

n n
c) Para demostrar que la varianza muestral definida como S, = 11 ( ;= X)Z €s un

n—1u
. . o . 0 (m=Do?
estimador insesgado, utilizamos el resultado anterior £ {Sn }= —
n

notando que S, = LLZ()Q ~X)*, es decir que 7, =" §?
n—1n‘3 n—1

2
Entonces E[S,f_l]= E[nn_le}, E[Snz_]]z nn—lE[S’f]’ E[S,f_l]= (niil) (n i)a

Finalmente: E [S : ]: o’ con lo que queda demostrado que S’ = LZ:(x[ ~X) esun
n

n—1

estimador insesgado de la varianza poblacional.

., 13 —
Como conclusion puede verse que no es adecuado usar S’ =—Z(xi—X ) como
n'ig

estimador de la varianza poblacional, ya que resulta ser un estimador sesgado; y que el
. . n 13 — .
estimador insesgado es S, | = ——Z(xi —X)* que es el que debe usarse para estimar la
n—-1n5

varianza de la poblacion cuando se disponga de una muestra aleatoria simple de tamafio n.
En adelante para hacer referencia al estimador insesgado se utilizard unicamente la notacion

. . , | —
S? conocido como varianza muestral, y se entenderd por: §* =" (x, - X)’.
n—=1q
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