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CAPITULO 10
VALORES ESPERADOS, FUNCIONES GENERADORAS DE MOMENTOS Y MOMENTOS

10.1 Introduccion

Después de haber estudiado las bases de la teoria de la probabilidad, las variables
aleatorias, las funciones de probabilidad y las funciones de densidad, en este capitulo
estudiaremos la otra forma de caracterizar a dichas distribuciones a partir de sus
parametros mediante los cuales es posible representar la localizacién de la
distribucién, la dispersién de la variable aleatoria, el sesgo y el aplanamiento; estos
pardmetros que pueden encontrarse si se conocen las funciones generadoras de los
momentos. Iniciaremos este capitulo con un concepto central de la teoria de la
probabilidad conocido como la esperanza matematica o el valor esperado de la
variable aleatoria. Conviene indicar desde ahora que distinguiremos dos tipos de
pardmetros; a los primeros las llamaremos los parametros particulares que estan
comprendidos dentro de las funciones de probabilidad o sea que forman parte de ella
lo que hace ver que son familias de distribuciones y cada conjunto de valores, que
puede ser uno o varios, seleccionan un miembro de la familia.

Por otro lado, los segundos pardmetros, son los pardmetros generales caracterizan
las medidas de localizacion, dispersion, sesgo y aplanamiento; deben calcularse a partir
de los momentos y contienen a los parametros particulares, como se vera en el
desarrollo de los temas de este capitulo.

10.2 Valores Esperados o Esperanzas de Variables Aleatorias y de Funciones de
Variables Aleatorias

En general, el valor esperado es una suma pesada de los valores de la variable
aleatoria o de una funcién de variables aleatorias, por las probabilidades de dichas
variables o de las funciones —ver figura 10.1-; que se denota por E[X], significa que
E[X] ES UN OPERADOR que actiia sobre la VA X o sobre la funcién de la VA vy,
dependiendo del tipo de variable aleatoria, se define como:

E[X] = Xi2,(x)p(x;), para las VA’s discretas; y (10.1)

E[X] = fj;o xf (x)dx, para las VA’s continuas. (10.2)

Desde el punto de vista matemdtico es necesario tener presente que: a) la
sumatoria o la integral puede no converger a un valor finito, en cuyo caso, el valor
esperado no existe; sin embargo, para los propdsitos de este libro, siempre existira la
convergencia y b) el valor esperado es un operador que actua sobre variables
aleatorias o funciones de variables aleatorias.
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Figura 10.1 Distribucién de probabilidad de una VA discreta

Una primera interpretacion del valor esperado se ilustra con los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 10.1 Supdngase que el Director de PEMEX Exploracion Produccién debe
decidir si en determinada region, debe o no perforar un pozo. Los eventos posibles sin
A = {si existe petrdleo} y B = {no existe petrdleo}, sin importar el volumen. Si toma la
decisién de perforar y encuentra petréleo el valor del petréleo obtenido serd de $250,
el costo de la perforacién costara $50 y el beneficio neto serd entonces de $200. Por el
contrario, si decide no perforar, puede someter a concurso con las compaiiias
petroleras la perforacidn con las siguientes bases: $25 por los derechos de perforacién
mas otros $25 si se descubre petréleo. El Director tiene la incertidumbre sobre el
hallazgo del petrdleo por lo que se asesora del grupo de gedlogos de PEP que son mas
expertos que él en la exploracidon quienes, basados en la informacion existente vy las
pruebas geoldgicas que practican, asignan la probabilidad de 0.25 de que si se
encontrard petréleo en dicha region (todos los precios son figurados y estdn en
millones de pesos).

Con esta informacidén se obtiene la siguiente tabla de pagos, comunmente utilizada
en la teoria de decisiones:

Tabla X. matriz de pagos

I: Si existe II: NO existe

petréleo petréleo
Si 200 -50
perforar
No 50 25
perforar

Para evaluar esta situacion, se aplica el valor esperado para las dos alternativas de
decisién:
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Si decide perforar: E[X/I] = 200(0.25) —50(0.75) = 12.50
Si decide no perforar: E[X/II] = 50(0.25) + 25(0.75) = 31.25

Por lo tanto, a la luz de estos resultados, la decision debe ser No perforar. Cabe
observar que una cosa es el valor esperado y otra es el valor deseado.

Ejemplo 10.2 La proporcion de impurezas de una muestra de petrdleo crudo se
modela por la funcién de densidad:

_ _f cx?*+x, 0<x<1
fe) = fCx) {O otros casos

Para poder determinar el valor esperado de X, necesitamos primeramente
encontrar el valor de ¢
[ee]
Sabemos que [__ f(x)dx =1
Con lo cual, para nuestro caso:

e .2 ST W G S N =2
fo(cx +x)dx—[c3+2]|0—(c3+2) 0 =1, entonces ¢ = .

Sustituyendo el valor de cen la funcién de densidad, calculemos el valor esperado:

E[X]—fl S %2 4 x)d —fl3 3+ x?)d —3xx4+x31—3+1—17—071
=), G ARde= | G A= xX Tt =gty = =0

Que corresponde a la proporcién de impurezas esperadas, que en la estadistica

matematica significa el valor promedio de cualquier variable aleatoria sobre un
numero indefinido de muestreos, como se vera mas adelante.

10.2.1 El dlgebra de los valores esperados

Como se observa en (10.1) y (10.2), el valor esperado £ es una suma ponderada de
los valores de X por sus probabilidades correspondientes, por lo que las reglas
algebraicas de los valores esperados son extensiones de las reglas de las sumatorias -
las integrales son sumas- que se aplican a las VA’ discretas y continuas. Por la utilidad
que tienen en la probabilidad, es altamente recomendable que se familiaricen con
ellas.

Regla 1
Si ¢ es una constante real, entonces, el valor esperado de la constante es la

constante misma:
Elc] =c (10.3)

Demostracion:
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Usando (10.2), E[c] = fj;o cf (x)dx = cfj;o f(x)dx =cx1=c, puesto que
[72 fodx = 1.

Ejemplo 10.3 Si se ganara $10 independientemente del evento que ocurra, la
ganancia esperada es $10.

Regla 2
Si ces una constante real y el valor esperado de Xes E[X], entonces:

E[cX] = cE[X] (10.4)
Demostracion:
Usando (10.2), E[cX] = ¢ [*7 xf(x)dx = cE[X]

Ejemplo 10.4 Si el valor esperado del tiempo de arribo de los aviones al aeropuerto
de la Ciudad de México es E[T] y se sabe que una persona arribard el quinto aterrizaje,
entonces el valor esperado del tiempo de espera es 5E[T].

Regla 3
Si ces una constante real y Xes una variable aleatoria, entonces:

E[X+c]=E[X]+c (10.5)
Demostracion:

Usando (2) y la Regla 1:

+

E[X+c]= f+oo(x +o)f(x)dx = f oox}"(x)dx + cJ+oof(x)dx =E[X]+C

— 00

Ejemplo 10.5 Si el costo de la produccién de un articulo depende del costo de los
articulos fabricados (X) y de un costo fijo, representado por C = X + 2, se tiene
E[C] = E[X + 2] = E[X] + 2; es decir, el valor esperado del costo depende del valor
esperado de los articulos fabricados mas el costo fijo de los indirectos que para
nuestro caso es 2.

Las siguientes reglas devienen de uso del valor esperado como operador que se
aplica sobre su argumento una prueba mas formal implica la transformacion de
variables.

Regla 4
Si X e Y son variables aleatorias y sus valores esperados son E[X] y E[Y],

respectivamente, entonces:

E[X +Y] = E[X] + E[Y] (10.6)
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Ejemplo 6. Si un caballero invita a su novia a comer en un restaurante, y si las
funciones de distribucién del precio de los platillos son:

Costo de los platillos Para el caballero: X Parasu novia: Y
120 0.2 0.1
150 0.5 0.35
200 0.3 0.55

El valor esperado de lo que tendra que pagar el caballero es

E[X+Y] =E[X]+ E[Y]

E[X] =120 x 0.2 + 150 x 0.5 + 200 x 0.3 = 159

E[Y] =120 x 0.1 + 150 x 0.35 + 200 x 0.55 = 174.5, con lo cual:
E[X +Y] =159 + 174.5 =333.5

Si, ademas paga 10% de propina, entonces:
E[11X+11Y]=11XE[X+Y] =1.1(159 + 174.5) = 1.1 x 333.5 =366.85

Cabe observar dos cosas: a) que E[X] # E[Y] porque las distribuciones de Xe ¥V
son diferentes y b) la regla 4 se mantiene para cualquier relacidon entre Xe Y.

Ejemplo 10.7 La funcién de costos del ejemplo de la Regla 3 fuera
C =Y = g(X) = 5e**2, entonces

E[X 4+ Y] = E[X + 5eX*2] = E[X] + E[5eX*?] = E[X] + 5E[eX*?]

Debe tenerse cuidado al aplicar el operador valor esperado £'a su argumento, pues
en el ejemplo anterior 5E[eX*?] # 5eF1X*2] igual sucede con funciones tales como

E[(X —5)%] # (E[X] —E[SD?YE[VX +c] # VE[X] +c.

Regla 5
Si g(X) es una funcién de X, entonces, para variables aleatorias discretas

E[g(X)] = X721 9(X)P(x,) (10.7)
y para las continuas,
g1 = [ gGOf (x)dx (10.8)

Ejemplo 10.8 Si la funcidn de costos del ejemplo anterior es g(X) = C =X + 2,
entonces:

E[g(X)] = E[x + 2] = E[X] + E[2] = E[X] + 2

Regla 6
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Dado un numero finito de variables aleatorias, el valor esperado de la suma de las
variables aleatorias es igual a la suma de sus valores esperados, o sea,

E[X,+X,+ X5+ -+ X,] =E[X;] +E[X,] + E[X3] + -+ E[X,] (10.9)
En general, para cualquier combinacion lineal de variables aleatorias
Y = a1 X1 +aX; + Xza; + -+ a, Xy,
donde las a; son constantes, se tiene

E[Y] S E[a1X1 + a2X2 + a3X3 + -+ aan]
= alE[Xl] + azE[Xz] + a3E[X3] + -+ anE[Xn] (10.10)

Ejemplo 10.9 SiY = 4X* Y = —3X3y Z = 2e~>X se tiene

E[X+Y +Z] = E[4X* — 3X3 + 2e7%X] = 4E[X*] — 3E[X3] + 2E[e~5*].
Obsérvese la aplicacién de £como operador matematico.

10.3 Funciones Generadoras de Momentos

La metodologia para generar momentos es una herramienta potente de la teoria de
la probabilidad, porque es menos complicada que el cédlculo directo a partir de las
funciones de probabilidad.

Existen muchos métodos para generar los momentos que son Utiles para diversas
tipos de variables aleatorias; asi, la Funcién Generadora de Momentos Factoriales es
util para las variables aleatorias no negativas y enteras; a su vez, la Funcién
Generadora de Momentos se usa para las variables aleatorias discretas o continuas y
negativas o no negativas, para las cuales se puede definir esta funcién; en tanto que la
Funcién Caracteristica esta definida para todas las variables aleatorias. Todas estas
Funciones son utiles para encontrar la distribucion y los momentos de sumas y
promedios pesados de variables aleatorias independientes; finalmente, con la
Transformada de Mellin es posible determinar la distribucion y los momentos de
productos o razones de variables aleatorias no negativas o independientes. Por otro
lado. Aqui presentaremos la Funcién Generadora de Momentos Factoriales y la
Funcidn Generadora de Momentos por sus bastas aplicaciones.

10.3.1 La Funcién Generadora de Momentos Factoriales (FGMF) - G (0)-

Como ya se anticip9, si la variable aleatoria (VA) Xes discreta cuyos valores posibles
son enteros y no negativos, como sucede con las distribuciones binomial, binomial
negativa, geométrica, hipergeométrica, Poisson y otras -todas las cuales se estudiaran
en otro capitulo posterior-; entonces, para cualquier nimero real 6 para el cual
0<6 <1, se define la Funcion Generadora de Momentos Factoriales de la
distribucién de la VA Xcomo:
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Gx(0) = E(6%) = X, 0 px (k) (10.11)

Como 0<0<1 0<6¥<1y0<k<oo;conlocual 0<Gyx(0) <1 es una
funcién bien definida. Cabe observar el valor esperado E opera sobre 8%. A los
momentos generados por esta funcion se les representan con p .

Ejemplo 10.10 Calculemos la FGMF de la distribucién Binomial.
Si px(k/n,p) = (7)p*(1 — p)"* es la distribucién Binomial con pardmetros ny p,
al sustituirla en (3):

Gx(0) = E(0%) = X320 0% (F)p* (1 — p)" =20 (2) (Op)* (1 — p)" 7k
Gx(0) =[0p+ (1 —p)]" (10.11)

Ejemplo 10.11 Calculemos la FGMF de la distribucidén de la distribuciéon de Poisson

k
px(k) = %e‘l. Al sustituirla en (10.3) tenemos:

o Ak w (OD¥ (irea-
Gy (0) = E(6%) = Zk=09kze 2 :Zkone( A+62—-62)

k
Gy (0) = e~A*02 Zzozo%e—az _ p-A+02 (10.12)

10.3.1.1 Propiedades
Propiedad 1: Unicidad
La Funcidn Generadora de Momentos Factoriales determina univocamente la

funcién masa de probabilidad de cualquier VA definida sobre los nimeros enteros no
negativos:

Gx(8) = px(0) + XLy 0 px (k)

Sif =0, Gy(0) = px(0) y puede demostrarse que:

Uy = b (k) = %G)Ek) (0),parak =1,2,3 ..;

k
Donde G)((k)(o) = %GX(O); es decir, ug) = px(k) se encuentra calculando la
derivada de orden k& de Gx(0) respecto a 6 evaludndola para 8 = 0 y multiplicandola

1
por F
Ejemplo 10.12 Para la distribucidon binomial (4) encontremos su FMP.
Vimos —de (10.4)- que Gx(6) = [6p + (1 — p)]|™

Calculando la primera derivada de G (8) y avaluandola en 8 = 0 se tiene:
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d* d* -
Gy (0) = 55Gx(0) = = [0p + (1 = p)|"lo=o = nlOp + (1 = )" 'plg=o =

np(1—-p)*~t

Con lo cual:
Hay = (1) = £GP (0) = —np(1 = p)"t = np(1 —p)" L.

2 2
Gy (0) = j—gaxm) == [0p+ (1 —p)]"lo=o = n(n — D[p + (1 -
pn—2p26=0

62 (0) = n(n — 1)p2(1 — p)™2, con lo cual:
1 1 _
Hey = Px(2) = ZG)((Z)(O) =-n(n - Dp?(1 —p)" 2.
Siguiendo el mismo procedimiento:
= p:3) =26V (0) ==n(n - D(n-2)p3(1 - p)"?
H@) = Px 5 Ox cn(n—1n-2)p*(1-p)

En general:

Hao = px(k) = G(")( 0) = ;(n k),p KA —p)nk (10.13)
Propiedad 2: Los momentos factoriales

Si X es una VA entera no negativa con FMP py(k) cuya Funcién Generadora de
Momentos Factoriales es Gy (0), y si el r momento factorial de X

EXX-1D)X-2)..(X—-r+1D)] =X oklk—1)(k—2)..(k =7+ Dpx(k)
EXX-1DX-2)..X—r+ D] =X k(tk—1)(k—2)..(k—r+ Dpx(k)
es finito, entonces:

¢ =EX(X - DX =2) .. (X — 7+ 1)]
Ejemplo 10.13 Para la distribuciéon de Poisson se obtuvo Gy(6) = e *+0%
ecuacioén (10.5)- se tiene:

1

dt d
(1)(9) GX(H)— 9 e~ AtOA — ) p—A+62

2

G(Z)(H) _ d—GX(H) _ dg —AH0A — 12 p—A+0A
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3

G(3)(9) — d_GX(Q) — dg —-A+01 _ /13 —A+61

Y, en general:

r

G(T)(Q) _ d_GX(g) — d@ —A+61 _ = 1e —-A+61

Entonces G (1) = E[X(X —1D(X —2) . X —r+ 1] = A"
oy =GP (1) = E[X] = 2
Hey = G = EX(X - )] =

U = 61 = E[X(X — (X —2)] = 23,y

EIX(X - D]+E[X] - (E[X]D?=2+1-22=2

Propiedad 3: Combinaciones lineales
Si ay b son constantes enteras positivas, entonces:

Gax+b = E[09*P] = 0PE[(6%)*] = 07 Gx(6%) (10.14)
Ejemplo 10.14 Si X se distribuye conforme una distribucién geométrica con
pardmetro p, su FGMF es Gyx(0) = ﬁ; ahora bien, SI Y =X —1 tiene una

distribucién binomial negativa con parametros u = 1y p, se tiene

Gx(0) = Gy41(0) = 0Gy(6)

Y la FGMF de la distribucién Binomial Negativa con dichos pardmetros es:

1 #6p _ 4
6 [1-(1-PH)] 1-(1-P)@ (10.15)

Gy(0) = GX(H) =
Propiedad 4: Convolucion
Dadas las VA’s X e Y independientes, enteras y no negativas con Funciones
Generadoras de Momentos Factoriales Gy (6) y Gy (0), respectivamente, entonces se
satisface:

Gx+y(8) = Gx(8)Gy(6) (10.16)

Ejemplo 10.15 Si X;, X, , X5, ..., X,, son VA’s mutuamente independientes que se
distribuyen conforme a una distribucidn de Poisson con pardmetros 4; ,i = 1,2,3..n; y
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FGMF's Gy, (0), Gx,(0), Gx,(0) ...Gy, (0), respectivamente; la suma de las VA’s es
Y =X, +X, + X3+ -+ X,; aplicando la propiedad de la Convolucion se tiene:

Gy(0) = GX1(9)GX2(9)GX3(9) o Gxn (6)

Gy(g) — e—/11+9118—12+9/12€—/13+913 ."e—ln'f'eln — e(_zglll"'gz:rllll)

La VA Y se distribuye conforme la distribucion de Poisson con pardmetro A =
no
=11

Propiedad 5: Preservacion de los limites
Para cadan = 1,2,3, ... sea p,(k/n) la funcion masa de probabilidad de los enteros
no negativos de ky Gx(8/n) su correspondiente FGMF; entonces, si

lim,,_,, Gx(6/n) = Gx(0) (10.17)
Donde Gy (0) es la FGMF correspondiente a la FMP py(k), se cumple que:

lim,_, px(k/n) =px(k), k=10,1,2,...

Ejemplo 10.16 Ya vimos arriba que para la distribucion Binomial Gx(6) =
[6p + (1 — p)]™-ecuacién (10.4)- y, para la de Poisson Gy(6) = e **%? _ecuacion
(10.5)-; aplicando esta propiedad de preservacion de los limites demostremos que,
cuando n es muy grande, entonces la probabilidad Binomial p(k|n,p,) con

parametros ny p,, = — se aproxima a las probabilidades de la distribucién de Poisson

p(k) =

-k

k
A Z' con parametro A.
Para la Binomial, Gx(6/n) = [0p, + (1 —p,)]" = [1+ (6 — Dp,|"
Cuando |(0 — Dp,| <1,

logGyx(6/n) = nlog[1 + (6 — 1)p,]

n@ —1)?%p,> n@-1)3p,3
— (0 — Dp, — ( 2)pn N ( 3)pn o

Como lim,,_,e np,, = A,lim,,_,.c np¥ =0 para k > 1 entonces:

limlogGy(6/n) = (6 — 1)A, de donde:
n—oo

n—->0o

. 0
lim GX (g) = e(rll—vnc}olOgGX<ﬁ) = 6(9_1))L = e)LH_’1 = GX(Q)

y, como consecuencia de esta propiedad:
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ke—k

k!

limp(k/n,pn) = p(k) ==

Lo que muestra que las probabilidades Binomiales p(k/n,p,,) para n grandes se
aproximan a las de Poisson p(k). Cabe observar que esta prueba no usa el hecho que

A . . s
pn = =, sino solamente la consideracién limnp,, = A.
n n n—oo n

10.3.2 Funcién Generadora de Momentos Ordinarios (FGM) -Mx(0)-
A diferencia de la FGMF, esta funcién genera los momentos ordinarios de cualquier

variable aleatoria X, ya sea discreta o continua, que son de suma utilidad para calcular
los parametros caracteristicos de las distribuciones; y se define como sigue:

My (0) = E[eb*] (10.18)

Para todos los valores de 8 en los que existe la FGM.
Aplicando el operador valor esperado £

Si Xes una VA discreta: My (0) = E[e%%] = %2,(e®)p(x)) (10.19)
Si Xes una VA continua: My (8) = E[e%X] = f_t: e9Xf(x)dx (10.20)

Los momentos ordinarios generados por esta FGM se llaman momentos respecto al
origen y se representan con p;

Obsérvese que para 8 = 0:

o = Mx(0) = Ele™] = Y p(x) = [ f)dx = E[1] =1

Y, cuando My (0) esta definida en el intervalo abierto (6;, 85) que contiene 6 =0,
la FGM tiene las propiedades que describen la distribucién de X similares a las
descritas para la FGMF G4 (6); cuando Xes una VA entera no negativa, entonces My
existe para—0 <0 <0,y

My (0) = E[e%%] = E[(e9)X] = Gx(e?) (10.21)

La principal ventaja de la FGM sobre la FGMF es el significado que tiene sobre una
amplia gama de variables aleatorias, en tanto que su desventaja consiste en que no
siempre existe en el intervalo abierto (6;,05) de valores que contiene a 6; sin
embargo, esto no sucede en las distribuciones de probabilidad que analizaremos en
este texto.

Ejemplo 10.17 Calculemos las FGM de las distribuciones Binomial, de Poisson y de la
Geomeétrica.
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Como se vio en el Ejemplo 10.12, la FGMF de la distribucidon Binomial es (10.4):
Gx(60) = [0p + (1 — p)]™; Entonces, aplicando (10.9) se tiene:
My (0) = Gx(ef) = [ePp + (1 — )" (10.22)

De igual forma, en el Ejemplo 10.12 se demostré que, para la distribucion de
Poisson:

Gy(0) = e 92y su FGM es - aplicando (10.9)-

My(6) = Gy(e?) = e=4+e"2 (10.23)
Y para la distribucion Geométrica Gx(0) = %, con la cual - aplicando (10.9)
nuevamente-:
6
My(0) = Gy(e?) = ——L— (10.24)

[1-(1-e9P)]

Ejemplo 10.18 Si Z es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de

72

probabilidad f(z) = %; entonces, su funcién generadora de momentos es:
22 Z2
_ 9z]1 _ (+¥® oz€ 2 ;. _ (*t® gze 2
My(0) = E[e%?] = ["e ﬁdx—f_ooe 757 4x
—£+62 92 -1(z-0)2 02
+o00e 2 ~—_ r+00e 2 i
— IS dr =T [ i dn =
92
M;(0)=ez (10.25)

Al igual que para la FGMF, la FGM también tiene propiedades similares que se
enunciaran a continuacion.

10.3.2.1 Propiedades de la FGM

Propiedad 1: Unicidad

A My (0) le corresponde una y solo una distribucion; es decir, la FGM caracteriza a
una y solo una distribucién. Puesto que la Funcién de Distribucion Acumulativa Fy(x)
determina la distribucion de cualquier VA, a My (0) le corresponde una y solo una

Fy(x).
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Ejemplo 10.19 A la distribucion Binomial py(k/n,p) = (})p*(1 —p)*7*, le
corresponde Unicamente la FGM: My (60) = GX(eQ) =[e’p+ (1 —p)]™ Y para la

72

o -5 . 02
distribucion f(z) = ezﬁ, su Unica FGM es M,(0) = e=.
Propiedad 2: Momentos
w. =M (0) = E[X"] (10.26)

Donde M (0) = - My (0).

En efecto, M)({)(e) = (%)TMX(H) = (;—B)TE[eQX] =E [(dd—e)r eex] = E[X"e%]
Para6 =0

uh = MP(0) = E[X7ef%] = E[X"]
Propiedad 2’ Los Momentos respecto al origen

Ademds de las funciones de distribucion de las VA’s, los momentos de una
distribucion de probabilidades son extremadamente utiles para encontrar los
parametros que la caracterizan conocidos como medidas de localizacion, dispersion,
sesgo y aplanamiento. Los momentos se definen en términos de los valores esperados
de las diferentes potencias de las distancias al origen de los valores de la variable
aleatoria X, en cuyo caso se les llaman los momentos respecto al origen —ver la Tabla
1-; o bien, con respecto a otro punto c diferente del origen, conocidos como
momentos respecto a ¢ o0 momentos centrales. La siguiente tabla muestra los
momentos respecto al origen de las VA’s discretas y continuas.

Cabe observar que la dificultad en el cdlculo de los momentos estriba en la
complejidad de las funciones de densidad f(x), que ciertamente no son sencillas o lo
complicado de los cdlculos de las sumatorias, por lo cual muchas veces se prefiere
utilizar las funciones generadoras de momentos de las distribuciones que las
caracterizan; es decir, para cada Funcién Masa de Probabilidad FMP o Funcién de
Densidad de Probabilidad FDP le corresponde una y solo una Funcién Generadora de
Momentos. Antes de definir dichas funciones presentamos algunos ejemplos.

Tabla 10.1 Momentos respecto al origen

Momento Notacion Para VA’s discretas Para VA’s continuas

7 n )
primer U
1 inp(xi) f xf (x)dx
i;l e
segundo Uy o
inzp(xi) j_oox f(x)dx

=1
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tercer Us I .
inBP(xi) f_oox fx)dx
i=1

De orden r n L .
inrp(xi) f_oox f(x)dx
=1

Ejemplo 10.20 Para el ejercicio del caballero que invita a comer a su novia, se
tienen los segundos momentos:

Para la novia: E[Y?] = u;,, = 120% x 0.1 + 150% x 0.35 + 2007 X 0.55 = 26,130
Para el novio: E[X?] = u,/x = 120* X 0.2 + 150% x 0.5 + 200% x 0.3 = 31,315

Ejemplo 10.21 Para el ejemplo de la proporcidon de impurezas en una muestra de
petrdleo crudo, el tercer momento es:

’—E[X3]—j1332+ 4 _J13 5 4 g _3xx6+x51_1+1
Hs = =) ¥ G rde= | GRAxde= g x et =53
9
20

Ejemplo 10.22 En el Ejemplo 10.20 demostramos que si Zes una variable aleatoria

72

e 2 | f . s d

—— -que es la funcién de
25 q

densidad normal estandar-; su funcién generadora de momentos es M,(0) =
62

e 2, calculemos sus cuatro primeros momentos:

continua con funcién de densidad de probabilidad f(z) =

92

1 @ _at _ 0,5 _
Uy = My (0) = EMX(O) = |g=o = 0Oez|g=o =0

Hy = My = 29 Mx\W) =9 6=0 " 49 6=0 " =0 "=

@) a3 o d 6% 62 [ 62 6%
3 =My 7 (0) = Z5ezg=o =E(9262 +e7)|g=g = (0%e? +20e7 +0e2)|g=o =0
at o2 d o2 o2 o2
M:I-:M)(;l-)(O):E62|9=0:%(9382 +29€2 +6€2)|9=0

92

62 62
wy = MP(0) = [e7(3 +30)+ez2(30%240Y)||geo = €2 (3 + 60 +0%)|g-p = 3

Propiedad 3: Transformacion Lineal
SiY = cX + d esuna transformacion lineal de X,

My (60) = Mcyq(0) = e E[c6] (10.27)

En efecto, My (8) = Mx44(6) = E[e(X+®P] = 40 E[e(cOX]| = ¢40F[cg)]
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Propiedad 4: Convolucion
Paralas VA’s Xe Ycon FGM’s My (0)y My (6) se tiene:

My ,y(0) = Mx(0)My(6) (10.28)
En efecto, si Xe Vson continuas e independientes:
My,y(8) = E[e®& )] = E[e9%]|E[e®"] = Myx(0)My(6); o bien:

My 1y (6) = f ) f " O L, (), () dxdy = f " % () dx f ¢ £, (y)dy

MX+Y(9) = MX(H)MY(H)

Y, en general, para X;, X, Xj3,...,X, variables aleatorias mutuamente
independientes y a, a,, as, ..., a,constantes, Y = }i*; a;X; se tiene que

My (0) = Mxl(a19)MX2 (aze)Mx3(a39) ---Mxn(ane)

Ejemplo 10.23 Sean X'y Z VA’s que se distribuyen normalmente con medias y

varianzas X~N(u,0%) y Z = %va(O,l); como vimos en el ejemplo 10.20 -expresion
92

(10.19)- M,(6) = ez vy, ademas, X = gZ + u; entonces, por la propiedad 3:

My(8) = Myz4,(6) = eHOM,(80) = () <e(9§’)2>

9242
My(0) = "2

Ejemplo 10.24 Calculemos los cuatro primeros momentos de la variable aleatoria X
que se distribuye conforme la distribucién Normal X~N (u, 62), a partir de fu FGM.

920.2
ne+—— 920.2
M;((l)(e) =2 ) (e"* 2 )(u + 00?), avaluando en 6 = 0,

dx

= Mg (0) = p;

92q2 ﬁ
M(Z)(Q) . dz(e“9+T) - %(e“e+ 2 ) (u+60?)
X - dx - dx

9242
M;((Z)(Q) = ("2 )[0% + (u + 6052)?]; evaluando en 6 = 0,
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r— (2 _ 2 2
py = M7 (0) =0 +u
De igual forma,

6%a? 2 2,2
”6+T)[O'2+([4+90'2) ] 0“o

o = (e”9+T)[302(,u +600%)+ (u+ 0523y

L OEES

wy =M (0) = 302 +

Finalmente:
(4) d(e”9+¥)[302(u+902)+(u+962)3]
M (0) = =
X dx

2.2

6%a
= ("2 )[30% 4+ 602(u + 002)? + (u + 852)*]; evaluandoen 6 = 0,
= M)((4)(0) =30* + 60%u? + p*

Ejemplo 10.25 Sean Xe Y dos VA’s que se distribuyen conforme a la distribucion
Normal, con medias y varianzas X~N(uy,02) y Y~N(uy, 02); por la propiedad de
convolucién:

0 020% 0 0203 0+1(62 452102
My .y (8) = My ()M, (6) = (e"* — NCa +— )= el(ixtuy)0+5(ox+oy)
Por la propiedad 1 se tiene,
X +Y~N(ux + iy, 0§ + oy)
La propiedad 4 puede generalizarse para X;, X,,X3,...,X,, VA's mutuamente
independientes y a4, a,,as, ..., a, constantes, para la combinacién lineal Y, =
s a; X; se tiene:

My (6) = Myn(e) = Mxl(a19)MX2(a29)MX3 (as0) ---Mxn(ane) (10.29)

Ejemplo 10.26. Si las VA’s X;, X, , X3, ..., X;; son mutuamente independientes con la
misma distribucién de probabilidades, entonces, por la propiedad de unicidad tienen la

misma FGM My (6);y la FGM de la media X = & 1 X;, por la propiedad 4, es:

Mz(0) = [My (2)1"

Y la Funcién generadora de Momentos para la poblacion total S, = Y'7*; X; es:
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Ms, (6) = [Mx(6)]"

Propiedad 5: Preservacion de limites

Para cadan = 1,2,3, ... sea F(k/n) la Funcion de Distribuciéon Acumulada (FDA) con
su correspondiente FGM M (6/n) definida sobre un intervalo abierto (6;,85) que
contiene a @, para la cual:

lim,,_,, M %) = M (6), paratodo 0 contenido en (8,, 65); entonces: (10.30)
n

lim,,_,, F(k/n) = F(x) paratoda x € C = {x|F(x) es continua en x} (10.31)
F(X) es |la FDA correspondiente a M(0).
10.4 Funciones Caracteristicas

Hemos visto que tanto la FGMF y la FGM no estan definidas para todas las variables
aleatorias; situacidon que no sucede con la Transformada de Fourier, conocida también
como la Funcion Caracteristica, la cual se define para las variables aleatorias discretas
como

Cx(0) = X7 e p(x;) (10.32)

O para variables aleatorias continuas

[ee)

— i0x
Cx(0) = [__ e"*f(x)dx (10.33)
En las cudles i =+ —1 es la unidad imaginaria, de donde se desprende que los
valores de la funcidn caracteristica pueden ser nUmero complejos y, para su estudio, se
requiere del conocimiento de las variables complejas; por ello no se estudiaran aqui.

10.5 Momentos con respecto a un punto y la varianza

Los momentos que hasta ahora hemos estudiado, corresponden a los momentos
respecto al origen -ver Figura 1.1-; Ahora generalizaremos estos conceptos estudiando
los momentos con respecto a un punto c¢ diferente del origen, también conocidos
como momentos centrales para cuando ¢ = E[X].

Ya vimos como calcular el valor esperado de las variables aleatorias discretas y
continuas respecto al origen; ahora ampliemos estos conceptos para el caso de la
funcion particular f(X) = (X —a)", donde a y r son constantes, entonces a la
expresion:

E[f(X)] = E[(X —a)"] (10.34)
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se le conoce como el momento de orden r respecto a a y se representa con u,.
Sebe tenerse presente las notaciones diferentes para los momentos factoriales -py-,

. . r .
los momentos ordinarios -i;.- y los momentos centrales -, o u)(()—; y, en particular,

obsérvese que:

sia =0, setiene E[(X — 0)"] = E[X"] = u,; para esta expresion, sir = 1 se tiene:

uy = E[X'] = E[X], expresidon que se conoce como la media de la VA X, concepto
que se ampliara mas adelante y, en este caso particular suele simbolizarse
simplemente con y, iy 0 Y.

Ejemplo 10.27 Con referencia al Ejemplo 1, relacionado con la decisién que debe
tomar el Director de PEMEX Exploracién Produccién si en determinada region debe o
no perforar un pozo, evalla esta situacion mediante el valor esperado E[X] o la

media de la variable aleatoria X para las dos alternativas de decisién:

Si decide perforar: uy = E[X/I] = 200(0.25) —50(0.75) = 12.50
Si decide no perforar: uy = E[X/11] = 50(0.25) + 25(0.75) = 31.25

Por lo tanto, a la luz de estos resultados de la media, la decision debe ser No
perforar.

Ejemplo 10.28 Con referencia al Ejemplo 10.2, relacionado con la proporcion de
impurezas de una muestra de petréleo crudo se modela por la funcién de densidad

3.2
f(x)=f(x)={ 5 X +x, 0<x<1
0 otros casos

el valor esperado es la media de la proporcidn de impurezas:
uy = E[X] = folx(gx2 + x)dx = 0.71;

Que corresponde a la proporcién de impurezas esperada.
Regresando a los momentos centrales, si:

e r=0:E[X-a)]=E[1]=1;

o a=E[X]=ui:

Hr =y = E[X ~ E[X]D)"] = E[(X — up)"]

Que es la expresidn generalizada de los momentos centrales p,., los cudles pueden
encontrarse a partir de los momentos ordinarios.
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En efecto:
Sir=1

w = p = E[(X — E[XD'] = E[X — E[X]] = E[X — E[X]] = E[X — ],
y, por las propiedades de los valores esperados:

1 ’ 1 ’
w = py) = EX] - E[m] =5 — 45 =0;

Cuandor = 2:

0% = 1z = uy’ = Var[X] = V[X] = E[(X — u)?] (10.35)

Esta expresion se conoce como la varianza de la VA X, que se simboliza con

af(,V[X],Var[X],uzo ug(z), y es la desviacion esperada al cuadrado de X con
respecto a la media, o el promedio de las desviaciones con respecto a la media;
constituye uno de los parametros de dispersion de dicha variable porque es la
desviacién mas pequefia que se obtiene, cuando se calcula a partir de la media puj.

En efecto, si se elige un valor arbitrario a y calculamos una pseudo varianza
020 = 1y, = E[(X = )?] = E[(X = iy + py — @)?] = E{[(X — 1) + (ux — @)]%)
= E[(X — px)? + 2(X — py) (ux — @) + (ux — a)?]
= E[(X — ux)?] + 2(ux — A)E[(X — px)] + (ux — a)®
= E[(X — ux)?] + 0 + (ux — a)?
%0 = 0% + (ux — @)°
Por lo que a/, = 05 + (uy — a)?.
Y cuando a = uy se tiene a)?/a = o}

Lo que demuestra que la varianza respecto a la media siempre es mas pequefia que
la pseudo varianza respecto a cualquier otro punto a.

10.6 Algebra de las Varianzas
Al igual que para los valores esperados, es de mucha utilidad establecer algunas

reglas para la varianza que se aplican a las variables aleatorias discretas y continuas, a
partir de la aplicacién del valor esperado.
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Regla 1. La varianza en términos de los valores esperados

La varianza de una variable aleatoria es igual al segundo momento ordinario
respecto al origen al cuadrado menos el cuadrado del primer momento ordinario
respecto al origen; es decir, es igual al valor esperado del cuadrado de la variable
aleatoria menos el cuadrado del valor esperado de la variable aleatoria.

0} =y = u = Wy — (u)? = E[X?] - E[X]? (10.36)
En efecto:

of = E[(X — u1)?] = E[X? — 2Xpf + p”]

of = E[X?] — 2 E[X] + E[i1]?* = E[X?] — 2(u1)? + (u1)?

of =y = uy) = pp — (W)? = E[X?*] — E[X]?

Regla 2. La Varianza de una constante
Como una constante no varia, su varianza es cero; es decir si a € R, entonces:

g2=V(@) =0 (10.37)
En efecto:
02 =E[a*?]— Ela]*=a’—-a%*=0

Regla 3. La Varianza de una constante por una variable aleatoria
Si a € Ry X es una variable aleatoria con varianza 0,?, entonces la varianza de la
variable aleatoria aX es

o’y =V(aX) = a’a? (10.38)
En efecto:

oly = E[(aX)?] — E[aX]? = a?E[X?] — a?E[X])? = a®(E[X?] — E[X]?)

oix = a’oy

Lo que significa que al multiplicar cada valor de la variable aleatoria por una
constante se multiplica la varianza por el cuadrado de la constante, y a actia como un
factor de escala y por lo tanto un cambio en la dispresion.

Regla 4. La Varianza de una combinacion lineal

Sia €R y X es una variable aleatoria con valor esperado E[X]y varianza o3,
entonces la varianza de la variable aleatoria X + a es:

02, =VX+a)=VX) =02 (10.39)
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En efecto:
02,a=VX+a)= E[X+a)—E[X+a]l?=E[X +a)— (E[X] + a)]?
62q =V(X +a) = E[X +a—E[X] - a]? = E[x — E[X]]’

2 _ 2
Ox+q = Ox

Lo que significa que al afiadir una constante a cada valor de la variable aleatoria su
varianza permanece sin cambio y a actia como una constante de desplazamiento de la
distribucién de la variable aleatoria a lo largo del eje x.

Ahora bien, Para r = 3 tenemos:
3 ’ ' r2 13
u = ps = E[(X — u)?] = E[X3 = 3x%u + 3xp5% — ]
Aplicando las propiedades del valor esperado:

Uy = ps = E[XP® = 3 E[X?] + 31 " E[X] — i

3 ’ o 13
uS) = g = b — 3uiph + 2u

Siguiendo el mismo procedimiento para r = 4 se obtiene:

4 li 7,02 7,2 14
ue) =y =y — 4uips® + ety — 3u

Ejemplo 10.29 Para Ejemplo 10.1 calculemos los cuatro momentos centrales,
recordando que el segundo momento central es la varianza.

Con esta informacidn se obtiene la siguiente tabla de pagos, comunmente utilizada
en la teoria de decisiones:

Tabla 10.1. matriz de pagos

Estado de la naturaleza (X)
I: Sl existe I1: NO existe
petrdleo petrdéleo
Decision por Si 200 50
tomar perforar
No 50 25

perforar
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Distribucion de pagos/perfora
p(x)
3

o)
%

for)
»

o)
H

oo
0
\ 4

[en]

-100 -50 0 50 100 150 200

@ probabilidades

Para evaluar esta situacion, se aplica el valor esperado para las dos alternativas de
decision:

Si decide perforar: E[X/I] = 200(0.25) —50(0.75) = 12.50

Si decide no perforar: E[X/II] = 50(0.25) + 25(0.75) = 31.25

4
E[X/1] E[X/N] E[X2/1] E[X2/11] ELX3/1] ELX3 /1] ELX4/1] : E[X*/N
12.
5 1187 1906250 404687500
1855468.7
31.25 1093.75 42968.7 5
HU2/1 H2/11 H3/1 U3/ Ha/1 Ha/nn
11718.7 1464843.75 -19818627930
5
117.187 1464.84375 32043.457
5

Ejemplo 10.30 Para el Ejemplo 10.2 La proporciéon de impurezas de una muestra de
petréleo crudo se modela por la funcién de densidad:

3.2
f(x)=f(x)={ S X +x, 0<x<1
0 otros casos

5 4
E[X?] = [{ 2?Ga? +x)dx = [[Gx* + x¥)dx = o=+ Z]h ==+ 7= - =055
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31 = (L33 2 Y V- TP A ST i L. ST QU
E[X]—fox(zx +x)dx—fo(2x +at)dx = [ +15 =1+ =5;=045
4] = (1432 = (136 SV = [P X1 o3 18
E[X]—fOx(zx +x)dx—f0(2x +xS)dx = [+ =1+ =,,=038

w = py = EIX] - B[] = p — g = 0;
0F =y = P = ph — (uy)? = E[X?]— E[X]? = 0.55 — (0.71)? = .046

us = ug) = b — 3pipy + 25> = E[X3] — 3E[X]E[X?] + 2E[X]3
= 0.45 — 3(0.71)(0.55) + 2(0.45)3 = —0.32

ror2 112 14
H4—H;(()—.U4 dpaps™ + 6y — 3y

= E[X*] — 4E[X]E[X3]? + 6E[X]E[X?]? — 3E[X]*
= 0.38 — 4(0.71)(0.45)2 + 6(0.71)(0.55)2 — 3(0.71)* = 0.33

La potencialidad de los momentos se vera con claridad cuando estudiemos las
distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias continuas y discretas.

10.7 Momentos de Distribuciones condicionales y conjuntas

Los momentos de las distribuciones condicionales se basan en los conceptos de
valor esperado y de la distribucién condicional.

Para las VA discretas
E[X|y] = Yvxxp(x|y) o E[Y|x] = Xy, yp(y|x) (10.40)

Para las VA continuas

ElXlyl = [~ xf(xly)dx o E[Y|x] = [~ yf(ylx)dx (10.41)

Y, por el concepto de variables aleatorias independientes, se tiene que si Xy Y
son independientes se debera cumplir que

E[X|y] =E[X] o E[Y|x]=E[Y]
(10.42)

Este concepto de momentos puede extenderse a las funciones conjuntas de dos o
mads variables; SI X Y Y son VA conjuntas con funcién de probabilidad conjunta
P(x,y) para el caso discreto o funcién de densidad f(x,y) para el caso continuo vy si

g(X,Y) esunafunciéonde X YV, se tiene

Para el caso discreto

E[g(X,Y)] = Xux 2vy 9(x, ¥)P(x,y) (10.43)
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Y para el caso continuo

Elgx. V= [ [7 g(y) f(x,y)dydx (10.44)

Asi, para una distribuciéon conjunta de dos variables aleatorias X y Y, paramyn
enteros no negativos los valores esperados de productos de potencias son E[X™y"]

En particular, si XYY son independientes
ElxY]= [, J2 xyf (e, y)dydx = [ xf()dx [°, yf(»)dy = EIX]E[Y] (10.45)
Y por extension para el caso de X;, i = 1,2,3,...,n VAindependientes se tiene

E[X,X,X5 ... Xp] = E[X,1E[X,]E[X5] ... E[X,] (10.46)

10.8 La covarianza

El momento de la distribucidn conjunta de las variables X Y Y que refleje la fuerza
de la direccidn de la relacion es la covarianza, que se define como

oxy = COV[X,Y] = E[(X — ux) (Y — py)] (10.47)
Cuando X Y Y son discretas se tiene
Oxy = Zvx 2vy(X —ux) y —py) p(X = x,Y = y) (10.48)

Y si son continuas

oy = [0 [0 (x = ux) (v — py) £ (x, y)dydx (10.49)

Como E[(X — ux)(Y — uy)] = E[XY — uyX — uxY + pyxpy]

Por las propiedades de los valores esperados, se tiene

oxy = COV[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] (10.50)
Cuando X Y Y son discretas se tiene

Oxy = Dvx lwy XY PX =Y =y) = Yo xp(X = %) Xy, yp(¥Y =) (10.51)

Y para cuando son continuas

oxy = [ 0 xy fCey)dydx — [° xf()dx [ yf(y)dy (10.52)
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Y si X YY son independientes

oxy = COV[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = E[X]E[Y] — E[X]E[Y] =0 (10.53)

Lo que significa que la direccion de la interrelacién de las variables X Y Y no tiene
ningun patrén positivo o negativo. Si X Y Y estan positivamente relacionadas entonces
valores mayores de X tienden a corresponder con valores mayores de Y y la
COV|[X,Y] es positiva; en cambio, si valores menores de X se corresponden con
valores menores de Y se tiene que la COV[X,Y] es negativa. En suma, el signo de la

covarianza nos proporciona informacion a cerca de la direccidon de la interrelacion
existenteentre X YY.

La covarianza es particularmente util en la determinacién de la suma, de la
diferencia o el coeficiente de correlacién de dos variables aleatorias. Asi,siZ = X + Y,

Conforme a (10.35) se tiene
VIZ]=V[X+Y]=E[(X+Y)—E[X +Y]]?
Como E[X + Y] = E[X] + E[Y] = ux + Uy, se tiene
VIZI =VIX+ Y] =E[(X+7) = (ux + u)]* = VIX + Y] = E[(X — ux) + (¥ — wy)]?
VIZI =VIX + Y] = E[(X — pux)? + (Y — py)? + 20X — ) (Y — py)]
Por las propiedades de valor esperado
VIZ] = VIX + Y] = E[(X — ux)*] + E[(Y — uy)?] + 2E[(X — ux) (Y — py)]

VIZ] =V[X + Y] =07 + 0% + 20xy (10.54)

SiahoraW = X —Y, por el mismo procedimiento se tiene

VIW]=V[X = Y] = 0 + 0% — 20%y (10.55)

Y, si las VA son independientes se tiene

VIZ]=V[X+Y]=V[W] =V[X —Y] = 67 + o (10.56)

Es conveniente observar la influencia de la covarianza sobre la varianza de la suma o
diferencia de las variables aleatorias, salvo cuando son independientes; si la relacién es
positiva la varianza de la suma es mayor y la varianza de la diferencia es menor que si
fueran independientes. En contraparte si la relacidon entre X y Y es negativa, se tiene

que la varianza de la suma es menor y la varianza de la diferencia es mayor que si las
variables que si ellas fueran independientes.
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10.9 El Coeficiente de Correlacion

Si se observa, la covarianza tiene como unidades las correspondientesa X Y Y; por
ejemplo si X estd medida en metros y Y en kg sus unidades son m-kg y es dificil de
interpretar la fuerza de la relacidén entre X Y Y. Esta dificultad se resuelve dividiendo la
covarianza por el producto de las desviaciones estandar de estas variables oy y oy
dando por resultado un pardmetro adimensional, que es uno de los parametros
generales de las Funciones de probabilidad conjuntas, y se conoce como el coeficiente
de correlacion y se define como

coviXy
pyy = p = XN _ oxy (10.57)

Ox0Oy Ox0y

Puede demostrarse que —1 < pyy < +1

Asi pues, el coeficiente de correlacion corrige el escalamiento de X Y Y y representa
apropiadamente la fuerza de y la direccidn de la relacidon que existe entre dichas
variables. Si pyy =+1 los valores de las variables estan perfectamente
correlacionadas positivamente como se muestra en la figura 10.2 (a); en cambio para
pxy = —1 los valores de las variables estaran perfectamente correlacionadas
negativamente como se indica en la figura 10.2 (b); y si pxy = 0 se dice que las
variables NO estan correlacionadas como se ilustra en (c) de la figura. Para los demas
valores si pyy esta cercano a +1 o a —1 se tiene una interrelacion fuerte, en cambio si
estd cercano a 0 implica una relacion muy débil.

En necesario tener en cuenta que el coeficiente de correlacion pyy mide la fuerza
de la relacion lineal entre las variables bajo estudio X Y Y; por ejemplo, si Y = 3X +
1 las variables estan perfectamente correlacionadas positivamente, en cambio para
Y = e%%X |as variables no estdn perfectamente relacionadas porque la relacién no es
lineal, como se ilustra en la figura 10.2.

Y=-3X+1; pyy=-1
Y=3X+1; py, =+1

16 4

14 -

12

10 4

44 -12 4

2 -14 4
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Py =—0.0174
Y:eO.SX

160

120 +

100

2 0 . 60 4

40

20 4

(c) (d)

Figura 10.2 Relaciones lineal y no lineal

Ejemplo 10.31 Si X es el numero de libros de Teoria de la Probabilidad que se tienen
en una biblioteca y Y el de libros de Estadistica Aplicada, y la distribucion conjunta de
la selecciédn de un estudiante es la que aparece en el cuadro interior con la cual se
tiene lo siguiente:

a) Las distribuciones marginales de X y Y que son los valores de las variables
conjuntamente con las probabilidades que aparecen en el margen derecho -
para Y-y en el inferior -para X-.

X
1 2 3 p(y)
1 0.000 0.167 0.083 0.250
Y 2 0.200 0.111 0.000 0.311
3 0.133 0.250 0.056 0.439
p(x) 0.333 0.528 0.139 1.000

_ p(Y=3X=2) _ 0250

b) La probabilidad p(Y =3|X =2) = ez~ o528 0.474

c) Lacovarianzade Xy Y= COV[X,Y] = E[X, Y] — uxuy

E[X,Y] = (1)(1)(0) + (1)(2)(0.167) + (1)(3)( 0.083) + - + (3)(3)( 0.056)
= 3.828

Uy = 1(0.333) + 2(0.528) + 3(0.139) = 1.806
Con el mismo procedimiento uy = 2.189.
Por lo tanto COV[X,Y] = 3.828 — 1.806(2.189) = —0.124
d) Para calcular el coeficiente de correlacién necesitamos calculas las

desviaciones estandar de las variables, lo que a su vez requiere del calculo
de las varianzas.
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E[X?] = 1%(0.333) + 22(0.528) + 32(0.139) = 3.694
Var[X] = E[X?] — uy? = 3.694 — 1.806% = 0.434
Y la desviacién estandar es gy = v0.434 = 0.659

Siguiendo el mismo procedimiento se tiene  E[Y?] = 5.444;0¢ =
0.653 yoy,=0.808

Con lo cual tenemos lo necesario para calcular el coeficiente de correlacion
deXyY

_COVIXY]_ _ —0a24 .
Pxy = G (0.659)(0.808)

Lo que significa que existe muy poca relacién lineal negativa y significa que
cuando se eligen libros de la Teoria de la probabilidad se tiene una menor
eleccidn de libros de Estadistica Aplicada.

Ejemplo 10.32 Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta

b)

k(x? +y?) para0<x<2;1<y<4
floy) =TI P y
para otros valores

Calculemos el valor de k.

foz ffk(xz + y?)dydx debe serigual a 1.

2 4 2 y3 |y =4 2
f f k(x? + y?) dydx = kf (x2y +=) dx = kf (3x% + 21)dx
0 J1 0 37y=1 0
=50k=1 ~k=-—
50
Con lo cual
1
£ y) :{%(x2+y2) para0 <x<2;1<y<4
0 para otros valores

Calculemos el coeficiente de correlacidn.

_covixyY]l _ E[XYl-puxuy

Como pyy = =

0x0y 0x0y
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. Con las densidades marginales podemos calcular las medias y las
desviaciones estandarde X y Y.

La FDM de X es

41 1 y3 |ly=4
_ 2 2 — 2
f(x)—f150(x +yD)dy = o5 (%Y +7)

— L x4 21
3|y =1~ 50* )

Calculemos la media de X
= ! fz 3x2 4+ 21)dx = ! (12 +42) =1.08
Hx =75g ) *¥GX Jdx =55 -
Ahora E[X?]

1 (? 1 (2
E[X?] = %f x2(3x% 4+ 21)dx = %j (3x* + 21x%) dx = 2.08
0 0

La varianza vale Var[X] = E[X?] — uy?

Var[X] = 2.08 — 1.082 = 0.9136

Y ox =+v0.9136 = 0.9558

Il.  Siguiendo los mismos procedimientos para la variable aleatoria Y tenemos

LaFDM deYes [°—

2 2 _1 2 x3 x=1_1 2 8
0 3¢ XT T ydx = (' x +3) 52y +3)

x=0

Calculemos la mediade Y

_1J.4 22+8d _1(1475)_295
MY_SO 1y(y 3) x_SO . e
Ahora E[Y?]

2 Lt o 2.8 L .8,
E[Y]=%f y“(2y +§)dx=%f 2y +§y)dy=9.304
1 0

La varianza vale Var[Y] = E[Y?] — u,?
Var[Y] = 9.304 — 2.952 = 0.6015

Y la desviacion estandar

oy = v0.6015 = 0.7755
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[ll.  Lavarianza conjunta vale

2 4 1 1 2 (4
V. O-XY = E[XY] = fo fl xy[g(xz +y2)]dydx = 5[0 fl (x3y +
xy3dydx=150027.5x3+63.75xdx=3.15
Con los valores anteriores tenemos

E[XY]-pxpy _ 3.15-1.08(2.95)
oxoy  0.9558(0.7755)

Lo que indica que practicamente no existe correlacién lineal entre las variables
aleatorias X y Y.

10.10 La curva de regresion y el Coeficiente de Determinacidn

Como se vio en la seccion anterior, el coeficiente de correlacién da una medida de
la fuerza de asociacion lineal entre las variables aleatorias X y Y; por lo tanto, si dicho
coeficiente de correlacidon es satisfactorio, entonces es deseable buscar un
procedimiento para poder pronosticar el valor de Y -suponiendo que ésta es la
variable dependiente- en términos de los valores x de X -que para nuestro caso es la
variable independiente-. Puesto que x es un valor conocido, para la prediccion de Y se
utiliza la distribucién condicional de Y dado el valor x de X; es decir, p(Y|x) o f(y|x)
segun se trate de una VA discreta o continua, cuyo valor esperado E[Y|x] = Hy|x €s el
mejor estimador o el mas razonable predictor de Y.

Como el valor esperado E[Y]|x] = Uy|x Varia para los diferentes valores de X, la
funcion formada por las parejas de valores {x, E[Y|x]} se llama la curva de regresién
de Y sobre x; la cual se representa en la figura 10.3.

FDP Normal Bivariable

fy¥)
100

80

flybe) ——|

f<y|x2)\§ [
pr [

flylx,)

60

40

20

Figura 10.3 Curva de Regresion E[Y | X=x]
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En este caso muy particular E[Y|x] =5; lo que significa que Y y X son
independientes o sea que X no predice a Y, no obstante, las siguiente explicaciones
son validas. En la figura se observa que la superficie corresponde a una distribucion
conjunta normal bivariable generada por un numero infinito de FDP condicionales
f(¥|x) -una para cada valor de X; para este caso particular la curva de regresién es
una recta de regresion sobre el plano X-E[Y|x]; esta curva se encuentra graficando las
parejas de valores {x, E[Y|x]}, donde E[Y|x] son los valores esperados o las medias
de la FDP condicionales f(y|x;); se han dibujado solamente 3 valores de X para los
cuales se tienen las 3 FDP condicionales f(y|x;)para i = 1,2,3; y cada una tiene su
valor esperado E[Y|x;] sobre el plano X — E[Y|x]; la infinidad de estos puntos
{x, E[Y|x]} define la curva de regresion como se ilustra en la figura 10.4.

Ely Ix]=5
y =E[YIx]
6.0

5.5 1

5.0

4.5

4.0 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

X

Figura 10.4 la Recta de Regresién E[Y|x] = 5

Cabe recordar que Y es la variable dependiente de X -la variable independiente- y
la curva de regresion de Y sobre x es diferente a la curva de regresion de X sobre y.

Ejemplo 10.33 Con relacién al ejemplo anterior determinemos la curva de regresidon
E[Y|x]. Sabemos que

f(xy):{%(xquyz) para0<x<2;1<y<4

0 para otros valores

Y encontramos que
flx) = %(39(2 +21) para0 < x < 2

Con estas FDP encontremos la FDP condicional f(y|x).

1., 2
Cfey) g5ty (x+y?)
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Como ya vimos, la curva de regresion de Y sobre x es el valor esperado de la FDP
condicional f(y|x).

4 4 2 3
E[le]=f yf(ylx)dy=f g;cz—igl; y

y=4 75x*+63.75
y=1  3x2+21

3 1 yexe oy
(3x2+21)J Ox® + y%)dy = (3x2+21)[ 2 +Tl

La curva de regresidon se muestra en la figura 10.5

E[Y|X]=(7.5x*+63.75)/(3x*+21)
E[Y|X]

6

5 -

4

0.0 0.5 1.0 15 20 25
X

Figura 10.5 Curva de regresién de Y sobre x: E[Y|x]

El cdlculo de la curva de regresion de E[X|y] se hace siguiendo el mismo
procedimiento.

fxy) 30 G+ y) 2 +yY)

flxly) = _
O L+l (27+9)
EIXly] = [ x faldax = | XA o
’ o (27 +3)
S fz(xyz +x3)dx = 1 (xzyz +x_4) x=2
(2y2+§) 0 (2y2+§) 2 4 )| x=0

2y% +4
8

249
2y+3

ElXlyl =

La representacion grafica de esta curva de regresion aparece en la figura 10.6 vy,
similar a la anterior, no es util para predecir los valores de X dado los diferentes
valores que Y puede tomar.
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E[Xly]=2(y"+4)/(2y*+8/3)

2.0
1.5 A
EIX/y], .
0.5 4
0.0 T T T T T
0 1 2 3 4 5
Y

Figura 10.6 Curva de regresion X sobre E[X]|y]

10.11 El Coeficiente de Determinacion

El coeficiente de correlacion nos da un valor de la fuerza de asociacién lineal entre
las variables Y y X, en tanto que la curva de regresién es el modelo matematico o la
funcion de la relacion entre las variables, que puede o no ser lineal, y otro parametro
gue relaciona tanto a la potencia de asociacién como a la regresién es el coeficiente de
determinacién que nos da una medida de la varianza explicada por la curva de
regresion y se define como el cuadrado del coeficiente de correlacion.

COEFICENTE DE DETERMINACION = pyy? (10.58)

Ejemplo 10.34 Como era de esperarse, las curvas de regresion del ejemplo anterior no
son Utiles para predecir los valores de Y con los diferentes valores que X puede tomar, ni
los de X los valores de Y; ya que, del ejemplo anterior, el coeficiente de correlacién
Pxy resulté iguala —0.0485 y el coeficiente de determinacion es

Lo que significa que el 0.24% de la varianza de Y o de X es explicada por las curvas
de regresion.

En la parte de estadistica aplicaremos estos conceptos a los datos de las muestras y
dedicaremos un capitulo a ellos.
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