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Introduccidén.

A lo largo de casi cuatro décadas de impartir cursos en la Facultad de Ingenieria
de la UNAM,incluyendo temas como Mecénica y Dindmica de Fluidos, Mecéanica
del Medio Continuo. Transferencia de Calor, Métodos Matematicos, Reologia y
algunas otras, el autor se ha dado cuenta de la existencia de enormes lagunas
por parte de los alumnos, en los conocimientos basicos de algebra, mateméticas
y, en particular, de calculo vectorial. Existe una tendencia casi inevitable de
aprender la materia a base de resolver una infinidad de ejercicios repetitivos los
cuales, aunque siempre son de utilidad, tienden a relegar a un segundo plano
los conceptos fundamentales del calculo vectorial; siendo estos la base de todas
las aplicaciones de las ciencias de la ingenieria.

La matemaética es una ciencia eidética abstracta la cual establece definiciones y
reglas rigurosas. Usa conceptos a veces imaginarios, pero siempre con la finalidad
de resolver problemas practicos y explicar, junto con la fisica, los fenémenos
existentes en la naturaleza. Los conceptos de punto, linea, curva y densidad, por
ejemplo, son tan abstractos como los conceptos de vector y tensor. Sin embargo,
sin esos conceptos no se podrian explicar los campos de fuerzas, velocidades,
aceleraciones, esfuerzos, deformaciones, corrientes eléctricas, campos magnéticos,
etc, fundamentales en ingenieria y sus aplicaciones. Los ejemplos anteriores
son campos vectoriales existentes en la naturaleza; estos actiian necesariamente
sobre los cuerpos que encuentran a su paso. Pueden actuar sobre todo el volumen
del cuerpo o sobre la superficie del mismo, pero siempre ocasionaran algin
tipo de efecto sobre él. Asi, un campo de fuerzas provocarda un campo de
movimientos y aceleraciones; un campo de esfuerzos dara lugar a deformaciones.
Las relaciones entre causa y efecto, conducen a ecuaciones o leyes constitutivas
y a ecuaciones de conservacion, fundamentales en la fisica y en la ingenieria. El
célculo vectorial forma la base de todo lo anterior. Las ecuaciones fundamentales
de balance y conservacion en la fisica y en la ingenieria son la ecuacion de balance
de masa (continuidad), la ecuacion de balance de momentum lineal (cantidad
de movimiento) o segunda ley de Newton y la ecuacion de balance de energia;
sin ellas no se puede concebir la ensenanza y comprension de la mecénica de
solidos, fluidos, gases y de otros materiales.En la teoria electromagnética su
equivalente son las ecuaciones de Maxwell. El planteamiento y la derivaciéon
de dichas ecuaciones, necesariamente hace uso de los conceptos del calculo
vectorial. Los campos vectoriales, al actuar sobre los cuerpos, lo hacen sobre
el volumen rodeado necesariamente por una superficie cerrada (Teorema de la
Divergencia) o sobre la superficie del cuerpo delimitada siempre por una curva
cerrada (Teorema de Stokes). El alumno que no haya comprendido a fondo los
teoremas anteriores no podra entender los conceptos fundamentales involucrados
en las ecuaciones basicas de conservacion y por lo tanto le recomiendo que se
dedique a otras actividades, pero no a la ingenieria ni a la fisica.



El curso realmente esta dividido en dos partes; la primera parte esta dedicada a
un repaso del calculo de dos o mas variables. El calculo diferencial e integral de
una sola variable es extendido a dos (o mas) variables para abarcar por lo menos
tres dimensiones. Lo que inicialmente se aprendié para el plano, se extiende a
superficies; estos conceptos son necesarios para establecer un campo vectorial a
partir de los campos escalares ya conocidos por el alumno. Las derivadas totales
se convierten en derivadas parciales y las integrales se convierten en integrales
sucesivas o multiples. Posteriormente, en la segunda parte del curso, se estudian
las propiedades fundamentales de los campos vectoriales y sus representaciones
diferenciales por medio de operadores. Una vez caracterizado el campo vectorial,
se analiza la forma de describir una superficie y un volumen también en forma
vectorial; finalmente, se estudia la interacciéon entre los campos y los cuerpos
para obtener los teoremas fundamentales del célculo vectorial y sus aplicaciones.

Existen numerosos libros de texto de calculo vectorial; algunos de ellos magnificos,
otros buenos, muchos regulares y algunos francamente incomprensibles y malos.

A pesar de ello, el autor se ha percatado tras muchos anos de impartir la
materia, de la necesidad de que el alumno posea un libro de texto apegado
al plan de estudios y dirigido a cubrir las necesidades explicitas de aprendizaje
correspondientes a dicho plan. El presente libro ha sido creado tras muchos
semestres de impartir la materia en la Facultad de Ingenieria de la UNAM
y refleja el trabajo de recopilaciéon de un gran ntimero de alumnos los cuales
han incorporado sugerencias y de profesores de la materia cuyas correcciones y
sugerencias forman parte fundamental de este trabajo. En particular el autor
agradece el intenso trabajo de Ma.Fernanda Lugo e Imelda Salado para las
correcciones y formato de la presente edicion. El libro es necesariamente selectivo
en sus temas y se ha preferido sacrificar rigor en las demostraciones en aras de
aplicaciones fisicas dirigidas al futuro ingeniero. No se ha pretendido abarcar
todos los temas del célculo vectorial sino solamente aquellos que el autor ha
considerado de mayor aplicaciéon y apego al plan de estudios correspondiente.

El formato del texto, permite que cada profesor modifique el sistema de
explicacion del tema correspondiente anadiendo sus ideas al mismo. Para ello,
se ha dejado un espacio en blanco en cada hoja de texto para que el alumno
haga las anotaciones correspondientes, eliminando asi la elaboracién tediosa de
apuntes y guardando la informacion en un solo libro de texto.

Asi mismo, los ejercicios correspondientes a cada tema, han sido tomados de los
examenes departamentales de la Facultad de Ingenieria de la UNAM y reflejan
los diversos puntos de vista y enfoques de los distintos profesores que imparten la
materia. Todos los ejercicios incluyen la solucién correspondiente y muestran al
alumno muchos de los “trucos” y suposiciones que algunos maestros no benévolos
consideran parte del conocimiento del alumno.

La meta de este libro es, por lo tanto, proveer al alumno con un cuaderno de
trabajo de calculo vectorial, el cual permita una gran flexibilidad tanto a él como
al profesor, de efectuar las anotaciones que juzguen convenientes y le permitan
una mejor comprension del tema.



Capitulo

Conceptos Elementales.

En este capitulo, se extienden las nociones de célculo diferencial de una sola variable, conocidas por
el lector, al calculo de varias variables.

Inicialmente, los conceptos de limite, derivada de una sola variable, son aplicables a curvas planas.
En el caso de dos variables, las curvas planas se convierten en superficies en el espacio. Entonces,
el concepto de derivada como una linea tangente a una curva en un punto dado, se convierte en un
plano tangente a una superficie en el punto considerado.

El concepto es basicamente el mismo. El lector encontrard que la extensién a dos variables se
hace en forma natural y sin complicaciones; es simplemente la extensiéon geométrica de dos a tres
dimensiones. Las reglas del cédlculo diferencial de una sola variable son las mismas para varias
variables. En el caso de n dimensiones, la visualizacién geométrica no es posible pero el concepto es
el mismo. Invariablemente, el alumno se pregunta el porqué hay que estudiar mas de dos variables
si las dimensiones fisicas de la naturaleza son tres. La respuesta es muy sencilla; existen problemas
practicos en los cuales el namero de variables es muy grande y éstas no tienen nada que ver con
dimensiones en el espacio. Por ejemplo, consideremos un concepto como las utilidades de una
empresa; obviamente, estas seran una funcién de muchas variables: el ntmero de trabajadores,
el nimero de productos, los costos de la materia prima, los costos de fabricacién, etc. Para
estudiar dicha funcion seré necesario considerar tantas variables como sea necesario. Hay numerosos
problemas en donde el nimero de variables es mayor a tres. Ademas, el calculo de varias variables
no es mas que una extension natural del calculo de una sola variable.

De igual manera, las funciones de varias variables pueden ser implicitas, es decir, que una variable
puede ser funcion de otras. Las reglas para funciones implicitas son de mucha utilidad en la solucion
de problemas practicos. Ademaés, se introduce al lector al concepto de Jacobiano de un sistema,
concepto utilizado en muchas aplicaciones; en particular para resolver sistemas de ecuaciones tanto
algebraicas como diferenciales, cambios de coordenadas, etcétera.

NOTA: Se ha incluido la definicién y concepto de gradiente y de derivada direccional y sus
respectivas representaciones geométricas (1.10.1 a 1.10.6.) Aunque estos conceptos pertenecen al
Calculo Vectorial y serdn extendidos en el capitulo 4, se ha considerado prudente incluirlos en la
primera parte del libro.




NOTAS

Cap 1. Conceptos Elementales.

1.1. Funciones escalares y vectoriales.
1.1.1. Notacion y definiciones preliminares.
1. Un conjunto V de elementos z1, xo, ..., x; se representa mediante:

1.2.

V:{xl,xg,...,xq;}

. El elemento z pertenece a V x € V

El elemento x no pertenece a V z ¢ V
Dados dos conjuntos U y V', U es un subconjunto de V si,
VeeUxeV = UCV

El conjunto de elementos de U y V que pertenecen a ambos es la
interseccion:

unv

. La unién de dos conjuntos U y V consiste en el conjunto de elementos de

Uy/odeV:
vuv

. El conjunto vacio () no tiene elementos.

Campos escalares y vectoriales.

1.2.1. Campo escalar.

Un campo escalar F' es un conjunto no vacio de elementos con dos leyes
de combinacién, llamadas suma y multiplicaciéon, que satisfacen las siguientes
condiciones:

1.

SUMA.:

A cada par de elementos a,b € I le corresponde un solo elemento a + b
llamado suma. Dicha suma tiene las siguientes propiedades:

a) Conmutativa: a+b=>b+a
b) Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+¢)

Existe un elemento llamado 0 tal que a+0=a VYa€F
A cada a € F le corresponde un solo elemento (—a):
a+(—a)=0

En general se escribe: b+ (—a) =b—a

2. MULTIPLICACION:

A cada par de elementos a, b € F le corresponde un elemento tnico llamado
producto, denotado por ab ¢ a - b el cual cumple con las propiedades
siguientes:

a) Conmutativa: a-b=">b-a
b) Asociativa: (ab)c = a(be)
¢) Distributiva con respecto a la adicion: (a + b)c = ac + be

Existe un elemento llamado 1, tal que: a-1=a
Para cada a € F existe un elemento a~! tal que: aa™! =1
Los elementos de F' se llaman escalares.

2 Cadlculo Vectorial: grad, div, rot.... y algo mds.



NOTAS

Funciones de varias variables.

1.2.2. Espacio o Campo vectorial.

Un espacio vectorial V es un conjunto de elementos {u, v, w, ...} llamados
vectores que satisfacen las siguientes reglas de operacion:

1. SUMA:

A cada par u,v € V le corresponde un vector asociado u + v llamado
suma.

La suma cumple con las siguientes propiedades:

a) Conmutativa: u+v =v+u

b) Asociativa: u+ (v+w)=(u+v)+w

A cada espacio V le corresponde un vector tnico 0 llamado el vector

nulo:
YVvueV u+0=u

A cadau € V le corresponde un vector (—u) € V: u+(—u)=0

2. MULTIPLICACION ESCALAR:

A cada vector u € V y a cada escalar a € F', le corresponde un vector au
llamado el producto escalar:

Propiedades:

a) Asociativa: o (fu) = (af)u=a(fu) = S (au)

(a4 B)u=au+ pu

b) Distributiva: a(u+v)=au+av

Existe un vector unitario 1 tal que asociado a un vector u € V :
lu = uy sunegativo (—1): (=1l)u=-u

El producto del escalar 0 y un vector u es el vector nulo. Ou =0

1.3. Funciones de varias variables.

Considerese dos conjuntos (o espacios vectoriales) U y V. Una funciéon o
mapeo "f" es una operaciéon o regla la cual asocia a cada elemento x € U un

elemento tnico y € V.

f:U->V

acadaxeU y=fx)eV
Figura 1.1.

Observese que el conjunto de U es el dominio de f y el conjunto de V' es el rango
de f. Ademas notese que los elementos x pueden ser escalares, vectores, etc.. Es
decir = puede ser un conjunto de “n tuplos” (escala ordenada de nimeros reales)
x=(21,22,...,Zp).

Baltasar Mena
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Si el mapeo de U a V' cubre todo V se dice que es sobre (onto); es decir para
cada y € V le corresponde por lo menos un & € U para el cual y = f(x). De
otra manera el mapeo de U a V es dentro o interior (into); x se llama variable
independiente; y y se llama variable dependiente.

Ejemplo 1.3.1.

Determinar el dominio y el rango de las siguientes funciones de dos variables:

Funciones Dominio Rango

a)w = W y > 22 w >0

bw = ﬁ xy #0 w# 0

c)w = sen xy Y,y —-1<w<1
d)w:—acgi}ry2 (z,y) # (0,0) —co<w<0

Ejemplo 1.3.2.

Determinar el dominio y el rango de la funciéon:
Ty — 5

flzy) = ———=
g 2(y—a?)?

Esquematizar el dominio y localizar los valores para los pares (2,5), (1,2) y (-1,2).

Solucion:

Figura 1.2.
Se tiene,
Dominio: todos los pares (z,y) tales que y — 22 > 0

Rango: —o0 < w < o0

Valores:
s =P =]
F2)=-2
f-12)=-1

4 Cadlculo Vectorial: grad, div, rot.... y algo mds.



Funciones de varias variables.

NOTAS

Definiciones.

Entorno o vecindad: El entorno de un punto Py (xg,y0) es el conjunto de
puntos que distan de Py un ntmero menor que otro § > 0 prefijado. Si el
entorno excluye al punto, se llama entorno reducido.

Meétrica: En un espacio Euclidiano la distancia entre dos puntos se define como
la métrica:

d=71T3 = \/(x%—m§)2+(x§—x§)2+...
Punto interior: Se dice que el punto P es un punto interior de S si existe al

menos un entorno de P formado exclusivamente por puntos de S.

Punto exterior: P es exterior a S si existe al menos una vecindad de P
formado por puntos que no pertenecen a S.

Punto frontera: P esfrontera de S sitodos los entornos de P contienen puntos
de S y puntos exteriores a S.

Interior de una regidén: Es el conjunto de puntos interiores de dicha region.

Frontera o contorno de una region: Es el conjunto de puntos frontera de
la misma.

Regién abierta: Aquella que contiene solamente puntos interiores.
Region cerrada: Contiene los puntos interiores y todos los puntos frontera.

Punto de acumulaciéon: P es un punto de acumulaciéon de S si todo entorno
reducido de P contiene un niimero infinito de puntos de S. Asi, son puntos
de acumulacion los puntos interiores y los puntos frontera.

Conjunto conexo: Un conjunto de puntos en S es conexo si dos puntos
cualesquiera de el pueden unirse mediante una linea quebrada con un
namero finito de quiebres y formada exclusivamente por puntos del
conjunto. De lo contrario es no conexo.

Region: Conjunto de puntos abierto y conexo.

Contorno : Totalidad de puntos de acumulacién que no pertenecen a la region.
Ejemplo 1.3.3.
2% + 9% + 2% < 4, es una region (acotada).
2 +y* + 2% > 0, es una region (no acotada).
Ejemplo 1.3.4.
Dada la region acotada 2% + y* + 22 < 4 su contorno es z° 4+ 3> + 22 =4

Si la region contiene a su contorno se llama region cerrada o dominio.

Ejemplo 1.3.5.
22+ y? 422 <4

Trayectoria: Todo arco de curva contenido integramente en una region.
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Cap 1. Conceptos Elementales.

1.3.1. Representacion grafica de funciones de dos
variables. Graficas y curvas o superficies de nivel.

Sea la funcion z = f(z,y). A cada valor (z,y) le corresponde un valor de z.
La totalidad de los valores de z = f(z,y) forman una superficie llamada la
grdfica de la funcion.

El conjunto de puntos f(z,y) = cte forman lo que se llama curvas de nivel.

Si la funciéon en cuestion es de tres variables independientes, el valor
f(z,y,z) = cte es una superficie de nivel de f.

P(x,yz2)

ml

Figura 1.3.

Ejemplo 1.3.6. Sea la funcién de dos variables independientes z = z(x,y)
definida en R?.

A cada valor de (z,y) le corresponde un valor z que localiza un punto P(z,y, z).
El conjunto de puntos formar una superficie S que representa geométricamente
a la funcion.

1.4. Limites y Continuidad.

1.4.1. Repaso.

Limite de funciones de una sola variable.
Se dice que: lim f(z) =L
Tr—xo

Si dado un circulo de radio positivo pequeno ¢ alrededor de L existird otro
circulo de radio positivo § alrededor de xg tal que para todos los = dentro del
circulo (exceptuando posiblemente ), los valores y = f (z) estaran dentro del
circulo de radio € alrededor de L.

Es decir:
lim f(z)=1L

Tr—T0o

sidado e >035>0Vz: O0<|zr—a9|<d = |f(x)—L|<e

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Limites y Continuidad.

NOTAS

Una manera sencilla de imaginar el concepto de limite es la siguiente:

Imaginemos dos brincolines, de los que utilizan los ninos para saltar, de distintos
radios, § y €. En el brincolin de radio &, se encuentra el equipo de las variables y
en el de radio € el de las funciones. Cada variable tiene un gorro de un color al
igual que cada funcion correspondiente. El juego consiste en que cada elemento
del equipo de las variables salta y avanza hacia el centro del brincolin al mismo
tiempo que su correspondiente funcion hace lo mismo. El centro del brincolin de
las variables es el punto a y el de las funciones es f(a) excepto que este tultimo
es un agujero. A medida que los elementos del equipo de las variables se acercan
al centro, los correspondientes elementos de las funciones se acercan al agujero
y desaparecen.

Es decir:
li_r>11f(x):f(a) sidado >0, 3 0>0
Ve: 0<|z—mzo|<d = |f(x)—fla)|<e

tomando en cuenta que f(a) puede no estar definido.

Ejemplo 1.4.1.
Sea f(z) = bz — 3 demostrar que h’m1 (5x —3) =2

Solucion:

Se tiene que demostrar que para cualquier :
e>0 3 >0 |Vz: O0<|z—-1]<d = |Bz—-3)—2|<e¢
Para buscar el valor de § resolvemos la desigualdad para e:

5z —3)—2] < ¢

[pbx —5] < ¢
S5l —1] < ¢
€

—1 < —
w1l < &

Entonces § = £ funcionard. Ndtese que no es el tinico valor, ya que cualquiera
mds pequeno, sirve para el mismo proposito.

1.4.2. Propiedades de los limites.
Si lim fi(z) =Ly y lim fo(2) = Lo | entonces:
1 —lim[fy () + fo (2)] = Ly + Ly
2. —lim [f1 (2) - f2 (@)] = L1 — L
3. —lmfi () fo(x) = L1~ Lo
4. —lmkfs (z) = k- Lo

fHi(z) Ly
h@ I, 270

5. — lim
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Cap 1. Conceptos Elementales.

En general, para n variables independientes, Se dice que A es el limite de la
funcion v = u (1,22, ..., 2,) cuando (x1,x2,...,x,) tiende a (a1, as,...,ay,) si
dado € > 0 existe un nimero ¢ > 0 tal que:
lu (21, 2a,...,2,) — Al < e
(a1,az,...,an)(a1,a2,...,an)(a1,a9,...,a,)(a1,as,...,a,)Cuando:
0< |£C1 — a1| <4é
0< |{L‘2 — a2| <4é

0<|zp—an| <96

Obsérvese que la definicion habla de un entorno reducido del punto (aq, asg, . . ., ay),
ya que existen funciones con dicho limite que no estan definidas en (a1, as, . .., ay,).
Simbolicamente:

lim u(xy, oo, ..., xy) = A

(@1, @0 )= (a1, .an)

Sidado e > 030 >0 |u(xy,22,...,2,) — Al <e

Cuando:
0< |1‘1 —a1| <4
0< |1172 7a2| <4

0<|zp—an <96

1.4.3. Definiciéon generalizada para espacios vectoriales.

Figura 1.4.

La funcion f = {P, W} es el conjunto de todos los pares (P, W) donde P € S
y W e Sl.

W = f(P) donde w = f (z,y), o bien, w = f (z,y, ), etc, dependiendo de la

dimensioén del espacio.

W = D = {P} para los cuales f(P) esta definida. Ademas R = {f(P)} = {W}

Sea f una funcion definida en un dominio D. Sea Py un punto de acumulacion
en D. Entonces,

lim f(P)=A

P*}Po

Sidadoe >0 3 §(e,Po)>0 |f(P)—Al<e

Cuando 0<|P—-Py|<éd y PeD

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Limites y Continuidad. N O TA_ S

Ahora se generalizard la definicion para funciones de varias variables
independientes:

Sea la funcion f (z,y) sobre los nameros reales. Si los valores de f (z,y) estan
arbitrariamente cerca de un valor real fijo L para todos los puntos (x,y) cercanos
a un punto (zg,yo) pero no igual a (xg,yo) entonces se dice que L es el limite
de f cuando (x,y) se acerca a (zo,yo)-

lim  f(z,y)=1L

(z,y)—(z0,Y0)

Al decir que (z,y) esta cerca de (xg, yo) significa que la distancia

d= \/(x —20)> + (y — o) es pequenia
Ahora:

x—x0|:\/(x—:co)2§\/($—$0)2+(y—yo)2

También:

1y — ol = /(& — 90) < /(& — 20)% + (4 — 0
La desigualdad:

\/(17*560)2+(y*y0)2<5

para cualquier §, implica que:

lv =20l <6 y |y—wol <6

Reciprocamente, si para algin 6 > 0, ambos |z —xzo| <6 y |y—1wo| <9 .

Entonces:

\/($—$0)2+(y—yo)2<\/52+62=@:\@6

El cual es pequeno si § es pequena. Es decir que al calcular limites podemos
pensar en términos de distancia entre los puntos en el plano o diferencias en las
coordenadas individuales. Asi:

lim z,y) =1L
(z,y)—=(z0,y0) f ( Z—,/)

Si dado
e>036>0V(x,y)# (vo,y0) > F
Se cumple:
(=20 + w—w)’] " <d=If@y) — Ll <e,
o bien:

|z — 2o <6,y —yol <0 = [f(z,y) - L[ <e
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Ejemplo 1.4.2.

(E2y2

Seaf (P)=flo.y) = 53

Dominio: todo el plano R? excepto el origen Py(0,0).

Se toma el punto Py = (0,0) y se investiga el Ph’HIlD f(P) Sea un € > 0 dado.
— 1o
Encontrar un 6 >0 |f(P)] <e cuando 0 < |P| = \/m < 4.

Solucion:

Obviamente
z2 < 2+ y2

y? <a? 492

x2y2 - ($2 +y2)2
J;2+y2 — $2+y2

= |P|=Vaz2+y2 < e

luego § = /2 satisface que: lim f(P) =0
P—Py

= |f(P)|= =2 +yP<e

1.4.4. Propiedades de limites de funciones de dos

variables.
: lim r,y) =1L lim r,y) =1L
Si B,y @V =Ty i (@) = L

2) im[f —g] =L — Lo
3) Um[f-g]=Li- Lo

4) lfm kg = kL,

5 lim == — L 0
)lmg I, 2 7

1.4.5. Continuidad.
Definicion.

La funciénf (x,y) es continua en el punto (zg,yo) si:

1. f esta definida en (zg, yo).

2. Existe el lim f(z,y).

(mﬂy)—)(mo ’yO)

3. lim  f(z,y) = f(z0,%0).

(z,y)—(z0,Y0)

La funcion es continua si es continua en cada punto del dominio definido por la
funcion.

10 Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Derivadas parciales.

NOTAS

1.4.6. Limites dobles
. ry .
Sea la funcion ————; calcilese su limite en Py(0,0).
1'2 + y2
., Ty
lim ——
(z,y)—(0,0) (Z‘Q + y2)§
En un entorno del punto Py(0,0), x # 0,y # 0, entonces:

Y ) x x2
= lm ————5=0 pues —+1>0
(z,y)—(0,0) Y2

()

Al calcular los limites reiterados de la funcién, se tiene

lim _
(z,y)—(0,0) (:L‘2 +y2)7

X X
LA lm lim ——2

lim lim T
y—0x—0 ($2 + y2)§

z—0y—0
(

=

22 +42)°

Notese que los limites son completamente distintos aunque el valor sea el mismo.

1.4.7. Algunos Teoremas de Continuidad.

1. La suma de un numero finito de funciones continuas en un punto es una
funcién continua en dicho punto.

2. El producto de un ntmero finito de funciones continuas en un punto es
una funcién continua en ese punto.

3. El cociente de un niimero finito de funciones continuas en un punto es una
funcion continua en ese punto siempre y cuando el denominador no sea
nulo en ese punto.

1.5. Derivadas parciales.

La derivada parcial de una funcion f (z,y) con respecto a una de sus variables
en el punto (zg, yo) es la derivada ordinaria de dicha funcién con respecto a dicha
variable cuando la otra variable se ha mantenido fija.

Asi, sea u = f (z,y)

g — if ((E ) — lim f(l'() + h7y0) - f(x()ayo)
O N ~ dr » Yo = m 5

Y=Yo T=x0
off  _dpol g L@t R) - S (@)
Y|y dy 0, T k50 k

Y=Yo Y=Yo

Diversas notaciones:
Sea u=u(z,y) y el punto (zo,yo)

Lagrange :  Cauchy : Jacobi :

ou

u$|x=x0 Dxu‘afzzco -
Y="o y=vo  OT|,_,,
Y=Yo

ore  Dyules o

Uy |T=T0 U|r=20 —_—
Yly=yo Y =10 Oy w—xo
Y=Yo

Baltasar Mena
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Ejercicios propuestos.

Ou Ou
1. Calcular —, — en P(3,5) de u = 222 + 3zy + 5y
ox’ Jy

2. u = Tryz + az® 4+ y caleular u,, uy, u,

x ou Ou
3. u = 522 + 3y + — encontrar —, — en P(3,1)
y ox’ Oy
ou Ou o
4. Encontrar —, — en cada caso siguiente:
oz’ Oy
x = %Y
o) u=tan-12 e) u=e"Ylnxy
Y . 2
D) u= VT f) u=senh [cos (222 + 3)]
Ty g) u = tanh [taun_1 xy}
) u=——=
y 2_ .2
21,2 h) w=tanh ' =Y
d)u:ln<x+ x—!—y) 22 + 2
. 9 5 ou Ou
5. Siu=sen (x —2xy +vy ) demuestre que —+ — =10
or Oy
) = T ou ou
6. Si u = evsen— demuestre que t— +y— =20
Y Or y

1.5.1. Derivadas parciales sucesivas.

Sea u = u(z,y, z) una funcion diferenciable. Sus derivadas parciales ug, u,, u.
son en general funciones de x, y, z , a su vez con derivadas parciales:

9 [ Ou 0%u 0 [ 0u 0%u 0 [ Ju 0%u
“Zm(m) =2 “:ay<ax> = oyor " 02 \ox) = oo
0 [ du 0%u 0 [ ou 0%u 0 [ ou 0%u
Yoy = Be dy | ~ 9xdy Yoy = Ay (83}) ~ oy Y= 5, ay | ~ 920y

9 8u_82u . 8u_32u . 8u_82u
Yoz =50\ 02| = 9202 uyziaiy dz ]  Oydz Y2 =5\ 02] T 022

Al reiterar el proceso, estas nuevas funciones de x,y,z pueden ser a su vez
diferenciables y entonces se obtienen las parciales de tercer orden o mayores
sucesivamente. Cuando bajo el simbolo de derivacion aparecen mas de una
variable independiente, la parcial se llama mixta.

Calculemos directamente el valor de wyg, ugy en el punto P(a,b):

hb) — u(a,b
o (a,b) = 1 "2 10) u(ab)

h—0 h

o ula+hb+k)—u(a,b+k)—u(a+ h,b)+ul(a,b)
Uyg (a,b) = lim lim

k—0 h—0 hk

. u(la+hb+k)—u(a+hb) —u(a,b+k)+u(a,b)
Ugy (a,b) = lim lim

h—0 k—0 hk

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Derivadas parciales. N O TA_ S

A partir de la definicién anterior, observar el por qué se indica el orden de
derivaciéon de derecha a izquierda en la notaciéon. En general difiere el orden
de calculo de las derivadas parciales mixtas de una funcion (limites reiterados
no necesariamente iguales) a menos que la funciéon sea continua en el punto
considerado.

Si hacemos F (h,k) =u(a+ h,b+ k) —u(a,b+ k) —u(a+ h,b) +u(a,b),

o EBE) L F()
You = 00k50 T hk YT T kS0hs0 bk

1.5.2. Teorema de Euler (Schwarz).

Si u = u(z,y) es tal que en un entorno al punto P(a,b):

1. Existen sus parciales u, u,.

2. uy, es continua.
Entonces existe uy, en P(a,b) y ademas: uy, (a,b) = ugy (a,b).
Demostracion:
Definamos la funcion: ¢ (x) = u (2, b+ k) — u (z,b) donde k, y = b estan fijos.

Asi para x suficientemente cercana a x = a y k pequena, ¢ es funcion de la
variable x cerca de x = a:

¢la+h)—¢(a)=u(a+hb+k)—u(a+h,b)—u(a,b+k)+u(a,b) = F (h,k)

U, existe en un entorno del punto P(a,b). Entonces ¢ (x) es continua en dicho
entorno y cumple la hipodtesis del teorema del valor medio.

d(a+h)—¢(a)=h¢'(a+61h) donde ¢ =¢, 0<6<1
Luego:
¢(a+h)—d¢(a)=F (hk)=hluz (a+61h,b+ k) —uz (a+ 61h,b)]
para cada h, aplicando el teorema del valor medio a la segunda variable, se tiene:
p(a+h)—¢(a) =F (h k) =hk[uy, (a+61h,b+62k)] 0<b2<1
Usando la definicion de ¢ :
[u(a+h,b+k)—u(a+h,b)]—[ula,b+k)—u(a,b)]
= F (h,k) = hkuyy (a + 01h, b+ 62k)

Ahora bien:

F(hk
Ugy = lim lim (h, k) = lim lim wuy, (@ + 61h, b+ O2k)
h—0k—0 h h—0 k—0

Entonces, puesto que u,, es continua en la vecindad considerada,se tiene que

Uyz (@, b) = Ugy (a,b)

Baltasar Mena 13
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Cap 1. Conceptos Elementales.

1.6. Funciones Diferenciables. La diferencial total.

Considérese la funcion: u = u(z,y, z) en un entorno al punto P(z,y, 2).
Si (x4 Az,y + Ay, z + Az) es un punto de la misma vecindad, el incremento
de u, es:

Au=u(z+ Az,y+ Ay, z + Az) —u(z,y,2) (1)
Definicion

La funcion u es diferenciable en el punto P(z,y,z) siy solo si su incremento es
de la forma:

Au= AAz + BAy + CAz + e/Az? + Ay? + Az2 (2)
donde A, B, C son independientes de Ax, Ay, Az y € — 0 cuando:
Ar—-0 Ay—0 Az—0

Como x, y, z son independientes, los incrementos Az, Ay, Az se pueden dar
en forma arbitraria dentro del entorno considerado. Haciendo Az # 0 pero
Ay = Az =0 el incremento de la funcion, segtn la definicion (2) es:

Azu = AAx + eAx (3)
Recordando la definicién de incremento:
Ayu=u(z+ Azx,y,z) —u(z,y,2). (4)
y combinando (3) y (4), se tiene,

U(ZL'+A£L',y,Z)—’LL($,y,Z)

A =
+e€ Ar

Ademas, tomando el limite cuando Az — 0, (¢ — 0):

Ju
A= —
ox
. ou Ju
Similarmente se pueden encontrar: B = o C = % en el punto P(x,y, 2).
Yy 2

Al sustituir en la definicion (3) se tiene:

ou ou ou
Au=—A —A —A
U oz T+ oy Y+ Ep z

1.6.1. Diferencial total.
Definicion.

La diferencial total de la funciéon u en el punto P(z,y, z) es

ou ou ou
du o T+ oy Y+ 72 z

Ahora, segin la definicion (2):

Au = du+ e\/Az? + Ay? + Az?

Es decir que para Az, Ay, Az pequenos, el valor de la diferencial total de
la funcién en el punto, puede considerarse como la primera aproximacion del

14
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Funciones Diferenciables. La diferencial total.

NOTAS

incremento correspondiente de la funcién en dicho punto.

Recuérdese que para una sola variable independiente, su incremento es igual a
su diferencial si la funcion es diferenciable en el punto. Por ejemplo si hacemos
u = x, entonces dx = Ax. Por tanto se puede escribir:

Ay = @dx—i-%dy—l-@
0z

2 2 2
o a9 dz + e/ Ax? + Ay? + Az

y cuando ¢ = 0y Az, Ay, Az — 0

ou ou ou
du=—d —dy+ —d 5
u 8x$+6yy+8zz (5)
Obsérvese que a los incrementos Az, Ay, Az de las variables independientes
corresponde el incremento de la funcién:

Au = du+ ev/Az? + Ay? + Az2

y no la diferencial de la funcion dada por (5).

Ejemplo 1.6.1.

Si u = 22 — 2y calcular su diferencial total en el punto P(8,5) para Az = 0.02,
Ay = —0.01. Y evaluar el incremento respectivo de la funcion u y comparar los
resultados.

Solucion:

du = 2z — y)dz — zdy
Sustituyendo z =8; y=5; Az =0.02; Ay=-0.01
du = (16 — 5)0.02 + 8(0.01) = 0.30

Por otro lado,
Au = U(IE + A‘Ta ) + Ay) - U(IE, y)
Au = u(8.02,4.99) — u(8,5)

Au = (8.02)% — (8.2)(4.99) — 64 + 40
Au = 0.3006

Al hacer comparaciones se encuentra que el error es:

6+ 10
=——=02
3000 02%

Ejercicios propuestos:

Obtener las diferenciales totales de las funciones siguientes:
3
2

Lou=ay+a%y? +1 5. 5=In(r?+1?)

a4
2. u:4(:v2+y3) 6. u:‘caun_1£

2 2
— oy 2z
3. u=e 7. u = tane™

4. u=1In (xyzz) 8. u = esen(z+y)

Baltasar Mena
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NOTAS

Cap 1. Conceptos Elementales.

9. Se tiene que calcular el radio de un circulo a partir de una de sus cuerdas
v la flecha respectiva. Si la cuerda mide 8m, se estima un error de +2cm
y la flecha es de 2m con un error de £1cm, calcular el error maximo con
que se determinara el radio en cuestion.

Figura 1.5.

1.6.2. Diferenciabilidad y Continuidad

Teorema.

Si una funcion u = u(z,y, z) es diferenciable en el punto P(z,y, z), es continua
en dicho punto.

Demostracion:

Sea u = u(x,y, z) diferenciable en P(z,y, z). Entonces,

Au = ug Ax + uyAy + u Az + 5\/A:c2 + Ay? + Az?
Por otro lado:
Au=u(z+ Az,y+ Ay, z + Az) —u(z,y,2)
Al igualar las expresiones y tomar limites cuando Az, Ay, Az— 0

li Az, Ay, Az) — v, -0
(A%Ay,AZ?)l—%O,O,O) [u(e + Ax,y + Ay, z + Az) —u(z,y,2)]

li Az, y+ Ay, 2+ Az) = li
(ALA%AZZLH(O,O,O)U(Z+ T,y + Ay, z + Az) (M’Ay’ggg(m)o)u(z,y,z)

y la funcion es continua en P(z,y, z).

El reciproco del teorema no es necesariamente cierto ya que existen funciones
continuas en un punto que no son diferenciables en dicho punto.

Ejemplo 1.6.2.

Demostrar que la funcién u (x,y) es continua pero no diferenciable en el punto
P(0,0) aunque sus dos derivadas parciales existan en dicho punto.

Ty
— 1 (‘Tv y) 7é (Oa O)
u(z,y) = (22 + 12)2
0 (z,y) = (0,0)

Solucié6n:
Continuidad

lfm lim ——2_ —o; lfm lim ——2 — 0

z—0y—0 (I2 + y2)§ y—0x—0 (IZ + y2)§
Evidentemente no existe u (0,0), pero el lim w = 0; luego, al definir

(2,4)—(0,0)
1 (0,0) = 0, la funcién es continua en ese punto aunque sus derivadas parciales
no existan.
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Teorema reciproco:

Siu = u(z,y) es tal que uzu, son continuas en P (z,y) la funcion es diferenciable
en ese punto. ( Evidentemente la demostracion se deja como ejercicio, utilizar
el teorema del valor medio).

1.7. Funciones Compuestas. Regla de la cadena.

Sea la funcion diferenciable u = u (z,y,2) donde z = x (t),y = y(¢),z =
z (t) siendo t una variable independiente. La funcion u es una funcion compuesta
de la variable t.
u=ulz(t),yt),z )] =e()
Calculemos la derivada de u con respecto a t. Para ello demos un At al cual
corresponderan los incrementos Az, Ay, Az correspondientes a z,y, z y a su vez
al Au de la funcion v = u (z,y, z).Como u es diferenciable:
ou Ju Ju

Ay = aACE—I— 8—yAy—|— 52

Az +ev/Ax? + Ay? + A2

Si At # 0:

Au  OJulAx OJulAy Oulz Az\? Ay 2 Az\?
ettt —+el =) ) (=
At Ox At Oy At 0z At At At At
Si se toma el limite cuando At — 0
du _Qudw | Oudy , Oudz

dt Oz dt Oy dt dz dt

(1)
que es la derivada total de u con respecto a t.

La expresion (1) contiene como casos particulares las formulas de derivacion de
una sola variable.

Ejemplo 1.7.1.

1. Sean u = u(z) y v = v (x) dos funciones diferenciables.

D " B du dv
a) Demostrar que %(u—f—v) = %4_ -

Sea (u + v) una funcién compuesta de la variable z. Usando (1), se
tiene,

d B 0 du 0 dv_du dv
@(u—kv)—%(u+v)%+%(u+v)%—%+%

d U
De manera similar obtener -, bara (u-v)y <>
x v

d dv du

b Gl =ug ey
d 0 du 0 dv dv du
A TA L e T e R

Baltasar Mena
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d u_@ udu+8 udv_l du  u dv
de\v]  Ou de ' ov\v)de w dx v2dx
du dv
:vdx Vi
02
2. Demostrar que:
d ~ ,_du - dv 0
%u =u %jLu nu% (u>0)

1.7.1. Funciones compuestas de varias variables.
Sean las funciones diferenciables:
u=u(z,y,2) x=x(rst) y=y(rst) z=z(s,t)

donde r, s,t son variables independientes. La funcién u es funcién compuesta de
las variables r, s, t de segunda clase. Al aplicar el mismo procedimiento que para
una variable, se obtiene:

ou  Qudx N Ooudy Oudz
or  dx0r Oyor 0z0r
Ou  OQudx N Oouldy Oudz
ds  Oxds  Oyds 0z0s
Ou  OQudxr Oudy Oudz
ot dxot  Oyodt 0z 0t

Una funcién compuesta de varias variables de segunda clase tendra tantas
derivadas parciales como niimero de variables de segunda clase y sus derivadas
parciales tendran tantos términos como variables de primera clase haya.

Ejercicios propuestos:

1. Calcular las derivadas de las siguientes funciones como se indica:

d

a) 7 cos T
T (senx)
du
b) L u=uxz\/22+y?2 x=-cost y=sent
du 9
¢) T st u=uz"+xze¥ x=sent y=Int

du Ou L
2. Calcular —, — en los casos siguientes:
or’ O0s

a) u=1In(zyz) x=1>+rs+s> y=e +e° z=In(rs)
b) u=a?—-y? x=2r—35+7 y=-1r+8—9

c) u=Iny/22+y2 z=s" y=se "
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1.7.2. Permanencia de la forma de la diferencial total.

Sea f = f (z,y,z) una funcion diferenciable. Entonces,
df = fedx + fydy + fzdz (1)

donde z, ¥y, z son variables independientes. Supongamos que son diferenciables:
x=x(r,s)y=y(r,s) z=z(r,s) Entonces,

dr =z, dr + xsds
dy = Yr dr"'ys ds (2)
dz = z. dr + zs ds

Al sustituir (2) en (1), se tiene
df = fx(z.dr+zsds) + fy(yrdr 4+ ysds) + fz (zr dr + zs ds)
Agrupando términos
df = (foxr + fyyr + foze) dr + (fo s + fyys + [2 25) ds

= df = fodr + f,ds

La forma de la diferencial total es la misma cuando las variables son
independientes o cuando no lo son.

1.7.3. Funciones implicitamente definidas.

Consideresé la ecuacion f(z,y) = 0. La funcién y = y(z) esta implicitamente
definida si cumple la ecuacion f(x,y(x)) = 0.0Obviamente, no siempre f(z,y) =
0 define implicitamente a y = y(z) . Por ejemplo la ecuacion: 22 + 3% = —9 , no
define a y como funcion implicita de x pues no existen valores reales de x y y
que la satisfagan.

Un ejemplo de funcién implicitamente definida es y = arcsenz = sen™ 'z ya

que esta implicitamente definida por x = sen y.

El punto fundamental es que aunque no sea posible encontrar y como funciéon

d
de x explicitamente, si se puede calcular d—y y las demés derivadas en términos
x
de y y de x.

Ejemplo 1.7.2.

Sea y = f (x) donde x y y satisfacen la relacion 22 + xy? + S8zseny = 0

Mediante la regla de la cadena se obtiene

d d
32 + 4% + Qxy—y—&— 8seny + 8xcosy—y =0
dx dx

, dy
despejando —:
dx
dy 322 + 9% 4+ 8seny

= = = —
dx 2xy + 8x cosy

Baltasar Mena
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En general para la funcion F(x,y) = 0, se deriva con respecto a z usando la
regla de la cadena:

OFdx OFdy
ords T avar =0, pero dj:l
Ordr Oydx y P dr =
OF
oF OF dy dy N
(1 A - _ _ 0T
:>6x()+6ydx 7 oF
Ay

Ejemplo 1.7.3.

Sean F(u,v,z,y,z) v G(u,v,z,y,z) funciones diferenciables de las cinco
variables en una region R®. Supéngase ademés que u = u(x,y,2) y v = v(x,y, 2)
en R3 satisfacen las ecuaciones:

F(Ua%xv%z) =0
G(U>U7x7yaz) =0

Calcular las parciales de v y v con respecto a x.

Solucion:

Obsérvese que
dF = F,du+F,dv+ Fydr+ F,dy+F,dz=0

Como y y z se mantienen fijas, dy = dz = 0.

Es decir
Ay L
'Ll/% 'U% xr =
y también:
o ou o ov Cr =0
u%—&— v%—&— xr =
Entonces:

Fuum+Fvvx = _Fw

Guug + Gyu, = —Gy,
Las ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones lineales para
determinar u, y v;. Aplicando la regla de Cramer:

Fxz Fvu Fu Fx
Gz Gu Gu Gz
Uy = — 77— Vg = — 47—
Fu Fv Fu Fuv
Gu Gu Gu Gvu
Fu Fv
Cuando Gu G #0

Estas formulas son validas en cada punto P;(z,y, z), donde el determinante sea
distinto de cero.
El determinante:

J il 6 bien 78(F’G)— Fu Iv
U, v d(u,v) | Gu Gv
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recibe el nombre de jacobiano del sistema F,G con respecto a las variables u,v.

Asi,
d(F,G) J(F,G)
0 (x,v) 0 (u, x)
Ug = ——22 ) Ve =_ 2T
T TR G S Y02NE)
0 (u,v) 0 (u,v)
De igual manera se puede obtener,
d(F,QG) d(F,QG)
9 (y,v) 9 (u,y)
Uy=——>2""+= Vy=—
TG IVC)
0 (u,v) 9 (u,v)

1.8. Funciones implicitas.

Teorema de existencia:

Si Py (20, yo) es un punto interior de R y ademas:
1. F(zo,y0) =0

2. FxFy y son continuas en R.

3. Fy(xo,y0) #0

Entonces existe un intervalo a zg donde y = y () es una funciéon diferenciable
y Unica tal que:

1. Yo = Yz

dy Fx
der  Fy
Demostracion:

Sea Fy (o, yo) > 0 (si fuera negativo se usaria la ecuacion —Fy (xg,yo) = 0 en
lugar de F'y (zg,y0) = 0).

Como Fy es continua en R, existe el entorno:|z — zg| < a, |y — yo| < b al punto
Py, donde Fy (xg,y) > 0. Entonces la funcion F (zg,y) es continua y creciente
enyo —b<y<yo+b.

Utilizando la hipdtesis (1) del Teorema de existencia, F (zg, yo) = 0, se tiene:

F(zg,y0 —b) <0
F (20,90 +b) >0

Con la hipotesis (2), Fix es continua en R luego existe un intervalo, |z — x| < §
para d < aen el cual F (z,y0 —b) <0y F (z,y0 +b) > 0.
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Sea x un valor del conjunto o — § < x < xg + 9.

Como F'(z,y) es creciente en yg — b <y < yo + b y ademas,

F(xo,yo—b) <0
F(mo,yo—f'b) >0

existira un solo valor y en ese intervalo tal que F (g, y0) = 0.

Este razonamiento se podria reiterar para toda x en el intervalo
xg — 0 < x < o + & y obtener siempre valores de y en el intervalo
Yo—b <y <yo+0.

Entonces se encuentra definida y = y (z) en 2o — 6 <z < o + J tal que,
Flz,y ()] = 0.

Como a xg le corresponde 1y y ambos son puntos de los intervalos considerados
entonces yo = y (%o).

Ahora puesto que F, y F, son continuas en R la funcion F = F(z,y) es
diferenciable. Entonces,

dF dy

el AT A

dx v yda?

dF
pero F(z,y)=0 = o — (0 Y por tanto,
x
dy  Fx
de  Fy
El teorema se puede generalizar de la misma manera a tres variables:
Sea la ecuacion F (z,y,z) = 0. Si tal ecuaciéon define implicitamente a

z = z(x,y) de tal suerte que F'[z,y,z(x,y)] = 0 entonces, si Py (xo, Yo, 20)
es un punto interior de R y ademas, se consideran las hipotesis:

1. F(xo,%0,20 = 0)
2. Fx Fy Fz son continuas en R
3. Fz(xzo,y0,20) #0
Existe un intervalo a zy donde se encuentra definida z = z (z, y) tal que:
1. zo = z(z0, Yo)
2. Flx,y,z(z,y)]=0

5 L FY ndo P2 20
. dy— FZCUanO z

Generalizando, sean F (u,v,xz,y,2) v G (u,v,,y, z) funciones diferenciables.

Ademas, v = u (z,y,2) v=vwv(z,y,z2) satisfacen las ecuaciones,
F(u,v,2,y,2) =0 y G (u,v,2,y,2) =0 .
ou Ou Ov Ov

Entonces, es posible calcular directamente —

— — — usando
Oor Oy 0Oz 0Oy

el jacobiano.
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Se sabe que,
Fou, + Fyv, = —F,
Guug + Gyve = -G,
Resolviendo,
d(F,G) 9(F,G)
d(x,v) 0 (u, x)
Ur=-— Ve=-—
T ARG T ToFG)
0 (u, U) 0 (ua U)
J(F,G) J(F,G)
9(y,v) 9 (u,y)
Uy=— Vy=—
YT TaRG) T TaRG)
9 (u,v) 0 (u,v)

Ejemplo 1.8.1.

Si la ecuacion f(z,y,z) = 0 define implicitamente a las funciones x = z(y, 2),
y=vy(z,2)y z = z(z,y),demostrar que,

Solucion:
De f(z,y,2) =0,

of
or  fy
dy  of
or
Sustituyendo,
Ox 0y 0z
Oy 0z 0x

oroy0: _
Oy 0z 0x

of of
Oy _ 9z . % _ o
0z of oz of

Oiy 0z
of of of
oy || _oz| | 8| _
of of of
ox dy 0z

g.e.d.

Ejemplo 1.8.2.

Si aumenta a razén de 2 cm/s cuando pasa por el valor z = 3 cm, determinar
la razon a la que debe variar y cuando y = 1 cm, para que la funciéon z =
2zy? — 3x%y permanezca constante.

Solucion:

Del enunciado en el punto P(3,1)

z=z(z,9)
dz_o
dt

v = alt) —y(t)
dx dy

—_— = = =7
a2 dt ¢
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dz  Ozdx 020y

Usando la regla de la cadena, se tiene B dmdt + a—ya =0
Se calculan las derivadas;
a6 Yy 302
il x dy xy — 3x
d d d 32
Se evalua dé —(2-18)(2) + (12— 27)% —0, donde d—y - = [Cﬂ

1.8.1. Derivadas sucesivas de funciones implicitas.

Sea y = y (z) una funciéon implicitamente definida en F' (z,y). Si las parciales
enésimas de F (z,y) son continuas, se puede encontrar y” ().

d?y d (dy d Fx
- = 7 _ _ F
dz?  dx (dm) dx ( Fy) donde  Fy 70
Ejemplo 1.8.3.
dy
Encontrar T de z4y? — 32°y + 25 +8 =0,
x
Solucién:

dy  4aty? — 15zy + 62°
de 2x4y — 325

Ejemplo 1.8.4.

Determinar la pendiente en cada punto del polinomio de Descartes.
22+ y> — 3azy =0

Solucion:

@__3952—3ay__(x27ay)

dr 3y —3ax  (y?—ax)

Ejemplo 1.8.5.
dz dz . o3 o 4 2,4 .6
Calcular — ¢y — si:3x°yz" +ay*z+y“2"+2°=0
dx dy

Solucién:
dz 9x2y2% 4+ y*z
dr  6x3yz + oyt + 49223 4 625

dz 32322 4 daydz 4 292t

dy ~ 623yz + zyt + 4y223 + 620

24

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Curvas y tangentes. N O TA_ S

1.9. Curvas y tangentes.
Definicion.

Una trayectoria o curva en R? es un mapeo de un intervalo de niimeros reales a
R3. Entonces:

c(t)=(g@),h(t),k(t)=g@)i+h({E)j+k({)k
La tangente o vector velocidad a la curva c(t) en c(tg) esta dada por:

c (to) =g (to)i+ M (to)j+ K (to) k

1.9.1. Curvas en graficas.

Si (g(t),h(t)) es una curva en el plano y f (z,y) es una funcion diferenciable,
entonces la curva c(t) = (g(t),h(t), f(g(t),h(t))) esta en la grafica z =

[ (z,y).

1.9.2. Tangentes a curvas en superficies.

Sic(t)=(g®),h(t),f(g(t),h(t)) esta en la superficie z = f (z,y),entonces
la tangente a esa curva en el punto c (to) es:

. . of of
"(to) =4 (¢ ' (t =g (to) + ==h' (to) | k
¢ (to) =g (to)i+ (O)J+(6x9(0)+6y (0))
donde las derivadas parciales estan evaluadas en (g (¢o), h (to)). Este vector yace

en el plano tangente a la superficie.

(X1 Yor f(xo- ."o))
i

~«— Plano tangente

(\‘T 2) = (g(1), h(r), k()
z=f(x,y

-y

. (x, y) = (g(), h(1))
(X ¥p)

Figura 1.6. =x

Se escribe la curva como ¢ (t) = (g (¢t),h(t),k (t)) donde k() = f (g (t),h(t)).
De la definicion de derivada, se tiene

=g @®)i+h@®)j+K )k

Notese que D, (t) es una matriz columna con la misma componente de ¢’ (¢).
Usando la regla de la cadena,

0] g
K0 =G 0+ G @
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Por otro lado ¢’ (t) esta en la direccion del plano tangente el cual es
perpendicular a la normal. En efecto, la normal es

0 0 %) 0
n= <_8£’_8§’ 1) y = (g’(t),h’(t),aig’(t) + a&b'(ﬂ)

Ademas el producto puntual n-¢’ =0
9O oar  of of of
! —_——, —— = —— / _ 2! ! —
[Zggl[af oL ==Ly - S+ v =0

pero

0 O,

(8) = 50/ (1) + 510

Casos especiales de la regla de la cadena.

1. Dos variables independientes y dos intermedias.

Sean f : R?> -+ Ry g : R> — R? una funcién diferenciable. Si se escribe
f como funcioén de las variables u, v y sea g (x,y) = (u(z,y),v (z,y)).

Definamos h : R? — R como: h (x,y) = f (u(x,y),v (2,9))

ou Ou
Oh Oh of of| | or oy
- || o o
oz dy

Desarrollando se obtiene la regla de la cadena buscada

Oh 0f Ou Of v
9z Gudz  ovow
oh of 8u+ af dv
dy  Oudy Ovdy
2. Regla de la cadena para tres variables independientes y tres intermedias.

Sean f:R®*—= R y g¢:R>— R3 funciones diferenciables.

Se escribe ¢ (x,y,2) = (u(z,y,2),v(x,y,2),w(x,y,2)) y se define

h:R* = R como h(z,y,2) = [ (u(z,y,2),v(z,y,2),w(z,y,2))

Entonces,
[ Ou Ou Ou ]
dr Oy 0z
Oh Oh Oh of of of ov Ov Ov
[w@d:me}wem&
ow Jw OJw
L 0z 9y 0z |
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Caso general de la Regla de la Cadena.

Sean g (z1,...,2n) = (g1 (1, Zn)y- -y gm (1,...,2,)) m funciones de n

variables y sean f(u1,...,um) = (f1(u1,. sUm),.ooy fp (U1, um))
p funciones de m variables. Suponiendo que f y g son diferenciables. Entonces
f - g es diferenciable y luego,

D (f-g)(x0) =Df (g(x0)) - Dg (x0)

si h=f-9g u=g(x)

Ohy Ohi
dxy " Omy, of1 f1 991 991
= Or1 Oz, | = : :
: oh ot || om o
% % Our  Oupm O0x1 ~ Oxn
L Oz Oz, |

1.9.3. Diferenciabilidad. Matriz Derivada.

La diferenciabilidad es un concepto mas restrictivo que la existencia de derivadas
parciales, lo que no sucede en el caso de una variable.

Considérese la ecuacion del plano tangente a la grafica z = f (z,y) en el punto
(1'0, yO)

Plano tangente

3
(x9s %)

X

Figura 1.7.

Para puntos P;(x,y) cercanos a Py(xg,yo), la grafica del plano tangente esta
cercana a la gréfica de f. Un plano que pasa por el punto Py (xg,yo, 20) es la
grafica de una funcién lineal:

z=zo+a(x—x0)+by—w)=g(zy)

Como ya se sabe que las derivadas parciales representan las pendientes de curvas
en la grafica, éstas deben coincidir en el punto Py (2o, yo). Entonces,

0 0 0 0
2 (rost) = 0 = G (@) ¥ G 0s) = b= (o0
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Entonces, el plano tangente a la grafica z = f (z,y) en el punto Py (xo,yo) tiene
la ecuacion

2= f(z0,y0) + [gi ($07y0)} (x —x0) + Bz (170,1/0)} (y — o)

y la normal seré,

n-= <g£ (x()vy()) ) 7% (l‘o,yo) ) 1>

Ejemplo 1.9.1.

Nl=

Encontrar la ecuacion del plano tangente al hemisferio z = (1 . — yz) en
el punto Py (zo,yo)-

Soluciéon:

Nl=

Sea f(z,y) = (1 —z2 - y2)

of x of Y

%__\/1—x2—y2 %:_\/1—$2—y2

La ecuacion del plano tangente en el punto Py (zo, yo, 20) es:

Lo Yo
Z:\/1—33%—213—\/Tﬂ(l‘—%)—m(y—yo)
%0 T Y0 —ro T

0

To Yo
z=2z0— —(x—x9) — —(y —
0 % ( 0) % (y — vo)
To, Yo, %o
Un vector normal a este plano es: —i+ —j+ —k
20 Z0 20

Otro vector normal serd multiplicando por zg,es decir zoi + yoj + 2ok el cual
indica que el plano tangente a una esfera en el punto P es perpendicular al
vector del centro de la esfera hacia P.

1.9.4. Diferenciabilidad.

Recuerdesé la definicion de derivada para funciones de una sola variable,

f (o + Az) — [ (20)

s _ I
Alglclgo Az = f (o)
Sea = xo + Az, entonces
lim f(x) — f (20) = f' (o)
T—xTo To

Como 1im f'(xo) = f' (zg) es posible escribir la ecuacién de la siguiente
T T
manera,
@ )
fm |————

=10 T — To

—f'(x0)| =0
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Es decir, si extendemos esta definicién para el plano tangente

f (@) = f (wo) = f' (o) (z — o)

lim =0
T—xTo r — X
0 0
Sea f : R?> — R. Decimos que f es diferenciable en P, (zo,¥0), si 8—f y 8—f
< Y

existen en Py (zg,y0) v ademas,

F (@)~ F o,10) ~ [gim,yo)] (@~ a0) - BJ;(%,%)] - w0)

1) — @0 0)] -0

cuando P (x,y) = Py (x0,Y0). Si se escribe esta definicion en notacion matricial.
Para multiplicar elementos de R? por matrices, los elementos de R? se
representan por matrices columna 2x1.

of of ]

Sea Df (x0,y0) la matriz renglon: %(Io, Yo) o (z0,Y0)

La definicién de diferenciabilidad dice que:

f (o, y0) +Df (z0,y0) [ z:zg ]

= £ o) + [ (o) @ = a0) + | 5 o) | - )

es una buena aproximacion a la funcion f cerca de Py (zg, yo)-

Considérese f : U C R* — R y sea z¢g € U. Usando la notacion anterior
ofi
oxj
evaluado en zg. Se dice que f es diferenciable en z si las derivadas parciales de
cada f, existen en xy y ademaés si,

la matriz derivada de f en xg es la matriz Df (z¢) cuyo elemento ij es

LI @) = £ o) = DF (w0) (w0 — wo)|

=0
=y [

Sim=1, f:UCR" >R

0 0
Df ($0) = aiai (iE()) e 8.23]; ((EQ)

y en el caso general donde f mapea un subconjunto de R" a R,
flxy,...ozn) = (fi (@1, sxn) ooy fon (21, .., 2,)) la matriz derivada es la
matriz m x n tal que,

df1 df1

Bol Do
Df (zo) = :

Ofm Ofm

o e

afi
donde —f esta evaluado en xg. A este arreglo se le llama la matriz jacobiana.

oxj
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Ejemplo 1.9.2.

Calcular las matrices jacobianas de:

L f(zy) = ("™ +y,y%x)

Aqui, f : R? — R? queda definido por f; (x,y) = ™Y +y, f2 (z,y) = v’
luego, D es una matriz de 2 x 2.

pf )= | " o]
2. f(z,y) = (22 + cosy, ye*)
Df (o) = | o ]
ye e
3. f(z,y,2) = (ze", —ye?)
pf )= | 5 L o]

1.10. Derivada direccional y gradiente

1.10.1. El Gradiente

Si f(x,y, z) es una funcién escalar (real) de tres variables, su gradiente,V f
o gradf ,es el vector
0, of, Ofy

Vf—%l+87y +%

En dos dimensiones f(z,y),

_of. of,
Vf= %1—1— 87/‘]

donde el operador V, “nabla” o “del”, se define como:
0 0] 0]

= —i4+—j+—k
v 8x1+8y']+8z

[Nota: V no es un vector, si no un operador vectom’al,J

Por ejemplo, si ¢ es un campo escalar, ¢V es un operador, mientras que V¢ es
una funcién vectorial llamada gradiente. Igualmente, si V es un campo vectorial,
V -V es un operador; mientras que V - 'V es una importante funcién escalar
llamada divergencia.

Al aplicar V por la izquierda resulta una funcion vectorial ya que acttia como
operador. Pero si V se aplica por la derecha resulta en un operador vectorial.

Obsérvese que V f es lo mismo que la derivada D f representada como vector y
no como matriz renglon.
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Ejemplo 1.10.1.
Encontrar Vf si f(z,y,2) =2y — 2

2

Solucion:

LOf L O O
Vf= 8x1+8y‘]+ 8Zk—yl—i—:lc_] 22k

Notese que el vector V f(x,y,2) es una funcién del punto P(z,y,2) donde se
evaltian sus derivadas parciales . Es decir, el operador vectorial V asigna a cada
punto en el espacio un vector (campo vectorial). El Vf (gradf) es un campo
vectorial.

Ejemplo 1.10.2.
Dibuje el campo vectorial Vf donde f(x,y) = 2% + 3>

Solucion:
Vi =2zi+2yj=2(xi+ yj)

Para cada (z,y) dibujamos un vector 2 (xi 4 yj) basado en (z,y).

Ejemplo 1.10.3.
Sear=zxi+yj+zk yr=|r| = /22 + y? + 22, demostrar que:

3 v 1\ 1
' r]| a4 y?+ 22
Soluciéon:
1.
or. Or, Or
w‘%”a@”&

)

T y z
((902—1—312—&-%)%’(91:2-i-yz—&-22)é (x2+y2+z2)§)
_rityj+zk

r
r r

entonces Vr es el vector unitario en la direccion (z,y, 2).

5 o1y 0 1 B X o
Cox\r Ox \ (% 4 y2 + 42)2 (x> +y2 +22)7 3

9(__y o (y_ =
oy\r]  oz\r)

1 1
:V(): (azi—i—yj—i—zk):—i

r3

ri+yj+zk
= —T
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1.10.2. Derivada direccional.

Considérese un vector unitario e = [ey, ez, e3] = [cos , cos 3,cos7]. Sea en R3
campo escalar diferenciable F' = F (x,y, z). Para cada punto Po(xo, 3o, 20) del
campo, se define la semirrecta,

r = x0+ tcosa
y=yo+tcosf t>0
z = zp+tcosyy

Para todos los puntos P (z,y, z) de la region, F' es una funcién compuesta de t.

Luego,
dF_@Fdfx BF@ BF%

dt Oz dt | Oy dt | 9z di

Representa la variacion del campo escalar F' en la direcciéon de la semirrecta,

Asi
dF
i Fzcosa+ Fycosf + Fzcoswy;

recibe el nombre de derivada direccional.

_ dF
Obviamente, e VF -e

Pero VF - e = |VF||e|cos (e, VF) = Frcosa + Fycos  + Fzcosy

dr
Si e coincide con (i, j, k) cos(e,VF) =1y == |VF|

La magnitud de VF es el tamano mdximo de la derivada direccional.

Ejemplo 1.10.4.

Mostrar que la derivada direccional de una funcion escalar ¢ (z,y,2) en la
direcciéon de una curva C, se expresa como,

o¢ _

s V0T

dr dr, dy, dz
donde T = — i 7‘]+£

= — k es el vector tangente unitario.
ds ds + ds &

Solucion:

Usando regla de la cadena:

0 09 d Opdy 0O¢d
0_0o¢ ad ¢ il ¢ i que es el producto escalar V¢ - T.

s ozds  Oyds  0zds

por otro lado, obsérvese que,

Figura 1.8.
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Sean P(x,y,2) y Q(x + Ax,y + Ay, z + Az) dos puntos sobre C. Los vectores
posicién son respectivamente,

r=zi+yj+zk

r+Ar = (z+ Ax)i+ (y+ Ay)j+ (2 + Az)k

Si ¢(z,y,2) es una funcion diferenciable que contiene al arco de curva dado
P a @, la derivada direccional de ¢(z,y,z) en P en la direccion de un vector
tangente T' unitario en P se define como,

— = lim
0s  As—0 As

donde As es la longitud de arco sobre C entre Py @ .

1.10.3. Representacion geometria del gradiente y la
derivada direccional.

‘:[ Grifica de f(x, y)
i z=c |u

Figura 1.9.

Sea el vector n normal a la grafica f(z,y). Se divide en una parte vertical —k
y una horizontal f;i+ f,j que ademas es perpendicular a la curva de nivel C'

{f =c}.

La parte horizontal es Vf = f;i+ f,j y es perpendicular a la curva de nivel C'

{f=ch

El vector gradiente V f es ortogonal a la curva {f = ¢} que pasa por el punto
P(z,y). Ademaés el gradiente apunta en la direccion ascendente de valores de f.

1.10.4. Gradientes y derivadas direccionales

Sean,
1. f una funcién escalar diferenciable de dos o tres variables.
2. T un vector unitario.
3. Vf T la derivada direccional de f en un punto P(z,y) en la direccion.

Se sabe que,
Vf-T=|Vf]|T|cosd = (|Vf|cosf) donde 0 es el angulo entre Vf y T.

Baltasar Mena
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Puesto que —1 < cosf < 1 el valor méximo es cuando cosf =1 = 0 =0 es
decir cuando Vf y T, tengan la misma direccién. Entonces:

\Y
- Y/
IV /]
es la direccion en la cual se incrementa f. Igualmente la direccion — v/ es en

la cual f disminuye.

En resumen, la derivada direccional en (z, y) en la direccion de un vector unitario
e, es la razon de cambio de f a lo largo de una linea recta que pasa por (z,y)
en la direccién de e.

La derivada direccional en (x,y) en la direcciéon e tiene un valor Vf - e y es
Vf
IVfI

maximo cuando e = y minimo cuando e = —

i
V£
Propiedades de la derivada direccional y el gradiente.

Dyy=Vf-e=|Vflle|costd =|Vf|cosb

1. La derivada direccional tiene su valor maximo cuando cosf = 1 es decir
cuando e es la direccion del gradiente D, = |V f].

2. La funcién f disminuye con la mayor rapidez en la direccion —V f. Su
derivada direccional en este caso es: D,y = |V f|cosm = — |V f].

3. Cualquier direccién n normal al gradiente, es una direccion de cero cambio

en f,
Duf:|Vf|cosg=|Vf\-OEO

Reglas algebraicas para gradientes.
1. V(kf)=EkVf
2.V(f+9)=Vf+Vyg
3.V(f-9)=Vf-Vyg

4. V(fg) = fVg+gVf
Algunas aplicaciones de derivadas parciales de orden superior.

Ecuacién de calor: (Fourier, Siglo XIX, 1968-1850)

Sea un cuerpo homogéneo V en R?® .Sea T(z,y, z) la temperatura en
cada punto en el tiempo t, T debe satisfacer la ecuacion:

orT o*T  0°T 0°T . L
i el + 87y2 + 92 donde k es la conductividad térmica.
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Ecuaciéon Potencial: (Laplace.)

Para cualquier campo donde F = —V f se satisface que:

O f 027]" O f

— —=0 to el ori
92 + 952 + 5.2 (excepto el origen)

Anteriormente Euler la uso en fluidos. Después Poisson demostré que para
campos eléctricos, el potencial eléctrico satisface:
*f  0*f 0*f

o Tl Ty
8x2+ 6y2+ 022 pr

Ecuacion de onda, (Bernoulli,1727)

Pf  Pf  Pf _ ,0f
a2 "o T o2 C o

en una dimension: ) )
PL a0
Ox? ot?
Las ecuaciones arriba mencionadas muestran algunas de las aplicaciones més
importantes de ecuaciones en derivadas parciales frecuentemente utilizadas en
ingenierfa. Indudablemente el lector se familiarizara con ellas a lo largo de sus

estudios ya sea en teoria electromagnética, mecanica y dinamica de fluidos,
mecénica del medio continuo y transferencia de calor.

Ejemplo 1.10.5.

Si f(z,y) = 2% — y? en que direcciéon desde (0,1) deberan ir para aumentar f
al méximo.

Solucion:

La direccion del vector seré:

0 0
Vf(0,1)= 6—£i+ a:;] en (0,1)
=2xi—2yj en (0,1)

Se tiene que dirigir hacia el origen a lo largo del eje y'y.

Ejemplo 1.10.6.

Una hormiga en una sartén quiere aliviarse rapidamente del calor. Su posicion
con respecto al centro es (x,y) = (—1,2). La temperatura en (z,y) esta dada
por T (z,y) = 200 — 22 — 2y? . ;Hacia donde debe correr?

Solucion:
VT (z,y) = —2xi — 4yj
= VT (~1,2) = 2i — 8§

(Direccion del aumento de temperatura).
Debera correr en direccion opuesta, o sea (—2i + 8j).
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Ejemplo 1.10.7.

Una colina tiene la forma de la grafica z = e’ =2% G se parte del punto
(2, 3, 6_22) encontrar la ruta més empinada para llegar a la cima.

; —>y
v Proyecci6n de la

______ tI. -
(2, 3, 0) ayectoria

Figura 1.10.

Solucion:

Consideremos la proyeccion de la trayectoria en el plano z,y.

¥

-~

V,(2, 3)

Figura 1.11.

La ruta de mayor pendiente en cada punto dado es la direccion Vz (2, 3). Dicha
trayectoria es tangente a Vz (p); si se continta en esa direccion nunca se llegara
a la cima. La direcciéon debe cambiar a medida que la trayectoria suba. En cada
punto P,(x,y),Vz dara la direcciéon en la cual z aumenta con mayor rapidez.
Al buscar una curva la cual tenga en cada punto la direccion del gradiente, se
tiene

BZ 62 2 2
==, 22 ) =27 "% (—g, —2
Vz (am’ 8y> e (—x, —2y)

La pendiente de este vector es:

Figura 1.12.

36 Cdlculo Vectorial: grad, div, rot.... y algo mds.



Derivada direccional y gradiente N O TA_ S

. Zy 2y
Pendiente de la curva buscada en (z,y) = — = —
Ly T

. . dy 2y

La curva de la segunda figura tiene como pendiente: priai

r

Al resolver esta ecuacion diferencial se tiene
dy 2y dy 2dx
- _Z =
de = Y x
Iny = 2Inx + cte.
Iny =1Inz?+¢
y = ca?

ya que la curva pasa por el punto P(2,3), entonces:

3
3=c¢-22 = c¢c=-

4
3 9
luego y = —z*.
4
En el espacio la trayectoria seréa:
2.2 _ .2 9zt
z=e 7Y =¥ 778

Ejemplo 1.10.8.

La fuerza gravitacional ejercida en una masa m en P(x,y,z) por una masa M
en el origen es, segtn la ley de la gravitacion universal de Newton,

GMm

F=—"3

r donde r=czit+yj+zk y r=]r|

Escriba F como el negativo del gradiente de una funciéon ¢ (llamada el potencial
gravitacional) y verifique que F es ortogonal a las superficies de nivel de ¢.

< Iy r
r] 3
. GMm
Eligiendo F = —-V¢ talque ¢ =———— secumple F =-Vo.
T

Soluciéon:

Del ejemplo 1.10.3 ,

Notese que en cada superficie de nivel de ¢ , r es una constante, luego la
superficie es una esfera. Ya que F es un multiplo positivo de r , entonces F
apunta hacia el origen y es ortogonal a esa esfera.
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Ejemplo 1.10.9.

El potencial de un punto P(z,y, z), en un cierto campo electrostatico, esta dado

por
1

Va2 +y? + 22

vV =

Determinar:

1. La rapidez de cambio de v en el punto A(2,1,—2) y en direccion al punto
B(4,-5,1) .

2. La direccién en la cual se presenta la mayor rapidez de cambio de v en el
punto A , expresada por un vector unitario.

Soluciéon:

1. Se tiene:

2. La direccién es:

Ejemplo 1.10.10.

La ecuacion de la superficie de una montana es

z = 1200 — 22° — 3y°

donde la distancia se mide en metros, el eje x apunta hacia el norte y el eje y
hacia el oeste. Un montafista se encuentra en el punto A(5,-10,850).

1. {Cual es la direccion de la ladera mas pronunciada?

2. Si el montanista se desplaza en direccién norte, jasciende o desciende? y
la que razoén?

3. Si el montanista se desplaza en direccién sureste, ;asciende o desciende?
v {a que razéon?

4. ;En qué direccion recorre una trayectoria de nivel?
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Solucion:

Tenemos,
z = 1200 — 22 — 3y?en el punto P(5, —10,850)

1. La direccion de la ladera més pronunciada es la del gradiente de z.
Entonces,

v 73y.+32.7 Ari— G
270331 8y‘]7 Ti [73]

Vz=—-20i—60j

1
e=——[-2i+6j
ik j

2. Si el montanista se desplaza en direccion norte, entonces
u=i
dz

£=Vz-u=(—20i+60j)-i:—20.

desciende a razon de 20 [m/m)].

3. Si el montanista se desplaza en direcciéon sureste entonces,
u=-——i+—j

1 1
— =Vz-u=(—20i+60j) - <_\/§i+\/§j>
20 60

80
= 4 = "~ =156.568
V2 V2 V2

4. Recorre una trayectoria de nivel a 90° del gradiente . Por lo tanto se mueve
en las direcciones:

a1 =60+90°% as =60 —90°
donde 0 es la direcciéon del gradiente en grados

60
0= arctan(—%) = —71.56°

0 = 288.43°

Finalmente,

o = 288.43 4+ 90° = 378.43°; ag = 288.43 — 90° = 198.43°
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Ejemplo 1.10.11.

Determinar la derivada direccional de la funcién vectorial
V = (zyz — )i+ (y2 — 22)j + (zyz)k en el punto P(4,3,0) y en direccion
del punto Q(2,2,2).

Solucion:
Se tiene
Yz T2 1Y 0 0 12
VV=| -2x 2y 0 VVip=|-8 6 0
Yz  TZ Ty 0 0 12
PQ 1
e=—-=-(-2,-1,2
17 )
av 1 0 0 12 -2 1 24
§ 0 0 12 2 24

Ejemplo 1.10.12.

Un alpinista se encuentra en el punto P(—10,5,850) de una montana descrita
por la ecuacién z = 1200 — 322 — 22 donde la distancia se mide en metros y el
eje x apunta al este y el eje y apunta hacia el norte.

Determinar:

1. La direccion de la ladera méas pronunciada.

2. La razon a la que asciende o desciende el alpinista si se desplaza en
direccién este.

3. Las direcciones en las cuales se desplaza por una curva de nivel.
Solucién:

1. La direccién de la ladera méas pronunciada esta dada por el gradiente de

z.
dz 0z
Vz|p = (60, 20)
o bien,
u = 6i + 2j

2. Puesto que el eje x apunta al este

%*Gx' %
or ' |ozx

= 60 asciende a una razéon de 60 (m/m).
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3. Para que se desplace sobre una curva de nivel

% =Vz-u=0
situ=ugi+u,j |u=1
y puesto que Vz|p = (60, 20)
Se tiene
60u, +20uy, =0
Uz +uy® =1
Al resolver el sistema, las direcciones son:

u; = — i—|—

U = —

o jan}
ﬁ‘w = e
=] o

Ejercicios propuestos.

1. Encontrar para ¢ (x,y,2) = 2% + y* + 22 su derivada direccional en la

direccion de P(1,1,0) a Q(2,1,1) y su méximo valor y direcciéon en el
punto P(1,1,0).

. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie 3zy + 22 = 4 en
el punto P(1,1,1).

. Encuentre la ecuaciéon de la linea tangente a xty =6 en x =1, z =6.

. La ley de Coulomb dice que la fuerza eléctrica en una carga ¢ en (z,y, 2)
r
producida por otra carga () situada en el origen es F = Q—Z . Encuentre
r
¢ tal que F = —V¢ y verifique que F es perpendicular a las superficies de
¢ = cte.
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1.11. Resumen Capitulo 1. Conceptos Elementales.

Funciones implicitas.

Sean F (u,v,z,y,2) y G (u,v,z,y, z) funciones diferenciables.
Ademas: uw=wu(z,y,2) v=wv(z,y,2z) satisfacen las ecuaciones:

F(/IL7/U7x7y’Z):O y G(u71}7x7y7z>20

. ou Ou Jv O
Entonces podemos calcular directamente gu oy v

or Oy 0Oz Oy

usando el jacobiano.
Se llama jacobiano al determinante:

<F,G> d(F,G) ‘Fu Fo

wo ) ° d(u,v) | Gu Gu
Ast:

d(F,G) 0 (F,Q)

__8(x,v) x__@(u,z)

Ur=—5Fa) Vo= —5ra)

0 (u,v) 0 (u,v)

d(F,G) J(F,G)

_ 9 __ 9wy

U="5Fq) Y=

0 (u,v) 9 (u,v)

Regla de la cadena

Dos variables independientes y dos intermedias.

Sea f: R?> - Ry g: R?> — R? una funcién diferenciable.
Escribamos f como funcién de las variables u, v y g (z,y) = (u(z,y),v (z,y)).

Definamos h : R? — R como: ou  Ou
Oh Oh af of 9 O

h(z,y) = f(u(z,y),v(z,y) = [az@y] = [&L@U] gi 2%
dx  dy

oh  Of du Of dv
oz duox ' ovox
oh Of Ou Of Ov
ay ~ udy v dy

pruebe:

Para tres variables independientes y tres intermedias.

Sea f:R*—= R y g:R?>— R?® funciones diferenciables.
Donde g (z,y, ) = (1 (2,9,2) v (2,5, 2) ,w (2,5, 2)) ¥ se define,
h:R?*— R como h(z,y,2) = f(u(z,y,2),v(x,y,2),w(wy,2)).

Entonces:
ou Ou OJu
dx Oy 0z
Oh Oh Oh B of of of ov Ov Ov
0x Oy 0z| | Ou v dw Oz Oy 0z
ow Ow Jw
dxr Oy 0z
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Resumen

NOTAS

Derivada direccional y gradiente.
Gradiente.

Si f(x,y,z) es una funcion escalar (real) de tres variables, su gradiente,
Vf o gradf es el vector,
of, of. of
Vf=—+ =+ k.
/ (’)xl + ay'] + 0z
En dos dimensiones f(x,y), es el vector

of,  of.
i Y

Donde el operador V “ nabla ” o “del” se define como:

0 0 7]
V=—i+_—j+k
or 8y‘] 0z
Derivada Direccional
Se considera un vector unitario e = [e1, ez, e3] = [cos a, cos 3, cos 7].

Sea en R3 campo escalar diferenciable F' = F (z,v, 2).
Para cada punto Py (zg, Yo, 20) del campo, se define la semirrecta:

T =1x9+ tcosa
y=1yo+tcosf t>0
z = 2o+ tcosvy

Para todos los puntos P, (z,y, z) de la region, F' es una funciéon compuesta de ¢.

dFl  OF dx OF dy OF dz
dt Oz dt+8y it " oz @t

dF
T Fycosa+ Fycos B+ F, cosvy
Obviamente:
dF UF
dt e
Pero

VF-e=|VF||e|cos(e,VF) = Fxcosa+ Fycosf+ Fzcosvy

Si e coincide con (i, j, k)

dF
cos(e,VF)=1y F A3

La magnitud de VF es el tamano mdzimo de la derivada direccional.
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1.12. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 1.1.

Determinar las coordenadas del punto P, contenido en la curva de ecuacién
r(t) = (2at — )i+ (at + 1)j + (3t?)k, a > R, sabiendo que las ecuaciones de la
recta tangente en P son,

r=-3a+at,y=—1+tyz2=3-3¢

Soluciéon:

La direccién de la curva tangente a la curva esta dada por,
dr
dt

Y debe ser paralela a la direccién de la recta

= 20d + aj + 6tk.

u=ai+j— 3k

de donde
dr N dr SN 20 :/\a)\
—U = — = Au o=
dt dt 61 — —3)
Al resolver se obtiene,

Por tanto
P=r(-1)=[22)(=1) = 2Ji+[(2)(=1) +1]j + 3(-1)’k
=—6i—j+3k
= P(-6,—1,3)

Ejercicio 1.2.

Determinar, de ser posible, la ecuacién de la superficie en donde queda contenida
la curva de ecuaciones

r=2—t—t* y=1+2t—2t2 z=—3—t+3t?
Solucion:

Se tiene,

' x r)* = 192

0
(' xr").-r""=0,J = T95 = 0 La curva es plana.
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

La ecuacién del plano esta dada por,
Py =r(0) =(2,1,-3)
PyP; x PhP, =0 = P = (1) (Oalv )
Py=r(-1)=(2,-3-1)

Entonces,
(z-2) (y—1) (z+3)
-2 0 2 =0
0 —4 4

8(x+2)+8y—1)+8(2+3)=0

El plano es x +y + 2z = 0.

Ejercicio 1.3.

Sean las superficies S; y Ss ,definidas por
S1=ri(s,t) = (4tans)i+ (4dsentsecs)j+ (4costsecs)k
S =r13(s,t) = (dsecv)i+ (dsenutanv)j+ (4dcosutanv)k

A partir de las ecuaciones, determinar la ecuaciéon cartesiana del plano normal
a la curva de interseccion de Sy y Sa, en el punto P(0,0,4).

Solucion:

En el punto P

0=4tans
S1=4¢ O0=4dsentsecs = s=0,t=0

4 =4costsecs

0 =4secwv
So=¢ 0=4senutanv Vu,v
4 =4 cosutanv

El punto P no pertenece a So , por lo cual no puede obtenerse la ecuacion del
plano normal.

Baltasar Mena
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Capitulo

Valores extremos para funciones de dos o
mas variables.

Este capitulo esta dedicado exclusivamente al célculo diferencial de varias variables
y no al calculo vectorial. Sin embargo, es absolutamente esencial para los problemas
practicos del ingeniero. Al extender los conceptos de valores extremos (méximos y
minimos) de una a dos o mas variables, se abre un universo de problemas practicos.
Desde aplicaciones sencillas en tres dimensiones hasta problemas de optimacion y
valores extremos de muchas variables, de gran aplicabilidad a problemas de ingenieria
industrial y calculo de variaciones. Se empieza por extender el concepto de punto
critico para funciones de una sola variable a funciones de dos variables, estableciendo
la generalizacion del Teorema de Taylor. Se presenta entonces, el criterio de la segunda
derivada para funciones de dos variables. Una vez comprendidos los criterios para
maximizar o minimizar una funcién, se introduce al lector a los multiplicadores
de Lagrange. Este concepto, novedoso para el estudiante, establece el método para
maximizar (o minimizar) funciones sujetas a restricciones entre sus variables. Asi por
ejemplo, se podran resolver problemas de gran utilidad en ingenieria industrial, de

costos, probabilidad y célculo de variaciones.




N O TA_ S Cap 2. Valores Extremos

2.1. Maximos y minimos para funciones de dos
variables.

Teorema de Taylor (para una variable).

Consideremos una funcion y = f (z) tal que sus derivadas son continuas hasta
(n + 1). Entonces, para un punto fijo z = a, se tiene:

1@ = 1@+ @) @0+ I @ a? e T R,
Donde R,, = /ax (x;i!t)nf"“ (t) dt es el residuo.

Para valores de x cercanos a a, este residuo es pequeno (de orden n); es decir:

n
= — 0 cuandozr — a.

(@—a)

Luego R, es pequeiio comparado con la cantidad ya pequena (z — a)".

Demostracion:

Del teorema fundamental del calculo integral:
x
@) -r@= [ rod
a

Integrando el lado derecho por partes, y usando u = f' () yv=a — ¢
Se obtiene:

[ swa=s@e-a+ [ @0 wa

lo cual prueba el primer orden del teorema para n =1,

x

f<x>:f<a>+f'<a><x—a>+/ (1) £ (t) dt

a
Integrando nuevamente por partes usando:

(z — 1)’

u= f"(t) v = 5

2

= /I(x—t)f”(t)dt:f (a)(x—a)2+/z(x2t) £ () di

2

2

= f@=1@+ @ e-a+ H et [ g

y asi sucesivamente.
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables.

NOTAS

2.1.1. Series de Taylor y de Maclaurin.

Sila (n + 1)-ésima derivada de y = f (z) existe en a < z < a + h, entonces

h h? h" hrtt
f(a—l—h):f(a)-f—ﬁf/(CL)‘Fﬁfﬁ(a)"'“"‘rﬁfﬂ(a)"'(nJrl)!

" (a +6h)

donde 0 < <1

Supongamos que por grande que sea n, existe en el mismo intervalo f"*! (z).
Entonces:

flath) = > —f"(a)+Rn
h=0
= S,+R,.
n hn
donde S,, es la suma parcial de la serie de potencias Z ﬁfﬂ (a) y Ry es el
h=0

residuo o resta de Lagrange.
Teorema:

La condicién necesaria y suficiente para que f (a + h) se pueda desarrollar

en serie de potencias es que lim R,, = 0.
n—oo

Demostracion.

Si f (a+ h) es desarrollable en serie de potencias, entonces

fla+h)= lim S, + lim R,

n—oo n— oo

pero para que la funcion f (a + h) sea desarrollable en serie de potencias se
requiere que

fla+h)= lim S, luego lim R, =0
n—oo n— oo

reciprocamente, si lim R, =0= f(a+h)= lim S, + lim R, = lim S,
n— o0 n— o0 n— oo n— oo

Lo mismo es cierto si f**! () es acotada en a < z < x + h para toda n, luego
la funcioén es desarrollable en serie de potencias en el intervalo considerado.

En resumen,

h h? h™
f(a+h):f(a)—|—ﬂf’(a)—f—ﬁf”(a)—i—...—i—mf"(a)—l—... Taylor
h ! h2 1" hn .
f(h):f(())—i-ﬂf (0)+§f (0)+"'+an(0)+”' Maclaurin

Baltasar Mena
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N O TA_ S Cap 2. Valores Extremos

Ejemplo 2.1.1.

Efectuar el desarrollo de series de senx y cos .

Solucion:

mn

—senzx
dzx

Sea y = senzx; como < 1 es acotada, entonces la funcién se puede

desarrollar en series de potencias.

Usando la serie de Maclaurin:

—senz|,_,=cosz|,_,=1

dx

d2
) senz|,_,=—senx|,_,=0

43

3 senz|,_,=—cosz|,_o,=—1
d4

et senz|,_, =0

B x x? x3 x?
senz = sen(0) + ECOS(O) - Esen(()) - QCOS(O) + Esen(O) +...
‘ B SUS $5 567 . x2n+1
benx—x—g—i—ﬁ—ﬁ—i—...—k(—l) (2n+1)!+”

[Nota: Si z es pequeno, entonces sen = x]

/ <7T >
Y = —senr = cos §+x

Sea y = cosx

y" = —cosx = cos (m + x)
"o o . T

Yy =senzx = cos 3§+x

y" = —cosx = cos (7 + x)

T
Yy = cosx = cos <n2+x>

332 J,‘4 q;ﬁ 372"
cosT=1— ot oo o (D)
' ! 2n/!
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables.

NOTAS

Ejemplo 2.1.2.

Efectuar el desarrollo en serie de e*

332 1‘3 "

T
T __
Nota: Siz =1
1 1
e:1+1+5++§+...:2.718281828457045

Consideremos la funciéon e®, donde z es complejo.

2’2

z
Z— JR— JR—
e —1—|—1!+2!+...
Siz=1x
i T L (iz)™
e —1+F+§_?+E++ ol —+ ...
Agrupando
22 ot 2n
r __ o _ _ ni
e =1 2'+4!+..+(1) 2n!+ +
3 5 2n+1
B » @
’(”” site e P gt )
e = cosx +isenw
Similarmente,
e = cosx —isenz
Resulta obvio,
eix 7671'1: eim+67iz
seny = ———— cosyr = ———
ne 2 . 2

Igualmente se puede obtener

A 1‘2 1‘4 .%‘3 .’L‘5
e = —a‘i‘jﬁ‘ + $—§+§+

y por analogia con las funciones trigonométricas

e* —e
e® = coshx + senh x = senhx = 5
e et +e "
e ¥ = coshx —senhx = coshx = 5

Baltasar Mena
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NOTAS

Cap 2. Valores Extremos

Ejercicios propuestos.

1. Demostrar

a) senz +cos?z = 1.
b) et = e% (cosy +iseny).

¢) (cosx +isenx)” = cos(nx) +isen (nx).

2. Desarrollar en serie de potencias a y = In x.

2.1.2. Extension del Teorema de Taylor a dos variables.

De la definicion de funcién diferenciable en un punto, sabemos que si f (z,y)
es diferenciable en Py (xg,yo0), entonces

f(x,y) = f(20,%0) + (x — x0) [gi (3007110)} + (¥ — %) [gz (33073/0)] + Ry

donde

R
! — 0 cuando :?j : cho
‘\/(x_x0)2+(y_y0)2‘ ’

Sin olvidar que

z = f(z0,40) + (x — 20) [gi (9007110)} + (¥ — yo) Bi (3?07y0)]

es la ecuacion del plano tangente a la grafica z = f (z,y) en el punto Py (zg, yo)-

El lado derecho es la aproximacion lineal o aproximacion de primer orden de la
funcion f. Es decir, esta version del teorema de Taylor dice que la grafica del
plano tangente es muy cercana a la grafica de la funciéon z = f (z,y) para puntos
P, (z,y) cercanos a Py (xg,yo). Por cercano, queremos decir que la diferencia
con los valores de z es Ry, donde R; es tan pequeno que no solo R; — 0 cuando
(z,y) = (z0,y0) sino que ademaés,

Ry
\/(96 - SUO)2 +(y— yo)2

=0 cuando \/(CE - 330)2 +(y — ?JO)Q =0

Es decir, R; << \/(x - wo)2 +(y— yo)z

Ahora bien, para la segunda aprozimacion del teorema de Taylor, sea f (z,y)
una funcion diferenciable en Py (xo, o).
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables.

NOTAS

af

f(x,y) = f(20,90) + (x — x0) [m(xoayo)

+ (¥ — %) lg?jj (x07y0)]

1 o [0%f ] f
+ 5(58 — 20) @(ivoayo) + (z — 20) (¥ — %0) l@x@y(xo’ Yo)
1 [ 52
+ B (y — y0)° ange(xo,yo) + R
donde
Ry

\h\Q —0 cuando |h| =0 donde h=(x—x0,y—yo)

Esta es la aprorimacion cuadrdtica.

Ry

Notese que el error M — 0 cuando |h| — 0 establece que Ry << |h)’ y la

aproximacion es ain mejor que cuando considerdbamos Rj.
Teorema de Maclaurin.

El teorema de Maclaurin es un caso especial del teorema de Taylor para el
intervalo 0 < x < h , es decir, cuando a coincide en el origen.

F) = FO)+ 1 0+ 5 )4+ )+

hn+1
(n+1)!

fn+1(0h)

Ejemplo 2.1.3.

Calcular la segunda aproximacién de Taylor para la funcion
f(z,y) = sen (x + 2y) alrededor del origen P(0,0).
Solucioén:

£(0,0) =0 y la funcion esta acotada.

of of

%(0,0):cos(0+2(0)):1 a—y(O,O):Qcos(OJrZO):Q
o f B o*f B o f B
7200 =0 Z5(0,0)=0 75-(0,0)=0

Ademas, como zo = 0,50 =0 ; f (z,y) =z + 2y + R

Ry

donde M —0 cuando |h| -0 donde h=(z,y) .

Baltasar Mena
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NOTAS

Cap 2. Valores Extremos

Ejemplo 2.1.4.

Encontrar la primera y segunda aproximacion de Taylor para f(z,y) = sen(zy)
en el punto Py (xg,y0) = Po (1, %) .

Solucion:

f(zo,yo) = sen(zo, yo) = sen () -1
fz(20,Y0) = Yo cos(xo, yo) = gcos (g) =0
fy($07y0) = X9 COS(Jio,yO) = COos <7T) =0

2 2
™ ™ ™
frx(x07y0) = 7y(2) COS(ZanO) = —~sen (2> = T

m m
fwy(x07y0) = —YoZo Sen(flfo,yo) = 5581’1 5 - _

Vs
fyy(x07y0) = *T/g sen(zo, yo) = —sen <2> =-1

La primera aproximacién lineal es

f(zy) = f (2o, 90) + fu (z0,90) (x — z0) + fy (%0, %0) (¥ — Yo)
=140+0=1
La segunda aproximacion es
2

g(x,y)1+0+0+;(7;> (I,1)2+<7g) (@ 1) (y2ﬂ>2

2

e 1S e 0o 5) 3

2.2. Maximos y minimos para funciones de dos
variables.

Definiciones.

Sea f (x,y) una funcion de dos variables. Se dice que Py (zg, yo) es un minimo
local o relativo de f, si existe un disco de radio positivo alrededor de Py (xo, o),
tal que f (x,y) > f (z0,%0)V (x,y) € al disco.

Similarmente, si f (z,y) < f(zo,y0) en el disco, se dice que Py (xg,yo) es un
mdximo local o relativo de f.
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables. NOTA.S

Un punto que sea local maximo o local minimo se llama un ezxtremo local.

El punto Py (xo,yo) es un punto critico de f (z,y) si,

Jz (2o, 90) = fy (zo,y0) = 0.

Es decir que el plano tangente a la grafica z = f (x,y) en Py (20, yo) es horizontal.
Esto significa que cualquier mdximo o minimo es un punto critico.

En resumen:
Para hallar los maximos o minimos locales o relativos de z = f (z,y) se

localizan primero los puntos criticos. Obviamente, para cualquier punto critico
el gradiente V f = f,i+ f,j es cero.

Ejemplo 2.2.1.

Encontrar los puntos criticos de z = 2%y + 32z

Solucién:
82’_2 L az_ 2 g
dr ey oy v yr
Como:
22y +y* =0
224+ 22y =0

al resolver se tiene que 22 =19y%> = =4y
Si x=4y: 22 +132=32=0 = y=0 = z2=0
Si x=-y —2+y’=-y*=0 => y=0 = 2=0

El tnico punto critico es P(0,0) y no es ni maximo ni minimo.

Ejemplo 2.2.2.

. T . . ..
Sea la funcién z = 2 (x2 + y2) e~ " 7Y Localizar los méximos y minimos y los
puntos criticos.

Solucion:
0z
e 4z (eﬂ”tzﬁ) +2 (22 + y?) e v (—2z)
=e vV [490 —4x (m2 + y2)]
= dge— ="V’ (1 T yz)
puesto que
0z
oy = (") (1-a2 =)
0z 0z 0 i —w—0
oy cuando x =y =

o cuando z2+y®=1

los puntos criticos son P(0,0) y el circulo limitado por 22 + 3% = 1.
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Notese que en calculo de una variable, los puntos criticos pueden ser maximos,
minimos o puntos de inflexién. En varias variables existe un nuevo tipo de punto
critico llamado punto silla. Cerca de este punto, la funcién puede tomar valores
mayores o menores dependiendo de la direcciéon en la que el observador se aleje
del punto.

Ejemplo 2.2.3.

Sea z = 2% — y? Mostrar que A(0,0) es un punto critico. ;Es un maximo local
o minimo local?

Solucion:
0z _ 0z _
or o oy Y
0z B 0z

—=—=0 para A(0,0

95~ oy p (0,0)

y A(0,0) es un punto critico. Ahora bien,f (x,y) = 22 — y? es cero en A(0,0)
pero puede ser positivo en el eje 'z, o negativo en el eje y'y . Luego es un punto
silla.

Figura 2.1.

2.2.1. Maximos y minimos absolutos en intervalos cerrados.

Dada una funcion diferenciable y = f () para encontrar los maximos y minimos
absolutos de f en el intervalo [a, b] se puede hacer lo siguiente:

1. Encontrar los puntos criticos x1,xs, ..., x, en el intervalo abierto (a, b).

2. Considerar los valores f (a), f (z1), f (x2),..., f(zn), f (b) y elegir el mas
grande (mdzimo absoluto) y el mas pequefio (minimo absoluto).

Si el intervalo no es cerrado, es necesario tener mayor cuidado; por ejemplo, la
funcién f(z) =1  en 0 <z <1 no tiene un maximo en el intervalo abierto

0,1).

f&)=1/x

Figura 2.2.
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables.

NOTAS

1
Otro caso es la funcion f (x) = 2> + — definida en todo R excepto x =0 ,f (x)
x

esta definida en todo R excepto en el origen. Obsérvese que f (x) aumenta
cuando z — oo o cuando * — —oo o bien cuando x se acerca cada vez més
al punto x = 0. Para encontrar el valor minimo de f consideramos los puntos
criticos y escogemos el valor mas pequeno.

Asi, la derivada se iguala a cero.

2
f(x) = 2;10—;:0
= 2'-1=0

= x==1

Entonces de tienen dos puntos criticos y,

f (£1) = 2es el valor minimo def.

Ejemplo 2.2.4.

Una caja rectangular abierta en la parte superior deberd contener 256cm3.
Encontrar las dimensiones para las cuales el area de la caja (fondo y 4 lados) es
minima.

Solucion:

Z
A
L)/Y
X
Figura 2.3.
Sean z,y las longitudes de la base.
El volumen es 256¢m3
2
V:myz:2560m3 = z:ﬁ
xy

El area esta compuesta por:

. 256

Area de dos de los lados: z | —
ry

" 256
Area de los otros dos lados: y <>
Yy

Area de la base: zy

Baltasar Mena
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Asi, el area total seré:
256 256 512 512
fly) =2z—|+2y|— | tay=—+—+uy
Ty Yy Yy T

Los tnicos valores relevantes de x,y son para x > 0, y > 0.

Los puntos criticos son

_of 512
af 512
= — = —— 2
0=73, 7 (2)
De (1) en (2)
512 af 512 2!

y:

22 By 2N\2 T T TR

resolviendo (3), la raiz x = 0 obviamente no es solucién, pero

3

x
ST 1 lleva a x=+512=8 luego z =328
256
Asi que y = — = 8. Entonces, y = 8 y la altura serd — =4
(®) Yy

Por lo que las dimensiones seran 8 x 8 x 4.

2.2.2. Criterio de la segunda derivada para funciones de
dos variables.

Buscamos una prueba que determine para una funcion de dos variables, si
un punto critico es un maximo, un minimo o un punto silla.

Sea P, (x0,yo) un punto critico de f. Entonces:

% (w0,y0) =0 = % (70,%0)

Utilizando la aproximacién cuadratica de Taylor se tiene que

f(z,y) :f(Io,yo)JrA(z*ﬂ?o)z+2B($*Io)(y*yo)+C(y*yo)2+R2

R
donde h—22—>0 cuando |h| -0 h=(x—xz¢,y—1y) v A,B,C son

constantes definidas por,

10%f

A= 5@(96073/0)
1 0%f

B = iaTay(l“myo)
10%f

C= iaiyz(xoayo)
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Madxzimos y minimos para funciones de dos variables.

NOTAS

Si P. (zo,y0) = P.(0,0). La formula de Taylor se convierte en
f(z,y) = £(0,0) + Az® + 2Bxy + Cy” + Ry

Debido a que f(0,0) es una constante y Ry es muy pequena, la expresion se
transforma a f (0,0) + Ax? + 2Bxy + Cy*=f (z,y) = z para P (z,y) cercano a
P.(0,0). Es decir que la forma de la grafica de z = f (z,y) es muy cercana a la
forma de la grafica z = Az? + 2Bxy + Cy? para valores de P, (z,y) cercanos a
P.(0,0).

Esta es la idea bésica para formar la prueba o criterio de la segunda derivada
para determinar si los puntos criticos son maximos, minimos, puntos silla o si
el criterio es indeterminado.

Nota:
Analizar la grafica de g(z,y), en lugar de z(z,y), equivale a trasladar el
origen al punto Py (x,yo) y examinar la funciéon en dicho punto.

Se determinaréa cuando P (0,0) es un méximo local o punto silla para la funcion
cuadrética,

z =g (x,y) = Az* + 2Bxy + Cy*

El punto P (0,0) es un punto critico de g (z,y) puesto que,

b b
9 9ar+2By y L —2Br+20y
or y
dg dg
22(0,0) = =2(0,0) = 0
= 5,00 ay(’ )

Recordando la teoria de ecuaciones cuadréticas, llamemos a la expresion
AC — B? = A el discriminante.

Si el discriminante AC' — B2 = A = D # 0, entonces P (0,0) es el tinico punto
critico.

Si AC — B? = 0,entonces P (0,0) no es necesariamente tinico. Por ejemplo, si
z =y% + 1, su grafica tiene puntos criticos a todo lo largo del eje 2'z. Aqui,
B=A=0yentonces D= AC — B? = 0.

.

Figura 2.4.

A continuacién examinaremos el caso D # 0.
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Primer caso:

AC - B?>>0

En este caso A # 0 C # 0 (ya que si fuese cero quedaria —B? > 0, lo
cual es imposible).

Partiendo de g (x,y) = Az? + 2Bzy + Cy? y completando cuadrados,

2B C
g(z,y)=A (xg Tty Ay2>

2B B, B>, C,
FEC et

Ahora bien, se presentan dos subcasos:

1. Si A > 0, implica que g(x,y) > 0, y es igual a cero solo cuando

%732212 = 0=y = 0 .Entonces

2
0=A<x+iy) = Az?

y también x = 0. Luego g (z,y) > 0 es igual a cero sblo cuando
P (z,y) = P(0,0) y P(0,0) es un minimo de g. La grafica se muestra
en la figura.

/

X

Figura 2.5.

2. Si A <0 se tiene que P (0,0) es un maximo de g.

Segundo caso:
Sea D = AC — B> <0

La expresion es la misma del caso anterior
B \* AC - B?
= A —_ _— 2
g9(z,y) <x+Ay) Ay
- Si A <0 la expresion conduce a dos desigualdades:

2
ACTBszO
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debido a que el cociente de dos negativos es positivo.

Si z # 0 indica g (x,0) = Az2 < 0

Y .
y para ——& =z, la expresion g (z,y) queda como

,E —‘46’7_322>0
g Ay’y = A Y

Es decir, g(z,y) puede ser positivo o negativo para P (z,y) cercano a
P (0,0); por lo tanto, es un punto silla.

Por ultimo, si A=0 se obtiene también un punto silla cercano a P(0,0).

En resumen:

Para funciones cuadraticas (compdrese con la prueba de definitividad positiva
o negativa de una forma cuadrdtica en dlgebra lineal) como

g(z,y) = Az? 4+ 2Bay + Cy?
1.SiD=A=AC-B?>0ysi

a) A > 0, entonces P(0,0) es un minimo de g.

b) A <0, entonces P(0,0) es un maximo de g.
2. Si D= AC — B? < 0 entonces P(0,0) es un punto silla.
3. Si D =0, el criterio no es concluyente.

Para funciones cuadraticas generalizadas:

g(z,y) = K+ Az —20)° + 2B (x — 0) (y — %0) + C (¥ — y0)’
1. AC—-B2>0

a) A>0, P(x0,90), es un minimo de g.
b) A <0, P(xg,¥0), es un méaximo de g.

2. Si AC — B? > 0 entonces se tiene un punto silla cercano a P (g, yo)-

Comparando estos resultados con la formula de Taylor para z = f(x,y) con
derivadas continuas hasta de tercer orden y para un punto critico en Py (zo, yo)
podemos escribir,

f (@) = f(z0,50) + A(z — 20)” + 2B (& — 20) (y — o) + C (y — y0)” + RaRo

donde R» es muy pequeno para P(z,y) vy cercano a Py(zo,yo) y donde:

19%f

A= 5@(330’@0)
1 0%f

B = 5@(1’072/0)
10%f

C= 587112(13072/0)
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La grafica de f cercana Py (xg,yo) se puede aproximar por la gréfica de la
funcion,

g(z,y) :f(T/o,yo)+A($*l’o)2+23(93*170) (y—y0)+C(yfy0)2

Usando los valores de A, B, y C definidos anteriormente podemos enunciar
el criterio de la sequnda derivada:

Si z = f (z,y) tiene derivadas continuas hasta el tercer orden y si Py (xg, y0)
es un punto critico de f, definimos el discriminante:

A=D= [fm (ivmyo)] [fyy (35072/0)] - [fzy (90073/0)]2

El cual se puede representar también como un determinante facil de recordar

D =
fxy fyy

1. SiD >0y faux (xo,y0) > 0, P.(x0,y0) es un minimo local de f.
2. 81D >0y fee(x0,y0) <0, Pe.(20,y0) es un méximo local de f.
3. SiD <0y P.(x0,y0) es un punto silla de f.

4. SI D = 0 el criterio es inconcluso, por lo que es necesario examinar de
otra forma el comportamiento de f en P, (xq, o).

Ejemplo 2.2.5.

Encontrar los valores extremos (maximos y minimos) de la funcion:
fla,y) =2+

Solucién:

El dominio de la funcién es todo el plano z,y.

Las derivadas f, = 2z fy =2y existen en todo el plano.
Los puntos criticos se obtienen de

f=2x=0 fy=2y =0
El tnico punto critico es P(0,0).
Como f nunca es negativa, el punto serd un minimo.

De otra manera

fm;v:2 fyy:2 facy:O

= feafyy — 2, =4>0

luego P(0,0) es un minimo.
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Ejemplo 2.2.6.

Encontrar los maximos, minimos y puntos silla de la funcion:

(=2 —y?)
z = (a:2 — yQ) e 2

Solucion:

Los puntos criticos:

9z _ 9z _ NP ) _
0z 0z (==2-v?)
8—y:0; a—y:[—2y—y(az2—y2)]e 2 =0

Son las soluciones a las ecuaciones simultaneas:
a:[2— (x2—y2)} =0
y[-2- (a2 =9*)] =0
Dichas soluciones son:
A(070)7 B(ﬂ70)7 O(_ﬁa O)a D(O;+\/§)7 E(Oa_ﬁ)

Al calcular las segundas derivadas, se obtiene,

0%z 2., 2(2_ .2 27 ==2=v?
ax2:[2—5x +z (x —y)—l—y]e 2
82 —1‘2— 2
8;:Iy(z27y2)642y
roy
02z 22
gz = [ =240 (2 =) —a?] e
Punto Zivx Zyy Zyy D Tipo
A(0,0) 2 0 -2 —4 silla A<O
4 4 16
B(v2,00 |- |0 —— | 5 | mdximo | A>0 | Z, <0
e e e
4 4 16
C (—\/i, 0) — 0 — =l mdaximo | A >0 Zpw <0
4 4 16
D (0, +v2) - 0 S = | minimo | A>0 | Z; >0
4 4 16
E(0,-v2) | - 0 - — | minimo | A>0 | Zy >0
e e e
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Ejemplo 2.2.7.

Encuentre los valores extremos de la funcion:

fla,y) =ay —a® —y* =20 -2y +4
Solucién:
La funcion esta definida y es diferenciable para toda x,y, y su dominio es todo
el plano.
Para hallar los puntos criticos, se igualan las primeras derivadas a cero
fr=y—2x—-2=0
fy=2-2y—2=0

Resolviendo,
r=y=—-2

Asi que el punto critico es P.(—2,—2).

Usando el criterio de la segunda derivada,

fac:zz =-2
-2 1
fyy = —2 D(_27_2) - ’ 1 _2 ’ - 3 > 0

como fr, <0 'y D >0 , entonces existe un mdzrimo local en P.(—2,—2).
El valor del méaximo esta dado por f(—2,—2) =8.

Ejemplo 2.2.8.

Sea la funcion:

Yy
Bro@rny+)
Obtener los puntos criticos de e indicar la naturaleza de dichos puntos.

z =

Solucion:

Considerando la funciéon auxiliar
u=Ilnz=Inz+Iny—In(z+3) —In(z +y) — In(y + 3)

se tiene para los puntos criticos

ou 0 1 1 1 (1)
—_— = S —

ox z x+3 x4y

ou 1 1 1

—=0 = S —— (2)
y y x+y y+3

multiplicando (1) y (2) por (z + y).

x+y_x+y_1:1+g_x+y_1:0
T T+ 3 r xT+3
x + T+ x T+
O P S B A
T y+3 y y+3
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reacomodando,
y -ty 2?4 _a?
r z+3 Yy y=x TY; y—3
r Tty 9 9
—= ; zy + 3z = y° + xy; 3r =
y+3 Y Y Y Y
de donde
2
x? 3
3z = 3 ; z® = 27; =y=3
por lo tanto, hay un solo punto critico P.(3,3)
Por otra parte,
0%z 1 1 1 0%z 1
— = + | =
Ox? 22 (z+3)? (z+y)? 0z - 18
0%z 1 1 1 0%z 1
G2 T o 2 27 18
g y? (z+y)? (y+3) g2, 18
02z B 1 02z 1
oyor  (x+y)? Oyox| | - 36
1 1
BT Y 3 0%z
Wle — 18 36 | _ . hlied 0
P 1 1206 ~ 0a?| <
36 18

luego en el punto P(3,3) hay un méximo.

Ejemplo 2.2.9.

Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcién,

z=—ay(6+z+y)

Solucién:
z = —6xy — 2%y — xy?
0z 5
—=—-06y—2zy—y =0
Ox
02 G —2uy—0
9y T —x Ty =
de (1) y (2)

y(—6— 20— ) =0
z(—6—x—2y)=0

= P;(0,0) es un punto critico
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Del sistema

20 +y=—6
x+2y=—6

= P»(—2,—2) es un punto critico
Entonces resolviendo,

r=0=y——6 . P3(0,—6)
y=0=xz=—6 . Py(—6,0)

Aplicando el criterio de la segunda derivada

822_ 5 82z_ 5 822_ 69 5
ox2 Y oy dxdy e
2
(zy) = 0%20%z 0%20%2
9y = 0x20y? Oxdy
Finalmente,
P;(0,0) = ¢(0,0)=-36<0 . punto silla
Py(—2,-2) = g(—2,-2) =12 .. minimo relativo
P5(0,—6) = ¢(0,—6) = —4 .. punto silla
Py(—6,0) = g(—6,0)=—4 . punto silla
Ejemplo 2.2.10.
Encontrar los valores extremos de la funcién,
fx,y) = a® +y°
Solucién:
fz =2z Jy =2y

Joz =2 fyy:2

sx=0; y=0= P.0,0)

>

Il
O
oo

’ =4 > 0 por lo tanto es un minimo
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2.2.3. Generalizaciéon del criterio de la segunda derivada
para funciones de n variables.

Sea f(z1,x2,...,z,) diferencial de orden 3 en la vecindad de un punto extremo
(estacionario) ¥y = 21, ..., &p, es decir donde f,, = fz, 0 fz, =0.

Consideremos la segunda diferencial total de f en x,

d2f0:Z foi @y dxi day
k=0

Esta es una forma cuadratica en las variables d, , ..., dx

fm,aﬁ? fz,:cg

n*

SiD=
fxn;x(f fxna'r%

1. Si D es positiva (D > 0) definida se tiene un minimo. (A positivas).
2. Si D es negativa (D < 0) definida se tiene un maximo. (A negativas).

3.S1 D es indefinida no se tiene ni maximo ni minimo.
(A alternadas en signo).

Nota: A cada valor principal )\ elementos de la diagonal de la matriz hessiana,
corresponde una direcciéon principal. si TODAS esas direcciones, emergiendo del
punto, tienen pendiente positiva, es decir, TODOS los valores de A son positivos,
la funcién tendra un MINIMO en el punto considerado, ya que los valores de
la funcién cercanos al punto seran mayores que en el punto mismo. De igual
manera, si TODOS los valores de A son negativos, los valores de la funciéon
cercanos al punto seran menores que en el punto; es decir, la funcién tendra un
MAXIMO en dicho punto. Obviamente, si los signos de A son alternantes, es
decir algunos positivos y otros negativos, el punto critico no sera ni un maximo
ni un minimo.

Ejemplo 2.2.11.

Determinar los puntos criticos de la funcién
f(z,y,2) =222 —xz + 9> +3y° + 22 + 15

e indicar su naturaleza.

Solucion:
Se tiene,

0

0

9 _ 3y* + 6y =0

dy

0

8%; =0 —xr+22=0
Resolviendo,

r=0 y1=0 y2 =0 z=0
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Entonces, los puntos criticos son P(0,0,0) y Q(0,—2,0). A su vez, la matriz
hessiana es,

4 0 ~1
0 (6y+6) 0
~1 0 2

con lo que, en el punto P se tiene

4— )\ 0 -1
0 (6-X 0 |=0
-1 0 2 -\

A =6 Ao =3+V2 Ao=3—-V2

.. hay un minimo P(0,0,0); f(z,y,z) = 15.

Anéalogamente, en @) se tiene

4 — )\ 0 —1
0 (=6-A) 0 |=0
-1 0 2\
A\ = —6 Ao = —3+2 Ao = —3—12

. no hay ni mdximo ni minimo.

Ejemplo 2.2.12.

Determinar mediante el criterio de la segunda derivada, los puntos criticos y los
valores extremos de la funcién,

flx,y,2) =y2 —xy — 202+ yz — 20+ 2y + 22 + 10

Solucion:

Para obtener los puntos criticos,

of
—= —y—2z—2=
I 0 Y z 0
0
—f:0 —r—2y+z+2=0
oy
0
—f:() —2x4+y+2=0
dy
- P(1,0,-1)

fzz:() facyzfl fmz:*Q fyy:2 fzz:() fzyzl

Por otro lado,
0o -1 -2
-1 2 1
-2 1 0
A =4 < 0 Es un punto silla
p(\) =det(H —N) = =X +2\2 +6 — 4

Existen dos o més raices en R®. Por lo tanto, el punto P(1,0,—1) no es ni
MAxrimo ni minimo.
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Ejemplo 2.2.13.

En el golfo de México una compania petrolera tiene 3 plataformas, cuyas
posiciones relativas estan dadas por las coordenadas A(0, 0), B(10, 30) y C(50, 20)
en donde las unidades estan en km.Se requiere instalar una plataforma de
abastecimiento y es necesario determinar su localizacién para que los costos
de transporte sean minimos, si se sabe que el costo total es proporcional a la
suma de los cuadrados de las distancias recorridas.

Solucién:
Considerando que la localizacion de la plataforma esté en el punto P(z,y), se
tiene como funcién a optimizar,

f=2" 49"+ (x —10)* + (y — 30)* + (z — 50)* + (y — 20)?
= 322 + 3y® — 120z — 100y + 3900

De donde,
of
— =0 = 6x—120=0 =20
ox
af*O =6 120=0 _ o0
8y7 Y B y73

50
Se debe colocar la plataforma en el Punto P (20, 3) para que los costos de

transporte sean minimos.

Ejemplo 2.2.14.

Obtener los puntos criticos de la funcion f(x,y,2) = 3 +322 +y? —yz+222+10
e indicar su naturaleza.

Solucion:

Para los puntos criticos, se tiene que

of _

0 =322 4+6x=0

Or

g:O =2y—2=0

dy

g:() =-—-y+42=0

0z

Resolviendo,
z1 =0 To = —2 y=0 z=0

Con lo que P;(0,0,0) y P»(—2,0,0) son los puntos criticos; ahora bien, en cuanto
a su naturaleza, se tiene que

A
1= gz~ Sl
0%z 0?2
Hy = 22 024 —‘ 0 ) =12(z+1)
0xdy  Oy?
(6x+6) 0 0
Hy=| 0 2 —1 |=48(z+1)
0 -1 4
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De donde al evaluar en P;(0,0,0),
Hi=6>0 Hy,=12>0 H3 =48>0

. en P1(0,0,0) hay un minimo.

A su vez, al evaluar en Py(—2,0,0),
H =-6<0 Hy=-12<0 H3; =—-48<0

. en P»(—2,0,0) hay un no hay ni mdximo ni minimo.

Ejemplo 2.2.15.

Determinar, por medio del criterio de la segunda derivada, los puntos criticos y
los valores extremos de la funcion f(z,y) = 223 — y® + 24z — 27Y + 5 sobre la
region limitada por los puntos A(—510), B(—5,—6) y C(8,—6).

Solucion:

Para los puntos criticos, se tiene,

of _

=0 = 62% —24 =0
or
0
or _y = =3y* +27=0
Jy
Resolviendo,
T, =2 Tg = —2 y1 =3 Yo = —3

Entonces P(2,3) ,Q(2,-3), S(-2,3) y T(—2,-3) son los puntos criticos. Sin
embargo, los puntos criticos contenidos en la region R son @, Sy T.
Por otro lado,

122 0
H = = —T2xy
0 —6y
Al evaluar en cada punto critico,
0%z . .
Hg =432 2= 24 hay un minimo relativo = f(2,-3)=-81

2

0°z
Hg = —432 prehe —24 hay un méaximo relativo = f(—2,3) =91
x

Hp = —432 = hay un maximo relativo

Para los valores extremos,

F(—5,10) = —875 = en A hay un minimo absoluto
F(-5,6) =71
F(8,—6) = —891 = en C hay un méaximo absoluto
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Ejemplo 2.2.16.

Encontrar los valores extremos y naturaleza de la funcion: f(z,y) = 2*+z2y+y>.

Solucién:
Encontrando los puntos criticos,

fr =423+ 22y =0
_ 2 _
fyfx;rQy—O — P(0,0)

x 2
y:f?y&r =0x=0y=0

00
faxl, =0, fyyl,=2;  fay|,=0; A=’02‘=0

No aplica el criterio de la segunda derivada. Pero f(z,y) = (x2 + yz) — 2%y

y<0 f(z,y) >0
y>0 fl@y)=a*+2%y+y*>0

.. P es un minimo

Ejemplo 2.2.17.

Sea
flz,y) = ay® — zy® + cay

1. Obtener puntos criticos.
2. Determinar su naturaleza.

3. ;Qué valores de a y ¢ son necesarios para que uno de los puntos sea
P(15,5)7

Soluciéon:

1.

of _ o _
%——y +cy=0

0
—f=3ay2—2xy—|—cm=0
Ox

2. Resolviendo el sistema, se obtienen P;(0,0) y P»(3ac,c) los cuales son
puntos silla.

3. La restriccion es que si ¢ = 15, y = 5 sustituyendo estos valores en el
sistema de ecuaciones resulta que a=1y ¢ = 5.

Ejemplo 2.2.18.

Obtener los puntos criticos y determinar la naturaleza de los mismos.

f(w7y72):x3+3$2+y2_y2+222+10
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Solucién: Para obtener los puntos criticos

=322 +6x=0

fy=2y—2=0
fr=—y+42=0
Resolviendo, z; = 0, x9 = —2, y = z = 0. Entonces los puntos criticos son:

P1(07070) y P2(_27050)'

Y utilizando el criterio de la segunda derivada

fzz:4 fyz:_lzfzy
conduce a la matriz Hessiana,
6x+6 0 O
0 -1 4
Evaluando en P; y P, tenemos que,
Py(0,0,0) A =42 . P, es minimo
Py(—2,0,0) A = —42 . P no es maximo ni minimo

Ejemplo 2.2.19.

La temperatura de una regiéon en °C esta dada por,
T(x,y,2) =10(22> +y* —y + 2° + 2)

Obtener las coordenadas de los puntos mas calientes y frios, asi como la
temperatura en los mismos.

Solucion:
z=0
T,=40z =0 1
Ty =20y—-10=0 = ¥=35
T,=20z+10=0 1
Z = —5
Por tanto el punto critico es P (0, %, —%) Usando el criterio de la segunda
derivada:
T, =40
Tyy =20 Ty =Ty =T =T, =Ty, =T,y =0
T,.=20
Conduce a la matriz Hessiana,
40 — A 0 0
H = 0 20— A 0
0 0 20 — A
Desarrollando el determinante, se obtiene
A1 =140
A>0, froo >0
A2,3 =20

1

Por lo tanto tenemos un minimo en P (O, 5

critico sera de —5°C.

—%) y la temperatura en el punto
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2.2.4. Maximos y minimos con restricciones. Multiplicadores

de Lagrange.

Supongase que queremos maximizar o minimizar una funcion f (x,y) sujeta
a cierta restriccion o condicion. Por ejemplo, maximizar f (z,y) sujeta a la
condicion de que P(z,y) satisfaga la ecuacion g (x,y) = c.

Consideremos la grafica de una funcion f (z,y)

z=f(x,y)

Punto en x2 + y2,
donde f es maximo
Figura 2.6.

En la figura, el maximo absoluto existe en A(0,0); sin embargo, buscamos el
maximo de f (z,y) cuando P (z,y) pertenece al circulo unitario limitado por la
circunferencia 2% 4+ y2 = 1.

El cilindro sobre z? + y? = 1 interseca la gréafica z = f (z,y) en una curva que
yace sobre la grafica. El problema de maximizar o minimizar la funcion f (x,y)
sujeta a la restriccion 2 + y> = 1, es encontrar los puntos sobre esa curva
donde z sea un méaximo o minimo. Estos puntos reciben el nombre de mdzrimos
Yy minimos restringidos.

Puntos criticos para maximos y minimos restringidos.

Sean  f(z,y) vy g¢g(z,y) funciones diferenciables de dos variables.
Supongamos que f (z,y) cuando esta restringida a la curva de nivel C' definida
por g (z,y) = c tiene un punto critico en P, (xo,y0) y que Vg (zo,y0) # 0 .
Entonces, existird un nimero A, tal que V f (zo,y0) = AVg (20, y0)-

Si A # 0, significa que las curvas de nivel de [ (x,y) vy ¢(x,y) que pasan
por P.(xo,yo) tienen la misma tangente en P, (z¢,y0) . Es decir, los vectores
Vi(zo,y0) vy Veg(xo,y0) son paralelos, y para cierto valor de A, serin
colineales sobre la curva de nivel C.

Para encontrar un méaximo o minimo de f (z,y) sobre la curva de nivel C,
buscamos los puntos P. (xg,yo) sobre C' para los cuales exista una constante A
(Namada multiplicador de Lagrange), tal que V f (xo,y0) = A\g (%o, yo)-
Entonces, habra que resolver las ecuaciones simultaneas

0 15)
%(x,y) = /\i(x,y)

B) B)
62(%.1;) = /\8*5(9:7,?;)

g(x,y)=C
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para las tres incognitas x, y, A. Una vez encontrados los valores P, (x,y) para los
cuales se satisfaga el sistema de ecuaciones, se evalia f (x,y) para esos puntos
a fin de obtener una serie de valores f (x1,y1), f (z2,y2)... Si C es una curva
cerrada, el minimo absoluto sera el valor mas pequeno y el maximo seré el valor
mas grande.

2.2.5. Maximos y minimos con restricciones y
multiplicadores de Lagrange para funciones de dos
variables.

El problema en dos dimensiones (en el plano), se reduce a encontrar los valores

estacionarios de la funcion f(x,y) cuando las dos variables x,y no son

mutuamente independientes sino que estdn relacionadas por medio de una

condicion subsidiaria ¢(z, y) = 0. Geométricamente sea ¢(x, y) = 0 una curva en
el plano z,y y que la familia de curvas f (z,y) = ¢ cubre una posicion en el plano.

Sea el punto P el valor extremo donde las tangentes tendréan el mismo valor.
Asi, en dicho punto, fx: fy = ¢x : ¢y o bien V f : V¢, separando variables

fe _ oy

oxr [y
obviamente el lado izquierdo y el derecho s6lo pueden ser iguales a una constante.
Sea A dicha constante, entonces:

Vf=Vo¢
fy = Ady
Arreglando:
fr+ Aoz =0
fy+ Aoy =0
y ademas:
Pz, y) =0

la constante A recibe el nombre de multiplicador de Lagrange

Regla de Lagrange para funciones de dos variables.

Para encontrar los valores extremos de la funcion f(z,y) sujeta a la condicion
subsidiaria ¢(xz,y) = 0, se introduce el multiplicador desconocido A
independiente de x y ¥y se escriben las condiciones necesarias conocidas.

fr+ Aoz =0

fy+ Aoy =0

en conjuncion con la condicion subsidiaria ¢ = 0. Notesé que para convertir un
problema de maximos y minimos para funciones de dos variables, sujetas a una
restricciéon entre ellas, conviene convertir el problema al calculo de maximos y
minimos de una funcion de TRES variables SIN RESTRICCIONES. Para ello,
introduzcamos una nueva funcion llamada de Lagrange o complementaria, tal
que incluya al multiplicador como variable.
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Sea F' = f+ \¢ dicha funcién. Obviamente, los valores extremos de esta funciéon
seran los mismos que los valores extremos de la funcion original f(x,y) ya que
Ao(z,y). Es decir, se esta creando una nueva funcion, ahora de tres variables
(al incluir A), y hemos eliminado virtualmente la restriccion. El problema se ha
reducido a encontrar los valores extremos de una funcién de tres variables sin
restricciones; pero, ademaés, esa tercera variable es realmente una constante. Es
decir, dada la funcion f(x,y) cuyos valores extremos se quieren obtener sujetos
a la condicion subsidiaria ¢(z,y) = 0, se introduce la funcién de Lagrange
F(z,y,\) = f(z,y)+Ao(z,y) donde X es el multiplicador de Lagrange y )o(x, y)
es la funcion restriccién. Ahora se procede a calcular los valores extremos de F'
como si fuera un problema de méximos y minimos sin restricciones. Es decir,
los puntos criticos seran las soluciones al sistema de ecuaciones,

F,=0 Fy=0 F,=0 F\=0
Siendo F = 0 equivalente a la restriccion ¢(z,y) = 0. Notese que no es necesario

resolver explicitamente para A a menos que simplifique la obtencion de los valores
de las variables para los puntos criticos.

Ejemplo 2.2.20.

Encontrar los valores extremos de f (z,y) = 22 —y? a lo largo del circulo unitario
centrado en el origen del plano x,y.

Solucion:

La curva C sera g (z,y) = 22 +y? = 1. La funcién es f (z,y) = 22 —y?. Mediante
el método de multiplicadores de Lagrange, buscamos valores de x, y, A tales que

fa: (CL‘, y) = Az (:my)
Ty (z,y) = Agy (z,9)

g(z,y)=1
Es decir,
2x = A2z (1)
—2y = A2y (2)
2?4y =1 (3)
De (1) obtenemos
xr=0 Xx=1

Si =0, de la ecuacion (3) y = £1 y de la ecuacion (2) se obtiene A = —1.
Si A =1entonces y =0 a==x1 .Los puntos criticos elegibles son

A(x,y) = A12(0,+£1)  con A= -1
B(z,y) = B34 (£1,0) con A=1

El valor maximo serd 1 y el minimo sera -1.
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Ejemplo 2.2.21.
Encontrar los puntos méas cercanos al origen sobre el cilindro
z2—22—1=0.
Solucién:
La distancia entre los puntos es:
r? = f(z,y,2) = x? +y? + 2°

Entonces, habra que buscar el minimo de f (z,y,2) = 2% + y? + 22 con la
restriccion de que 22 — 22 — 1 = 0. Es decir,

flwy,2) =2 +y* + 2°
g(x,y,z):$2722*1

Por lo tanto,

2r = A2z (1)
2y =10 (2)
2z = \(—2z) 3)

De la superficie del cilindro, concluimos que ningin punto de la misma tiene
como abscisa & = 0. Luego de la ecuacion (1), se obtiene que A = 1. La ecuacion
(2) se satisface cuando y = 0 y de la ecuacion (3) necesariamente z = 0. Asi, los
puntos criticos elegibles son A; 2(z1,2,0,0).

2

Como el punto debe estar sobre la superficie 22 — 22 = 1, entonces

2-02=1 = z2=1 = zx=4=1

Los puntos del cilindro més cercano al origen son A; (1,0,0) y A2(—1,0,0).

Ejemplo 2.2.22.

Encontrar los valores maximos y minimos de la funciéon f (x,y) = zy sobre la
2 2

. Y
lipse —+ ——1=0.
elipse 8+2

Solucion:
flxy) = o
x Yy
= — e —] 1
Ecuaciones:
A
Y= Zx (1)
T =Ny (2)
2 2
I A 3
st 3 (3)
Al resolver (1) y (2), se tiene que
A A2
y:Z(/\y):Zy = y=0 A=42
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NOTAS

Caso 1: Siy = 0, entonces x = y = 0 pero el punto A(0,0) no esta sobre la
elipse, luego y # 0.

Caso 2: Siy #0, A=+£2 x =232y . Al sustituir los valores en la ecuacién
g (x,y) = 0, se obtiene

+2y)° 2
(Sy) +%:1 = 42 +492=8 = y==I

La funciéon f (x,y) = ay toma sus valores extremos sobre la elipse en los
puntos C(£2,1) D (£2,—1) y dichos valores son zy =2y zy = —2.

Ejemplo 2.2.23.

Calcular, por el método de los multiplicadores de Lagrange, las cotas maxima
y minima de la curva.

T2 + y2 = 50; r+y+z=12

Solucién: La funcion objetivo es f (z,y, 2) = z, de donde la funcién de Lagrange

es
L:z+)\1(w2+y2—50)—|—)\2($+y+x—12)
Asi,

oL
oL _, 21 + Ay =0 2)
ay* YA 2 =
oL _, 14X =0 (3)
0z 27
oL 9 9
_— — — 4
5y =" 22412 —50 =0 (4)
0L ) )
=" 22 +y* — 50 =0 (5)

de (1), (2) v (3), se obtiene

y=x (6)
al sustituir (6) en (4), se tiene
222 —50 =0 (7)
T, =05; To =—5

con (6) y (7) en (5), se obtiene el resultado

5+56+2z—-12=0 = 21 = 2, cota minima
—5—-50+2z—-12=0 = 2o = 22, cota maxima
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Ejemplo 2.2.24.

Se desea construir una caja rectangular, abierta en la parte superior, y que
contenga 256 (cm?) de arena. Utilizar multiplicadores de Lagrange para obtener
las dimensiones de la caja de tal forma que su érea sea minima.

Solucion:

La funcién objetivo a minimizar es el drea a = xy + 2zz + 2yz.
Mientras que la funcién restriccion sera el volumen V' = zyz = 256.
De la ecuacion de Lagrange,

f(x,y,2) = zy + 2x2 + 2yz — A(wyz — 256)

Los detalles se dejan al lector pero obviamente z =y = 8cm y z = 4em

Ejemplo 2.2.25.

Encontrar los valores extremos de sobre el circulo unitario con centro en el
origen: 22 +y? =1

Solucion:
Sea,

f(x,y) = zy la funciéon objetivo.

¢(x,y) = 2% + y* — 1 = 0 la restriccion.
Asi, la funcion de Lagrange sera

Desarrollan

F,=0 y+2x=0
F,=0 x+2\y=0
F,=0 4y —1=0

1 1 1 1 1
= — = — = —— = —— T,Yy) = — maximo
vz T i vma =g
1 1 1 1 ) L
r=— — ; T = — = —— r,y) = —= minimo
vz e i T YT
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NOTAS

2.2.6. Generalizacion del método de multiplicadores de
Lagrange para funciones de mas de dos variables.

Busquemos los valores extremos de la funcién :

v:f(x,y,z,t) (1)

Sujetando las variables a las condiciéon subsidiarias

¢(.’E,y,2’,t) =0 (P(xayazvt) =0 (2)

Se busca el punto P(£,7,(,d) donde la funciéon f tome un valor extremo cuando
se compare con los valores en todos los puntos vecinos que satisfacen las
condiciones subsidiarias.

Tendremos que suponer que dos de las variables, digamos z y ¢ sean funciones
implicitas (que se puedan representar como una funcion de las otras dos = y y
por medio de la ecuacion (2). Asi, el jacobiano en el punto P tendra que ser
distinto de cero.

(¢v ¢) _ ¢z th 8 (¢a d)) o o

(Z, t) - wz wt 7é 07 B (Z, t) - szdjt d)th 7& 0 (3)
Representamos entonces las funciones como:

z=g(z,y) y t=h(z,y) (4)

y sustituyendo en la funcién v o f(z,y, z,t), la funcion tendra un valor extremo
en r = &,y = n cuando sus dos derivadas parciales se anaden en el punto P, es
decir :

fac + fz + ft
fy + fz + ft
) dz 0z Ot Ot
Las cuatro derivadas 3750 By o 8 se obtienen de las condiciones subsidiarias:
¢x + ¢z + ¢t =0

wy+¢z +wt :0
¢y+¢z +¢t :0 (5)

@Dy'f'wz +1/)t :0

a resolver sabiendo que J es distinto de cero.
En lugar de lo anterior, se introducen dos multiplicadores A y p tales que:

fe+v0+pp. =0
fi + v + ppg =0 (6)
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Ahora, se multiplican las ecuaciones (6) por [ y m respectivamente, y se suman
a la ecuacion (5) dando por resultado

0z ot
9 ot
Ty Ayt + (fy 20y 1) o (o A+ i) =0

en forma simétrica

fm+)\¢z+ﬂwm =0
fy + Ay + iy =0 (7)

En resumen, si el punto P(&,7,(,0) es un extremo de la funcion f(z,y,z,t)
sujeto a las codiciones subsidarias

¢<x7y7z7t) =0
w(x7y7 Z7t) = 0
9(¢,9)
0 (z,1)

tal que en el punto P(£,7,(,d) se cumplen las ecuaciones;

y si en ese punto el jacobiano

# 0, entonces existen los nameros Ay p

fo+ 700+ pp, =0
fy+7¢y+ﬂ§0y:0
e+ 90 +pp. =0
Jt+70¢ + ppr =0

y las condiciones,

gb(as,y,z,t) =0
@(x’y7z7t)zo
En general, si en una funcion v = f(x1,x9,23,...,o,) las variables

ri,T3,3,...,, No son independientes sino que estan relacionadas por m
condiciones (m < n).

fn = ('1:17'1:27x37"'7xn) = 0

Entonces, se introducen m multiplicadores A1, As, ..., A\, y se igualan con las
derivadas de la funcion F = f + A\id1 + Ao + ... + A, son constantes. Las
ecuaciones

oF OF
871'1_0 E—O

Asi obtenidas, junto con la condiciones subsidiarias

¢1:O7"'7¢m:0

Forman un sistema de m + n ecuaciones con n + m incognitas. Estas ecuaciones
se deben cumplir para cualquier punto extremo de f a menos que todos los
jacobianos de las m funciones ¢1, ..., ¢, conrespectoalasvariablesry, o, ..., Ty
sean iguales a cero.
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2.2.7. Calculo de variaciones y multiplicadores de Lagrange.

Valor estacionario. Es el valor de la razén de cambio de la funcion, toda direcciéon
posible desde ese punto es cero, Vf = 0 (nota: la funcion puede ser, y lo es en
muchos casos, una integral).

Sea la funcion F = f(p1, 42, ..., in )enn dimensiones (diferenciable). Al explorar
la vecindad de un punto de esa funcién, se llama wvariacion a un cambio
infinitesimal. Si el cambio es provocado se llama virtual.

Primera Variacion:La condicidén necesaria y suficiente para que una funcion F
de n variables tenga un valor estacionario en un punto P, es que las n derivadas
parciales de F' con respecto a las n variables sean cero en el punto P.

Segunda Variacion: Haciendo una variacion virtual del sistema de coordenadas,
examinemos la variacién de la funciéon expandiendo en serie. Sea un parimetro
pequeno ¢, tal que la funcién cambie a:

AF = F(pu1 +eaq, o + €, ooy iy + ) — F(p1, oy ooy fin)

expandiendo en series :

n 2

" OF 1 O’F
AF =¢ —ak+ =& ——atak + ...
kZ:l Opug 2 12;1 OO,

Si F' tiene un valor estacionario el primer término es cero y nos queda el segundo,
el cual recibe el nombre de segunda variaciéon de F'.

1 2 2 2 - aZF ;
AF = _0°F donde O°F =¢ Z ———wiak
2 = OO,
i,k=1
Si 62F > 0 para todos los valores a; tales que la suma de los cuadrados sea 1,
entonces F' aumenta en cualquier direccién cercana a P, (minimo). Si §*F > 0
(maximo) F' disminuye en cualquier direccion.

Una vez que se tiene un valor estacionario, el criterio para un extremo depende de
la segunda variacién. Si dicha variacion es positiva para cualquier
desplazamiento virtual el punto es minimo. Si es negativo es un méximo. Si
el signo de la segunda variacion es (+) y (-) para distintos desplazamientos, la
funcién no tiene un valor extremo en el punto.

Condiciones Auxiliares: El método de Lagrange

Si la configuraciéon espacial del punto P estd restringida a menos de n
dimensiones, dichas condiciones de restricciéon se llaman auxiliares. Si no hay
restricciones se tiene un problema de variaciones libre. El sistema de Lagrange
de multiplicadores indeterminados preserva la simetria de las variaciones sin
eliminarlas y reduce el problema a uno de variaciones libres.

En lugar de considerar OF = 0 , consideramos OF + AJF = 0. En lugar de
poner la primera variacion de F igual a cero, modificamos F' a: FF = F + AF'y
ponemos su primera variaciéon igual a cero para variaciones aleatorias de uy.
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Asi, continuamos el problema al de variaciones estacionarias para la funcién
modificada F' = F + A1 f1 + ... + A\, fim despreciando las condiciones auxiliares
sustituyendo en un problema de variaciones libres.

En resumen

El método de multiplicadores de Lagrange reduce un problema con condiciones
auxiliares a un problema de variaciones libres sin restricciones.

Se modifica la funcién F' la cual debe ser estacionaria, al sumarla en los lados
izquierdos de las condiciones auxiliares multiplicadas por un factor
indeterminado A. El problema se trata, ahora, como un problema de variaciones
libres determinando las incégnitas y los valores de .

Ejemplo 2.2.26.

Determine los valores extremos de F(xz,y,z) = x3y?2 sujeta a las restricciones
T+y+2=6;2>0,y>0y2>0.

Solucion:

Sea F = F + \f donde F(z,y,2) = 2%y%2, f=a0+y+2-6=0

F=2%%24+ XNz +y+2—06)

F, =32%%24+)=0 (1)
F,=22%y24+ A =0 (2)
F.=23%?+X=0 (3)
Fx=z+y+2—-6=0 (4)
A
de (3): y% = —sen (1)
5 A 3z
37| ——= | z2+A=0 —— ==X =z =3z
x x
3 A
de (3): x :fEen (2)
A 2z
2 —? yz+A=0 ;—1:0 =y=2z

en (4):324+224+2—-6=0;6z2—6=0 =>2z2=1

El valor extremo de F' esta en P(3,2,1) y se trata de un méximo.
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Ejemplo 2.2.27.

Obtener los puntos criticos y la naturaleza de los mismos para la funcién:

z=f(z,y,2) =2 +y° +3y* =32 — 9y + 2

Solucién:

1’1:1 Igifl y1:1 y2:73

fo=32%-3 fy=3y"+6y—9

f1¢:6$ fyy:6y+6 faLyZO

Pl(lvl) P2(1773) P3(7171) P4(71a73)
6x 0
A—‘ 0 6y+6’—36xy+363:—36:r(y+1)

Punto faz fyy D Tipo Valor
Pi(1,1) 6 12 72 Minimo -5
P5(1,3) 6 —12 | =72 | Punto silla 27
P5(—1,1) —6 12 —72 | Punto silla -1
Py(—1,-3) —6 —12 | 72 Maéaximo =31

Ejemplo 2.2.28.

Obtener el valor de la cota extrema de la curva C' en la funciéon f(z,y, z) = z:

C:{x2+y2—z:0

r+y—2=0
Solucion:
. =2+ y*—2z=0
Restricciones : o=z ty—2=0
luego :

F=z4+X+pup=0
F=z4+ M2 4+9y*—2)+pulz+y—2)=0

F,=0: 22+ p=0 (1)
F,=0: 22w +pu=0 (2)
F,=0: 1-A=0 (3)
Fy=0: Pty —2=0 (4)
F,=0: r+y—2=0 (5)

Al despejar A de (3), tenemos A = 1

2v+p=0

2yt p=0" y=z; 20—-2=0=x=1

finalmente, z = 2, el cual es la cota extrema de la curva C.
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Ejemplo 2.2.29.

2

Hallar el maximo de la funcién f(x,y,2) = x%y?2? sujeto a la condicion

subsidiaria 2% + y? + 22 = 2.

Solucion:

Solo hay una condicion subsidiaria, entonces solo es necesario un multiplicador
de Lagrange. Asi,

F=f4+Xp
$F2x2y222+)\(:c2+y2+22 702)
derivando se obtiene
F, = 2:cy222 +22\x =0
F, =22%yz? +2\y =0
F, =222z +2 2 =0
Fx=2>+y>+22-c2=0

Obviamente con las soluciones triviales © = y = z = 0 no puede haber un
méximo, dando por resultado el valor minimo de la funcion, es decir F = 0.

Las otras soluciones son

2’ + 22 =0= A= —z*

y al usar la condicién subsidiaria

c c c
r=+t— Yy=+t— z==

V3 V3 V3

s &4 L
V3 V3 V3

6
c
Para esos valores F' = o es el maximo.

se obtiene que ( ) son las coordenadas requeridas.

Consecuencia: La media geométrica de tres ntimeros positivos nunca es mayor
que la media aritmética; es decir

Ejemplo 2.2.30.

Una cadena de supermercados desea poner una bodega para abastecer a tres
de sus tiendas. El primer supermercado se sittia 5 km. al norte del segundo, y
este se localiza a 8 km. al oeste del tercero. Los analistas de costos de la cadena
han calculado que sus costos de transporte son proporcionales al cuadrado de
la distancia recorrida. Si el segundo supermercado se localiza en el origen del
sistema coordenado, determinar en que lugar se debe construir la bodega de
abastecimiento a fin de minimizar los costos de transporte.
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Solucion:

Sea C(z,y) el punto donde se construye la bodega

o= (r—0>+(y—5*=2+y*—10y+25
dpc = a® +y°
e = (x—8)? +y* = 2% — 162 + 64 + y*

puesto que la funcién de costos U es proporcional a la suma de los cuadrados
de las distancias , se tiene la condicion AU = 0, si k es una constante de

proporcionalidad,
v _ k(6 16) =0
dr v n
o _ k(6 16) =0
oy Y B
. . 8 5 . 85
la solucién del sistema es z = 3 Yy = 3 luego el punto 6ptimo es C' 33

Ejemplo 2.2.31.

Se requiere construir una caja sin tapa y en forma de paralelepipedo . Se dispone
de 1 m? de cartén. Determinar las dimensiones de la caja que proporcionen el
volumen méximo. (despreciar dobleces).

Solucion:

Funcién: Volumen; V = zyz
Restriccion: Area; A = 2zy + 2x2 4+ 202 +yz = 1

F=xyz=V
R=2xy2xz+yz—1=0
L=xyz—V+M2zy+222+yz—1)=0

g—i:yz+2)\x+2>\zio (1)
%:m+2xx+m:0 (2)
%:xy+2)\z+)\y:0 (3)
De (1) = A = _zy?sz (4)
De (2) = A= —2;_7_2 (5)
De (3) = A= — %ﬁy (6)
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De (4) y (5)
xz(2y + 22) = yz(2z + 2)
y =2
De (5) y (6)
zz(2x +y) = zy(2z + 2)
y==z
Al sustituir en R,
1
2., .2, 2 2
Fi =1 32 =1 =+—
Y Y ) Y ) /3
1 1 1
y=-—=m z=—=m rT=—=m

El valor maximo del volumen es V = ——m

Ejemplo 2.2.32.

Dado el nimero 120, encontrar tres nimeros tales que su suma sea 120 y la
suma de los productos de cada dos de ellos sea maximo.

Solucion:

Sean x,y, z los nameros
z+y+2z=120 (1)

ry+rz+yz=M (2)

de (1)
z=120—x —vy
al sustituir en (2), se obtiene
zy+ (1200—z—y)(z+y) =M
y al resolver se llega a
120z + 120y — 2% — zy — y* = M(x,y)
oM

S 120-20—y=0
Ox Ty

Los puntos criticos estan

120 -2z —y =0

oM

—=120—-2y —x =0

dy

120—-2y—z=0 (3)

y resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene ; y = 40
Al sustituir este valor en (3), se obtiene; x = 40
y sustituyendo z y y en (1); z = 40

Por lo tanto los valores encontrados en x,y, z determinan el valor maximo.
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Ejemplo 2.2.33.

Calcular mediante multiplicadores de Lagrange las cotas méximas y minimas
de la curva f(z,y,z) = 0 con las restriccion,

2% +y* = 32 (1)
r+y+z=10 (2)

Solucién:
La funcién cota es f(z,y,z) = z
La restriccion es x +y +2z — 10 =0y 22 + y? = 32
La funcion auxiliar de Lagrange es
F:z+)\(x2+y2—32) +pu(zr+y+z—10)
Los puntos criticos son:

F,=2xA+pu=0
Fy=2yA+p=0
F.=14+up=0
Fy=2>+¢y*-32=0
Fo=2+y+2-10=0

Al resolver el sistema se tiene; x =y
y sustituyendo en (1); x = +4; y = +4
Finalmente al sustituir en (2) ; 21 = 2 cota minima ; z3 = 18 cota maxima.
Ejemplo 2.2.34.
Obtener el valor de la cota extrema de la curva
C: 2>+’ —2=024y—-2=0
Solucioén:

Funcién: z(z,y) = 22 + 3>
Restriccion: R=x+y — 2

Resolviendo,
F=x>+y*+A(z+y—-2)=0
Fp,=2x4+X=0 (1)
Fy=2y+X=0 (2)
Fy\=2z4+y—-2=0 (3)
de (1), A = -2z

Sustituyendo en (2) ,tenemos z = y y sustituyendoen (3) x =1=1y
sustituyendo estos valores en la funcion z(z,y) = 12+ 12 = 2 el valor de la cota
es igual a 2.
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Ejemplo 2.2.35.

Utilizar los multiplicadores de Lagrange para determinar los semiejes de la elipse
con centro en el origen, cuya ecuacion es

5% — 6xy +5y°> —32=0
Solucion:

Los semiejes corresponden a la distancia al origen , minima o méaxima, de los
puntos de la elipse.

Asi: d = /22 + 32 o bien, D = 2% + ¢?
Como restriccion se tiene 522 — 6zy + 5y% — 32 =0

Y por lo tanto la funcién de Lagrange es

F =22 +y* + \(52? — 62y + 5y* — 32)

Donde,
L, =2z + X(10z —6y) =0 (1)
Ly=2y+ A(—6zx+10y) =0 (2)
Ly =52% —6xy +5y° —32=0 (3)
De (1) y (2)
z Y

:5x—3y:5y—3$

Sy==x (4)
=Sy=- (5)

Al sustituir (4) en (3), se obtiene

2
422 — 32 =0 donde v = +—
V2

2 2 2 2
P ()
y sustituyendo (5) en (3) 1622 — 32 = 0 donde z = +v/2
R(v2,-v2),Q (-v2,v2)

Por dltimo, los semi-ejes estan dados por

donde O(0, 0).
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Ejemplo 2.2.36.

Utilizando el método de Lagrange obtener las dimensiones del rectangulo de
mayor perimetro que se puede inscribir en la elipse de ecuacién: 2 + 2y? = 1
considerando que = y y estan en metros.

Solucién:
Funciéon: P = 4x + 4y Restriccion: R = 2?2 + 2y — 1
L=dz+4y—P+X(2*+2y>-1) =0

Ly=4+2\x=0
Ly=4+4\y=0
Ly=2>4+2y2-1=0

Tenemos,

A=——  A=--
z Y

Igualando , obtenemos =z = 2y
1
Sustituyendo en R se obtiene: 1 = 6y2 ; y = +—
Y Yy 5y NG
1 2
V6 V6

por lo tanto el punto critico sera: P, (
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Cap 2. Valores Extremos

2.3. Resumen Capitulo 2.Valores extremos para funciones de dos
o mas variables.

Maximos y minimos para funciones de dos variables.

Definiciones.

Sea f (x,y) una funcion de dos variables. Se dice que Py (zg, o) es un minimo
local o relativo de f, si existe un disco de radio positivo alrededor de Py (xo, o),
tal que f (x,y) > f(x0,90) ¥ (z,y) € al disco.

Similarmente, si f (x,y) < f (zo,y0) en el disco, se dice que Py (xg,yo) es un
mdzximo local o relativo de f.

Un punto que sea local maximo o local minimo se llama un extremo local.
El punto Py (xg,yo) es un punto critico de f (z,y) si,

fw ($07y0) = fy (l‘OyyO) =0.

Es decir que el plano tangente a la grafica z = f (x,y) en Py (20, yo) es horizontal.
Esto significa que cualquier mdximo o minimo es un punto critico.

Para hallar los maximos o minimos locales o relativos de z = f (z,y) se localizan
primero los puntos criticos. Obviamente, para cualquier punto critico el
gradiente Vf = f,i+ f,j es cero.

Criterio de la segunda derivada:

Si z = f(x,y) tiene derivadas continuas hasta el tercer orden y si P, (zg, o) es
un punto critico de f , definimos el discriminante:

A =D = [foz (z0,%0)] [fyy (w0, 40)] — [focy (5507110)]2

o bien

D =
fl’y fyy

1. SiD >0y fer (xo,y0) >0, P.(x0,y0) es un minimo local de f.
2. 81D >0y fee(x0,y0) <0, P.(x0,y0) es un miximo local de f.

3. 81D <0, P.(x0,y0) es un punto silla de f.

4. Si D=0 El criterio es inconcluso, por lo que es necesario examinar de otra
forma el comportamiento de f en (xq,yo)-
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Resumen

NOTAS

Regla de Lagrange para funciones de dos variables.

Para encontrar los valores extremos de la funciéon f(z,y) sujeta a la condicion
subsidiaria ¢(xz,y) = 0, se introduce el multiplicador desconocido A
independiente de x y y se escriben las condiciones necesarias conocidas

fr+ Aoz =0

Jy+Xioy=0

en conjuncion con la condicién subsidiaria ¢ = 0.

Se introduce una nueva funciéon llamada de Lagrange o complementaria, tal que
incluya al multiplicador como variable. Sea F' = f + A¢ dicha funcion. Es decir,

F(CE,y7)\) = f(a:,y) +)\¢(l’,y)

donde A es el multiplicador de Lagrange y ¢ (z,y) es la funcion restriccion. Los
puntos criticos seréan las soluciones al sistema de ecuaciones:

F,=0 F,=0 F.=0 Fy\=0

Siendo F) = 0 equivalente a la restriccion ¢ (z,y) = 0. Notese que no es necesario
resolver explicitamente para A a menos que simplifique la obtencién de los valores
de las variables para los puntos criticos.

Multiplicadores de Lagrange para funciones de mas de dos variables.

En general, si en una funcion p = f(z1, 22, x3, ..., T, ) las variables x1, 23,
T3, ..., Tn N0 son independientes sino que estan relacionadas por m condiciones
subsidiarias (m < n).

fl = f(Il,I27I37...7I’n) =0
f2 = f($17x27x3a'“71'n) =0

entonces, se introducen m multiplicadores A1, Ao, ..., A, ¥ se igualan con las
derivadas de la funciéon
F = .f + >\1f1 + )\2f2 + ...+ )\WlfﬂL'

con respecto a x1, T3, 3, ..., L, cuando A1, As, ..., A, son constantes.
Las ecuaciones

oF oF
— =0 ... — =0
o0x1 oxy,
asi obtenidas, junto con las condiciones subsidiarias
p1=0 ... ¢m =0

forman un sistema de (m 4+ n) ecuaciones con (n+m) incognitas. Estas
ecuaciones se deben cumplir para cualquier punto extremo de f a menos que
todos los jacobianos de las m funciones ¢1, ...., ¢,, con respecto a las variables
x1, 9,3, ..., Ty Sean iguales a cero.
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Cap 2. Valores Extremos

2.4. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 2.1.

Obtener los puntos maximos y minimos absolutos de la funcién
flay,2) = —a® —y* =2 +ay +y +1

sujeta a la restriccion

2?4y <1
Solucién:
Para los puntos criticos
0
—f =0,-2z+2=0
L)%
PO,*,O 7:0,—2 1:0
0,5,0) 9y Y+

0
872 =0,z —-22z=0

Como puede observarse se cumple la restriccion para la parte menor que

1
04+-+0<1
+40<

Ahora, para saber que tipo de punto es, se obtiene los valores caracteristicos de
la matriz hessiana.

(—2-)) 0 1
0= 0 (—2-)) 0 =0
1 0 (—2- )

1
(2= +1)(A+3) = 0 = maximo en p f(0, 2 0) = 1.25 Por otra parte,

considerando la restriccion en la igualdad, se tiene como ecuacion de Lagrange
a
L=-2—y" -2 +ay+y+1-Aa®+y* +22 - 1)

de donde
8L*0 2 22\ =0 1
e , —2T + 2+ 20A = (1)
dy
—=0,-2 14+2yA =0 2
5= Oyl 2y (2)
O e 9:42:M=0 3
o T ZtazA= (3)
oA\
%:0,1’2—1—;1/24—22—1:0 (4)
de (1) y (3)
)\727299730722 B 5
T o T 22 TEST (5)
)\_z—2x_x—2z B 6
T 2 T 22 TESTT (6)
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

de (1) y (2)
_A:z;xzx:xgzy:yzzx -
(5) en (5)
y=1 (8)
(6) en (7)
y=-1 (9)

22+1422-1=0, =0
2?+1+422-1=0, z=0

z=0

Por lo tanto se tienen dos puntos criticos Q(0.1.0) y R(0,—1,0).
Valuando la funciéon
£(0,1,0) = 1, méaximo

f(0,-1,0) = 1, minimo

Finalmente, el minimo absoluto esta en R y el maximo absoluto esta en P

Ejercicio 2.2.

Determinar las coordenadas del punto del plano
ar+by+cz=d; a,bc,deR
que queda mas cerca del origen.

Solucion:

Puesto que puede optimizarse la funciéon distancia a su cuadrado, sujeta a
la restriccién dada , se tiene

L=x*+y* +22+oy+y+1—Naz+by+cz—d)

de donde
8L—02 A=0 1
%_ y 4 — A = ()
dy
0 22— ex=0 3
%_ y 42 — CA = ()
7))
%:O,f(ax+by+czfd):0 (4)
de (1) y (2)

Baltasar Mena 93



NOTAS

Cap 2. Valores Extremos

2 2 b
)\:—x:—y, yzfx
b a
de (1) y (3)
2 2
aoE_Wo e
b a
(5) v (6) en (4)
b2 c? ad
ar + —x + —r =d, R Sy R
7’:1:77 en(5)
bd
Y 2 2 2
a?+b%+c
77:r77 en(6)
B cd
a2+ b2+ 2

Ejercicio 2.3.

Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion

1
f(177y,2’) == 1+x—2y—22+y2+22_§x3
Solucion:

Para los puntos criticos

0
—f:(),l—:z:z:O, r+1
Oox
0
P(lvlal)a Q(ila:l?l) lzo, —2y+1:0, Yy = 1
oy
of
— = =1
9% 0,z

Para la naturaleza
-2 0 0
H|P: 0 2 0 =\ =2 )\2:>\3:2
0 0 2

= no hay maximo ni minimo

S M =A=X3=2

=
Q
Il
cow

0
2
0

N OO

= hay un minimo
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 2.4.

Determinar la o las posiciones de equilibrio estable (de potencial minimo) para
el potencial V' = mgz (m y g son constantes) si un punto material con masa m

esta restringido a la esfera.
49y + 22 —a’>=0;a>0

Solucién:
Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange

L=mgz — \Na® +y* + 2% —a?)

de donde
oL
—=0,-2\x=0 =0
ox
Y
—=0,-2\y=0 =0
o s Yy Yy
% _ Az =0 A=
or Mg = A% = 92z
oA
%:0,—($2+y2+22—02):0

(1) y (2) en (4)
z+a

Sustituyendo en la funcién potencial

Vi =mga>0
Vo =—mga < 0=

el minimo o posicion de equilibrio esta en el punto(0, 0, —a)

Ejercicio 2.5.

Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion
u=a’4+1y +22 —ay+ax—22

Solucién:
u=a24+y*+22 —zy+x—22

OL

= =0,-20-4+1=0
ox

dy

2 =02y—z=0

Oz y4Yy — T

0

©202:-2=0
or a

El sistema formado por (1), (2) y (3) es lineal y su solucion es:
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2 1
.. El punto critico esP (1, 3 —3>

La matriz hessiana

2 1 0
H=|-1 2 0
0 0 2
2\ -1 0
H-XM=| -1 2-x 0
0 0 2-AI

det(H-MNI=0=2-XM2-NMN2-)N)—-(-1)(-D2-X)=0
Factorizando (2 — \) se tiene:
(2= N4 -4+ 2 —1)
de donde
A1=2, A=3, Ag=1

Puesto que \; > i =1,2,3 se tiene que P es un minimo relativo. Finalmente
2 1 ) 4
“\T3T3) T3

Se desea construir un canal en forma de un pentigono irregular por un
rectangulo y un triangulo isosceles.;Cuales deben ser sus dimensiones para que
conduzca el mayor volumen, si la dimensiéon del perimetro de su secciéon recta

es de 30 [cm] ?

Ejercicio 2.6.

Solucién:
Como el volumen es proporcional al area de la secciéon

A =2zxy+xh P=2y+20 =30
Puesto que
h
tana=—- = h=ztana
T
T
cosa:T = |=ztana
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

A =2y +2’tana
o P =2y+42xseca =30
de la condicion VA = AV P

2y + 2z tan o = (2 sec )

2z = A(2)

z?sec? @ = \(2z sec atan a)

y de la restriccion
2y + 2xsena = 30
de (2) © = A, y sustituyendo en (3)
a = 30°

Sustituyendo en (1)
2y + 2z tan 30° = 2x sec 50°

y = 0.27735x
y sustituyendo a = 30° y (5) en (4)
20.57735z + 2z sec 30° = 30

.. La soluciéon es: x =8.66, y =5 «=30°

Ejercicio 2.7.

Determinar los valores extremos de la funcion
z=a’ 4y -’ +y°

Solucién:

0% 020 3:2 =0
%—,IE*‘T—

0z 9
—=0,2y+3y"=0
Ay

al resolver el sistema se obtiene los puntos criticos

P;1(0,0 P[0 2 P. 20 P, 2
1(7)3 2 7§a 357 ; 457

El determinante hessiano es:

Wl N

)

2 — 6x 0
VH_‘ 0 2+6y‘
Para P;
VH = 20 —4>Ocomo—2>0'
10 2| ’ Ox2 o

en P, hay un minimo relativo de valor z = 2.
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Para P,
2 0 .
VH = 0 -2 |= —4 < 0.. en P, hay un punto silla
Para P3
2 0 .
VH = 0 -2 |= —4 < 0 .. en P3 hay un punto silla
Para Py
-2 0
VH‘ 0 —9 ‘4>0
0%z ) ) 8
como — < 0., P, hay un maximo relativo de valor z = —.
Ox? 27

Ejercicio 2.8.

Se desea construir una ventana de drea méaxima como la mostrada en la figura.
Utilizar el método de la segunda derivada para calcular las dimensiones de dicha
ventada si su perimetro debe medir 20 m.

—t< —

Solucion:

2
T
A=520 - L+y)y+ o
1 T
A=1 T2 T2
Oy SV gy
dA_ 0—2 1 = _0
dy BT o
_ 0w
y_l T 4+m7 m
!
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 2.9.

Se desea disefiar una caja de cartéon de forma de cilindro circular recto con tapas
que tenga un volumen de 20007 cm?. Si el m? de cartén cuesta 30.00. ?Cuéles
deben ser las dimensiones de la caja de modo que el costo del cartéon requerido
para construir cada caja?

Soluciéon:

Funcién objetivo: A = 2712 + 27rh
Funcién restriccion: 7r2 — 20007 = 0

g = mr’h — 20007 = 0

VA= M\Vyg
dmr — 2wh = X2wrh (1)
2mr = Arr? (2)
de (1)
2r+h=Arh (3)
de (2)
h=2r

sustituyendo en (3) sustituyendo en la restriccion

7r?(2r) = 20007

1
20007\ °
r= ;=10 cm — h =20 cm

2r
A = 27102 + 2710(20) = 27(100 + 200)

A = 600mem?

1
costo = 6007 (30) (1000)

9
costo = = costo = $5.65

Ejercicio 2.10.

Obtener los valores méximos absolutos y minimos absolutos de

flzy) =y* —a°

localizados en la region triangular cerrada cuyos vértices son A(0,0), B(1,2), y
c(2,-2).

Soluciéon:

investigando dentro del triangulo:

of
or - W=
of
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(0,0) se encuentra en la frontera. Investigando en las fronteras del tridngulo
sobre y = 2z

fi(z) = 42® — 22 = 322

fi(z) =322 2 € [0,1]

0
8—{; =6x=0;2=0
extremo del intervalo
f1(0)=0
f1(1)=3

sobre y = —4+6
fa(z) = (—4a + 6)* — 22

fa(x) = 152% — 48z + 36;2 € [0, 1]

sobre y = —x

f3(x) = 2% — 2% = 0 representa una recta sobre el plano XY por lo tanto el
valor maximo absoluto es 3 y el minimo absoluto es 0.

Ejercicio 2.11.

Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcion

y? z2 4
f(@y,2) =224+ —+2—+ —
2z T
Solucién:
De la condiciéon V f = 0 se tiene:
af x 4
—=4—-——==0 1
Oz y oz (1)
af vy z2
L —_Z_97 _— 2
T (2)
O 5 ¥ _y (3)
0z 222

2 2
Y T . 1( =
De (2) o= 2372 y sustituyendo en (3) —2 — 5 (23/2> =0, de donde z + y,
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

2
De (3) 4 — L. 0, de donde y =+ 2z.

22

En (1) no se satisface x = —y, y en (2) no se satisface y = —2z, por lo que con
x=yyy=2zen(l)

4
4——=0, de donde z = +1
x

Los puntos criticos son P;(1,1,0.5) y Py(—1,—1,—0.5), la matriz hessiana es:

4 8 4o
-+ = - 0
y @y
H=| _® Wy
2z 22
0 y v
S22 B
En el punto P; se tiene:
12 —4 0
Hlpp=| -4 6 -4
0 -4 38

Es una matriz definida positiva, por lo que en P; existe un minimo relativo.

Valuando en el punto P,

~12 4 0
Hlp=| 4 —6 4
0 4 -8

Es una matriz definida negativa, por lo que en P, existe un méximo relativo.
Finalmente:

P;(1,1,0.5), minimo relativo

Py(—1,-1,-0.5), méaximo relativo

Ejercicio 2.12.

Sea f(x,y) = ax? — by? donde a,b € R. Establecer los valores que deben tener
las constantes a y b de modo que la funciéon f tenga en el punto P(0,0) un:

1. valor maximo
2. valor minimo

3. punto silla
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Solucion:
0
% =2axr =0
of
—— = -2b
ay 2xy0

Efectivamente, P(0,0,) es un punto critico de f(z,y).

2¢ 0
H‘{ 0 —Qb]

Para que en P(0,0) exista un valor maximo, a < 0y b > 0.

Para que en P(0,0) exista un valor minimo, a > 0y b < 0.

Para que en P(0,0) exista un punto silla, a <0y b<0obiena>0yb>0.

Ejercicio 2.13.

Calcular el vector tridimensional de componentes positivas y longitud igual a 9,

tal que la suma de sus componentes sea maxima.

Solucion

la| =9 = Va2 +y? +22=9

z=1/81 — a2 — 2

S=x+y+/81 —a?—y?

N Y R Y B
dz /81—x2—y2_ Ty a
ds

1o —— Y 022427 81=0

dx /81 — 22 — 42

de (1), y?> = 81 — 222 sustituyendo en (2)
2(81 — 22%) + 22 — 81 = 0, resolviendo x = £3v/3

para z = /81 — 22 — y2 = +3/3

= +3V3
y:i3\/§
2= +3V3

El vector usado es:

a=3v3(3, j, k)
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 2.14.
Sea la funcion f(x,y) = 2% —y? +ax? + by + ¢

1. Obtener los valores de a,b y ¢ € R de tal forma que la funcién tenga

un punto critico en P (%, %) y otro punto critico en @ (O, g) donde la

1
funcion tiene el valor de T

2. Con los valores obtenidos, determinad todos los puntos criticos de la

funcion e indicar su respectiva naturaleza.
Solucién

1. Para los puntos criticos:

0
—f:0,4gc3+ax:0
ox

of

—=-2 b=0
dy vt

Sustituyendo las coordenadas de P en (1) y (2).

a=-—1

2 > +0=0,b=5
-2 3 =0,b=

Sustituyendo en la funcién

17 5\ 5
4= (0)* - <2> +(=1)(0)® +5 <2> +c

2. A partir de f(z,y) = 2* — y? — 22 + 5y — 2 se tiene:

0

_1\@

G,

—f:(), 423 =22 =0 — =<4 1/2
ox

af—o 2y+5=0— _5

or yro= Y73

con lo que los puntos criticos son:

(3) (a3)

Por su naturaleza

15
_ﬁ’§

. (1233_2) 0 | 2
h = ‘ 0 9 | = 24x° 4+ 4
h 2
— =4, —5 = —2 hay maximo en Q
Q dy?
h .
B = —8hay un punto silla en P
h .
I = —8hay un punto silla en R
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Ejercicio 2.15.

La suma de tres niimeros positivos a, b, ¢ es igual a 12. Determinar dichos valores

si la raiz cubica de si producto debe ser méxima.

Solucion:

La funcién a optimizar es f(a,b,c) = vabc y esta sujeta a la restriccion

a+ b+ c¢=12. Con lo que la ecuaciéon de Lagrange es:

L= Vabc — Na+b+c—12)

de donde

OL 1 2

B = 0, g(abc) 5(be)—A=0
oL 1 9

% = O7 g(abc) (bC) — A = 0
oL 1 2

% = 0, g(abc) (bC) — )\ = 0
oL =0 b 12) =0
o - O Tlatbte—12)=

de (1), (2) y (3)

1 _2 1 _2 1 -2
P §(abc) 3 (be) = g(abc) 3(ac) = g(abc) S(ab) a=b=c

(5) en (4)
b=14

a—|—a+a—12=0,a:4—>{
c=4

Ejercicio 2.16.

Determinar la distancia minima entre las rectas Ly y Lo, definidas por
Li:z=1+t, y=t, z=-2+4t
Lo:x=s, y=2-—s, z=-2+4s

utilizando los conceptos vistos en el capitulo anterior

Solucioén:

Para la distancia minima d, también es minima
D=d*= (1 —22)° + (y1 — 12)° + (21 — 22)°
=(1+t—s)4+{t—2+s)2+(t—s—4)?

D(t,s) = 35> + 3t% — 2t> — 25t + 25 — 10t + 21

de donde:
oD
—=0=6t—25s—10=0
ot
oD
—=0=65s—-2t+2=0
Os

104

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

los valores de ¢t y s que definen el punto critico son:

t*21 B
BECRA!
Por otro lado
6 2 L.
h:‘_2 6 ‘:32>0: es un minimo

Finalmente

Ejercicio 2.17.

Obtener los extremos de la funcion
flz,y,z,w) =4o — Ty — 5z —w+ 2* — 2% + 22 + 3w’ + 4
indicando su naturaleza.

Soluciéon:

of

—=0,442z=0,x = -2

ox

af 7

8—:0,—7—4y:07y:—1
es un punto critico y

af*O 5+2z=0 _>

0z TR ET Y

8f—O 1+6w=0 _ 1

gu = 1T Ow=0w=g

Para su naturaleza
A ={2,-4,2,6}

(2-)) 0 0 0
wmoan=| AN 0
0 0 0 (6-\)

P no es ni maximo ni minimo.
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Ejercicio 2.18.

Un comerciante obtiene una ganancia expresada por la funcion

1

G(z,y,2) = x7ysz

o=

donde x, ¥, z son las cantidades de tres productos diferentes de precios $2, $1 y
$5, respectivamente. Utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para
determinar cuanto debe comprar de cada producto para maximizar su ganancia,
si dispone de $120 para gastar.

Solucion:

La funcion objetivo es

N

G(z,y,2) == Y3 2o

y la restricciéon es
20 +y+ 5z =120

Entonces, la funcién de Lagrange es

L=a7y5z6 — \(22 4y + 52 — 120)

de donde
oL 1
5 =0 ix%y%z% —2X=0 (1)
OL _ o, Lebybzt —x=0 2
= —_r2Y3 26 — \ =
oy 7 gty 2)
OL _ o, Lebybzt —5n=0 3
J— —Tr2yY326 — —
R 3)
oL
=0, (2 —12 4
X 0, —(2z+y+52 0) (4)
dividiendo (1) entre (2)
3 3
dividiendo (2) entre (3)
oy lam ko= (6)
Y 2_572_10y

(5) v (6) en (4)

2 5 ) ! =120
4y +y+ 10y =

y=40=>2x=30,z2=14
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 2.19.

Determinar los puntos maximos y minimos relativos, asi como los puntos silla
d la funcion f(x,y) = —2® +y> — 322 — 3y> + 4

Solucién
flz,y) = —2®+9> — 322 — 3y + 4
af 5
2 Gy — 1
o 3z —6x=0 (1)
of
— =3y —6y=0= 2
oy = oY ~ 0 (2)
de (1)
x2+2$:O73§:0,x:—2
de (2)

Y’ =2y =0,y=0,y=2
Asi los puntos criticos son cuatro:
P1(0,0), P»(0,2), P3(—2,0), P4(—2,2)

El determinante hessiano es:

—6x — 6 0
VH = ‘ 0  6y—6
Para P;(0,0)
VH = 60 1 _ 36 >0 —2 = —6 < 0 = es un méximo relativo
o -6 o
Para P5(0,2)
—6 0 .
VH = 0 61= —36 < 0 = es un punto silla
Para P53(—2,0)
6 0 .
VH = 0 —6|= —36 < 0 = es un punto silla
Para Py(—2,2)
VH = 601 _ 36 >0 —2 = —6 > 0 = es un minimo relativo
10 6| " 9x2
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Ejercicio 2.20.

;/ — \‘,~ Se desea construir un envase de lamina en forma de cilindro circular recto sin
~ S tapa, que tenga un volumen de 8 litros. Si el m? de lamina cuesta $200.00.
?Cuales deben ser las dimensiones del envase para que su costo sea minimo? y
y ? cual sera el costo del envase?
(]
Solucién:
~— N L V = 7r?h = 8000cm®
N~ costo de la lamina $200.00 por m? que equivale a $0.02 por cm?

S = Area lateral+ Area del fondo
S = 2wrh + mr?

Por el método de los multiplicadores de Lagrange. Funcién objetivo: S = 2nrh+
2

wr

Funcién restriccion: V = 7r2h — 8000 = 0

De la condicion VS = AVV se obtiene

2h + 2mr = A(27rh) (1)
2mr = A(mr?) (2)

de (1)
h+r=Arh (3)

de (2)
2r = \r? (4)

de (4)

r = 0( no tiene sentido)

A=-— 5
. (5)
sustituyendo (5) en (3)
2
h+r= ;(rh) (6)
h+r=2h (7)
h = r la altura debe ser igual al radio (8)
Sustituyendo en la restriccion:
7r?(r) = 8000
8000
= —
7r
2 13.64
r= 7o cm
h = 13.64cm

S = 27r(r) 4+ 7r? = 4nr?

costo = 47(13.64)%(0.02) = $46.87
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 2.21.

Encontrar los maximos y minimos relativos, asi como los puntos silla de la

funcion:
flz,y) =2+ 9> + 323 — 322 — 3y° — 8

Solucion:

flz,y) = 2>+ 9> + 323 — 322 — 3y° — 8

d
a—f3x2 + 62 = 0 de donde 3z(x +2) =0
x
of .
8—y3y + 6y =0 de donde 3y(y+2) =0
N = (0,0); g = (0,2);
3y =0 y—2 =0
2 =0 2 =0
ot = (=2,0); v = (=2,2);
3y =0 y—2 =0

Por lo que los puntos criticos son:
P;(0,0), P»(0,2), P5(—2,0), Py(—2,2)
Calculando las segundas derivadas

0 f 0 f 0% f

y el determinante hessiano en

6x + 6 0

VH:‘ 0 6y+6

Para P;(0,0)

VH = ‘ g 706 ’ = —36 < 0 = hay un punto silla en (0,0, 8).
Para P»(0,2)
6 0 >*f
H: = — _—
v ‘ p 36> 0,55 =6<0=

hay un punto silla en (0,2, —12).
Para P53(—2,0)
0% f

=36>0,—=-6<0=>
‘ > a2

-6 0

wne| 3

hay un méximo relativo en (—2,0, —4).

Para Py(—2,2)

VH‘_

= —36 < 0 = hay un punto silla en (—2,2, —8).
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Ejercicio 2.22.
La temperatura en un punto (z,y) sobre una placa metélica esta dada por
T(z,y) = 4a? — 4oy + y*

Una hormiga camina sobre la placa alrededor del circulo de radio 5 con centro
en el origen. 7Cuéles son las temperaturas maximas y minimas que encuentra
la hormiga?

Solucion:

Funcioén objetivo: T'(x,y) = 42% — 4xy + y>
Funcién restriccion: 22 4+ y? — 25 = 0 Funcién de Lagrange:

L(z,y, \) = 4% — 4oy + 3° + M2 4+ 3° — 25)

derivando
oL 2y — 4x
—=8r—4dy+2zA=0,\= (1)
oz x
oL 2y —
—=—dr+2y+2yA =0, = y—y (2)
y Y
oL 5 o
i _9
N +y 5 (3)
igualando (1) y (2)
2y — dzy = 22% — a2y
222 + 3zy — 22 =0 (4)

resolviendo el sistema formado por (3) y (4) se obtiene
P =20=22=5=y>=5=22=20
de donde se obtienen 8 puntos criticos:
Pi(V5, V20), Py(v/5,—v/20), P5(—V/5,v/20), Py(—V/5, —v/20)
P5(v/20,V/5), Ps(v20, —V/5), Pr(—v/20,V/5), Ps(—v/20, —V/5)

valuando la funcién de temperatura en cada punto criticos se tiene

T(v5,v20) =0
T(V5,-v20) = 80
T(—V5,v20) = 80

T(—V5,-v20) =0

T(v20,V/5) = 45
T(v/20, —V/5) = 125
T(—v20,V5) = 125

T(—V20,-V5) = 45

por lo tanto

La temperatura maxima es 125°
La temperatura minima es 0°
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Capitulo

Integrales multiples.

En este capitulo, se introducen los conceptos necesarios para la representacion de
areas, superficies alabeadas y volimenes mediante integrales. Una vez definidas
las operaciones del calculo integral de varias variables, la forma de representacion
por medio de vectores emerge de forma natural. Una superficie queda representada
en cada punto por un plano diferencial tangente a la superficie en dicho punto y
por un vector normal a la superficie en el mismo punto. De igual manera, todo
volumen queda envuelto por una superficie y toda superficie queda envuelta por
una trayectoria que la rodea. Esto conducirda a los teoremas fundamentales de la
integracion vectorial.

No hay que perder de vista que es necesario aprender a integrar en varias variables
para posteriormente poder representar las superficies y voltmenes de cuerpos en
forma vectorial. Una vez logrado este objetivo, podremos relacionar los campos
vectoriales con los cuerpos sobre los que actiian y habremos logrado el objetivo final
del curso. La integraciéon multiple no es mas que una generalizacion de la integral de
una sola variable conocida por el lector. Para definir los limites de integracion, se
seleccionan regiones definidas en dos o tres dimensiones segiin el caso. La elecciéon de
las regiones se debe hacer con cuidado buscando siempre que la integral resultante
sea lo mas simple posible. Si la region es un circulo, se utilizaran coordenadas polares;
si la region es cilindrica, coordenadas cilindricas, etc.

En el caso de funciones periddicas, por ejemplo sen x, cos x, etc., habra que prestar
particular atenciéon a que las integrales no se vuelvan cero en los limites inicial y final;
en estos casos, se utiliza la simetria del problema y se divide la region en dos o méas
partes.




NOTAS

Cap 3. Integrales Multiples

3.1. Interpretacién geométrica.

b
En célculo de una sola variable / f (z) dz representa el area bajo la curva
a

f en [a,b] . La region es el conjunto de todos los puntos P, (z,y) tales que

a<z<b ; 0<y< f(z).
b
A
2 e

Figura 3.1.

Esto lleva a la definiciéon de integral como un limite de sumas y también a
la manera de calcular integrales por anti-diferenciacion mediante el teorema
fundamental del calculo integral.

La operacion de doble integracion asigna a una funcion f (z,y) definida en una
region D en el plano, un nimero tal que representa el volumen de la regiéon bajo
la grafica de f cuando f (z,y) > OV (x,y) en D . Esta region es el conjunto W de
puntos P, (z,y,z) € R? para el cual P(z,y) pertenece a Dy 0 < 2 < f (x,y).

_z=f(xy)

Xe

Figura 3.2. «x

//Df(x,y)dxdy o bien //Df(x,y)dA

Si la region D es un rectangulo donde x : [a,b] y: [c,d]

z=fxy)

X

Figura 3.3. «

D = R donde R es el producto cartesiano de [a, b]y|c, d]

R = [a,b] X [c,d]es decir, un area
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Meétodos de integrales reiteradas. N O TA_ S

3.2. Meétodos de integrales reiteradas.

Consideremos el volumen bajo una superficie z = f (x,y) definida en la region
R = [a,b] x [¢,d] , donde f es continua y positiva. Se forman dos &reas, una
determinada por un plano cortante x = xy que es la regiéon plana bajo la grafica
z = f(z,y) desde y = c a y = d y una segunda formada por el plano cortante
y = yo desde = = a hasta = = b.

— N

Figura 3.4. x

Cuando se fija x = =z, el drea de seccion transversal A (zg) es la integral
fcd f (z0,y) dy .Luego la funcion de area de seccion transversal es:

d
Ar) = / f(y)dy

Entonces el volumen de la region, bajo z = f (z,y) sera:

V:/abA(x)dx:/ab Vcdf(x,y)dy] da::/cd Vabf(x,y]dx] dy

Integral reiterada: Se evaliia primero lo que esta dentro del paréntesis y luego
se integra el resto.

Otra explicacion del teorema de derivacion bajo el signo de integral (Leibnitz),

es:

Si f (z,y) es continua y su derivada parcial con respecto a x también lo es en
a<x<b c<y<d entonces:

d d

d
Haciendo F (z) = / f(x,y)dy

/abF(x)dx/ab Vcdfu,y)dy] dz/ab/cdf(:z:,y] dr dy

En resumen, Si f es continua en un rectiangulo R

//Rf(w)dA:/ab _/Cdf(%y)dy- dz
//Rfu,y)dA:/cd _/abf(%y)dar_ dy
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Ejemplo 3.2.1.
Sea z = f (z,y) = 22 + y? y sea R =[-1,1] x [0,1].

//R (2 +y?) dz dy.
//R(x2+y2)dxdy—/ol {/t(ﬁ—i—yz)dx} dy

En primer lugar se considera a y constante y se evalua:

Evaluar

Soluciéon:

! z3 ! 2
/ (2 +y?) de = +y2x} =2 +2y
. 3 ., 3

2
Después se integra 3 + 2y con respecto a y, entre [0, 1]:

1

0 3

1
2 2 2
“ 22d:* “.3
f 5o a=5o

. 4
Asi, el volumen del s6lido en [L3] es de 3 [u?]

Ejemplo 3.2.2.

Calcular el volumen correspondiente al primer octante, definido por la interseccion
de las superficies: 22 + 22 =9, 2z =y — 12.

Solucion:
y=2z+12
donde z=rsenf y x=rcosf

m
2

z 3
V://rdrd02/2/ (2rsen 6 + 12) v dr df
0 0
R

= .3
= /2 / (2r2 send + 127") dr df
o Jo

region: 0<r <3 0<0<

3

do

2 93
:/ Lsen€+6r2
o 3 0

= /2 (18sen 6 + 54) db
0

jus
2

= —18 cos b + 540

0

= —9v2—9(54)7 4 18 = (18 4 27m) u®
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Meétodos de integrales reiteradas. N O TA_ S

Ejemplo 3.2.3. Calcular / / cosxseny dx dy donde S es un cuadrado:

Solucion:

//cosxsenydxdyz/ l/ cosxsenydx| dy
0 0
s

z z
:/ seny / cosx dx dy:/ senydy =1
0 0 0

B

Ejemplo 3.2.4.

Evaluar

//4(:172 + y?)dx dy

_1 _1
= s(utv) y=u-v)

utilizando las variables

Donde la region R es el cuadrado con vértices
V1(0,-1), Va(1,0), V3(0,1) y Vi(—1,0)
Solucién:

1
J(E¥Y_|l2 2 |_ 1 Figura 3.5.
U, v } 2 H

[N}
N

La region zy es la mostrada en la figura 3.5, &P
y=—c+1=>u=1 (~1.0) (1,0)
y=z—1=v=1
y=zrz+1=v=-1
y=—zcr+1=>u=-1 0, -1

La regién en uv es la mostrada en la figura 3.6,

//fxydwdy—//f z(u,v) uv))Ji du dv

a‘y T

// (@® + ¢ dxdy—// [ w+v) —|—;(u—v)2] (;)dvdu 1
:/_1/_1(u2+v2)dvdu:/_112

Figura 3.6.

Y
v

du -1

1

2
u”+ =
3
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3.2.1. Generalizacién a regiones del plano XY.

Una region es simplemente conexa cuando al contraer continuamente una curva
cerrada hasta llegar a un punto la curva estara formada por puntos exclusivamente
de la region. De lo contrario recibe el nombre de mailtiplemente coneza.

. simplemente conexa multiplemente conexa
Figura 3.7.

Se llama region :R, = [a,b, ¢ (), ()] del plano zy al conjunto de puntos de
tal plano limitado por las curvas

r=a y=¢(x)
r=b y=v(2)

de tal suerte que ¢ () < (x) son funciones continuas en a <z <b

y

e b= 2= ()
L i g o
Rx
s |
= T =
x
x=a x=b

Figura 3.8.

Asimismo, se llama region: R, = [f (y), 9 (y),c¢, d] del plano zy al conjunto de
puntos limitados por las curvas

r=f(y) y=c
r=g(y) y=d
y
X : fv) x = g(y)
y=d
Ry
Y:c

Figura 3.9.

Nota: Usaremos indistintamente R,, R, o D como términos de una regién zy.
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Integral Doble

NOTAS

Definicion:
Generalizacion de regiones planas.

Se llama didmetro de una region simplemente conexa a la longitud del maximo
segmento de recta que pueda trazarse en la region formado por puntos de la
misma.

Considérese una region simplemente conexa y determinemos en ella la funciéon

Tracemos dos familias de curvas que la dividan en sub-regiones formando una
red en R. Las subregiones se llaman celdas y el didmetro de la maxima celda
se llama morma de la red.

Figura 3.10.

Escojamos puntos de coordenadas (s;,7;) en cada celda, hallemos los valores de
la funcién correspondiente y formemos la suma de Riemman.

n

> F(sim) AA;

i=1

3.3. Integral Doble

Si existe I de tal suerte que dadoe >0 3 A > 0 tal que:

n

> Flsim) AA T

=1

< ecuando 0 < [§] < A

para toda norma § < A trazada en R e independientemente de la eleccién de
los puntos P (s;,7;) en cada celda, se dice que f = f (x,y) es integrable en R.
El limite generalizado:

Iz}i_%z;f(gi,m)AAi ://f(x,y)dA
i= R

se llama integral doble de la funcion f (x,y) en la region plana R.

Baltasar Mena
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Propiedades:

1. 4/kf(x7y)dA:k/Rf(x,y)dA
2 ff e ff i~ [] s

Ri1+R2

3 //(F(:c,y)iG(:c,y))dA://F(x,y)dAi//G(a:,y)dA
R R R
J[ twnaa= [[|r@as|

Teorema de la existencia:

Si f = f(z,y) es acotada en R y es continua en el dominio R, es integrable en
R.

La nocién de diferenciacion bajo el signo de integral que nos condujo a la integral
reiterada se puede generalizar a cualquier region R, y R,.

Sif = f(x,y)escontinuaen R, = [a,b, ¢ (x),¥ (z)] ysi f = f(z,y) es continua
en Ry = [f (y),g(y),c,d], las integrales reiteradas son:

r=b y= 1/)(:1?) r= g(y)
/ / acydydm—// f(z,y) dzdy
@(x) z=f(y)
Si R, =R,.

Teorema del valor medio:

1. Integrales Sencillas.

Sea f continua en [a, b]. Existe un punto zq en (a,b) tal que:

b
:bia/ f(z)dx

donde el lado derecho se llama el valor promedio de f en (a,b).

2. Integrales Dobles.

Sea f : D — R continua en la region simplemente conexa D . Existe un
punto Py (xo,y0) en D para el cual:

f (20, %0) = é /Df<a:,y>dA

donde Ap es el area de D.
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Integral Doble N O TA. S

Ejemplo 3.3.1.

Encontrar / / (x +y) dx dy donde D es la regiéon debajo de la parabola y = x2.
D

v
=

1
2
Figura 3.11.
Solucién:
1 a=0 ¢(x)=0
Se forma R, =[a,b,¢(z),% (z)] Ry = |0,=,0,x> 1
bl : 2
// (x+y)dxdy:/ / (:chy)dydx:/ Ty + = dx
D o Jo 0 2,

, 61730 160

Ejemplo 3.3.2.
Vi—a?

1
Evaluar / / v/1—1y2dydr en un cuarto de circunferencia.
0 0

Figura 3.12.
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Solucién:

R, = |o,1,0vicez| 970 eW@=

T s Ly Yy b=1 w(x):m

fy)=0 c=0

R, = |0,/T—42,0,1

Y { Y ] gly) =v1i-y*> d=1
Al resolver,
1 Vi—a? 1 V1w 1 T~
/ / \/1fy2dyd:17:/ / \/ldexdy/l\/1y2x‘ y]dy
0 0 0 0 0

Ejemplo 3.3.3.

Calcular la integral de f (z,y) = (z + ) en la region comprendida entre los

puntos A(0,0), B(0,1), C(2,2).

0,00

Figura 3.13.

Solucion:

Se busca la region:

1
R, = {0,2,@ 57+ 1}

A 2 y=ga+1
-2
z+y)dydr = —(z + 3 dx
(z+y)°dy (z+y)
0 = 0 y=r
2 ;
1 3
:3/[(23%#1) — (22)%| da
0 -
1[1/3 4 12
0
11 1 /21
=_|-(4'—-1)-216| == (=
150210 =5 (3
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Integral Doble

NOTAS

Ejemplo 3.3.4.

Evaluar / / z?ydA donde R esta limitada por el eje 2’z y por el primer arco
R

de la curva y = sen x.

y = senx

—

Figura 3.14.

Sea la region R, = [0, , 0, sen x]

Asi:
2 LT s 9
// x ydA = / x°sen” x dx
R, 2 Jo

1 o1
= —22% —z?sen2zx| — - /(4x2 — 2z sen 2x)dx
8 , 8
0
u=x du = 2xdx
1
dv =2z dx v:g—isen%

T

/a: sen 2x dx

0

3 3
2yda="--"
//R“/ 1 6"
3

1 o1
= %— [8x0052x]0 +§/c082xdx
0

=

T

1
dv = sen 2z dx ’UZ—§COS2£L'

™ 1 T
// x2ydA:E—§7T:ﬂ(27r2—3)
Re

Ejemplo 3.3.5.

Calcule el momento de inercia con respecto al eje z’x del area de la region

anterior.
Solucién:
[x:// y?dA
Rx
T Yy=senx 1 T 1 s
Iz:/dx: yidy = g/sen?’mdx:g/senx(lfcoszx)dx
0 y=0 0 0
2 1/1 2 2 4
L=+4+-(z)(-1-1)=Z-Z=_[L*F°1°
s+3(3)C1-D=3-5-3 wLrTy
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Ejemplo 3.3.6.

Calcular el volumen de la regién comtn a las superficies 2432 =9y 224+22 =9

Solucion:

Se tiene

Vz// zdydxz// V9 — 22dy dx
R R

V9—22

—8/03\/9—7252[40 dx—8/03\/9—w2(\/9—:r2>d:v
R:{ ~VI-a?<y<V9-—a?

—3<r<3

3 1 3
V:/ (9—x2)dx=8[9x—3x3] =8(27-9) = 144v®
0 0

3.3.1. Integral doble en coordenadas polares

Regiones (r,0).

L R, =[a,b,¢(0),(0)]

@(r)

Figura 3.15.

Comprendida entre los circulos 7 = a, 7 = by las curvas 8 = ¢ (1) 0 = 9 (r)
Jtales que @ (r) < ¥ (r) y son continuas en a <r <b

2. Re = [f(&),g(ﬁ),c,d]

Figura 3.16.
Comprendida entre las rectas § = ¢y § = d y las curvas r = f(0) y
r=g(0), tales que f (0) < g(f) en ¢ <0 < d y ambas son continuas.
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NOTAS

Integral Doble

Como dA en coordenadas polares es dA = r dr df tenemos:

//f(r,@)dA = /b 97(T)f (r,0)rdrdf
Rr * 9=io(r)
d r=g(9)
o bien 4/]0(7‘,9) dA = C/ﬁ%@) f(r,0)rdrdd

Obviamente

é/f(a?,y)dxdyzZ*/f(rcosﬁ,rsenﬁ)rdrdg

Ejemplo 3.3.7.
Evaluar / In (m2 + y2) dx dy donde D es la region del primer cuadrante entre
D

los circulos 2% +y? =1y 22 +y> =4

1

region
equivalente

AR Ll TRl

_ >

x
1

plano x y plano r 6

Figura 3.17.

Solucién:
Cambiando a coordenadas polares (r, ) transforma la region entre dos circulos
concéntricos a un cuadrado. Asi,

22 +y? =12

0 = tan—! J
T

Los limites serén,

o —
IN IA
S
IN A
oy N

luego:

—,

s s 2
2 2
// ln(w2+y2) dwdy:/ 1nr2rdrd9:/ / 2Inr-rdrdf
D o J1 o J1
% 2 r=2
:/0 [g(anr—l)

:/2 am2 - S| ag=" |4mo_ 3
; 5 2 2
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Ejemplo 3.3.8.
Calcular el volumen de la regiéon limitada por las superficies
r=0, z=9-y—2%

Solucioén:
Se debe integrar V = [fp, (9—y?—2?) dydz

Figura 3.18.

En coordenadas cilindricas:

0=2m p=3
V= / (9—p2)pdpd0
p=0

0=0

27 2 413 27
9p o 81 81 162 3
— 2 4o = —df — — 2= —m =127.2
/0 [2 4}0 /O 1 4(71') 47r 73[u]

Ejemplo 3.3.9.
Evaluar // e~ (=*+v") dzdy donde Dy es el disco 22 + y? < a?.
Da

Solucion:

En coordenadas polares z2+y2 =12 dxdy = rdrdf

v

o
2 [
|
‘
‘

Figura 3.19.

a

de
0

2 2 2m @ 2 2m ]_ 2

// e (@%+y )dxdy:/ / e " rdrdf :/ ——e "
Da o Jo 0 2

1 [ 2 2

:—5/0 [e —1}d0—7r<1—e )

Si a — oo obtenemos: // e~ (@) gy dy=m
%2
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Integral Doble

NOTAS

La Integral Gaussiana:

Si consideramos R? como lim R, donde R, = [~a,a] x [~a,d].

lim // (@) gy dy = lim [/ e*Ide/ edey}
a—00 a—00 —a —a
Ra
a ) 2
= [h’m / e " dx} =7
a—oo J_ .

= / e dr = /7

3.3.2. Aplicaciones de la integral doble.

1. Volumen bajo una superficie de ecuacion z = z (z,y)

V://z(x,y)dA
A://dA

R

2. Areas planas.

3. Areas Planas de Superficies Alabeadas en R®.

Sea la superficie S de ecuacion z = f (x,y) diferenciable en una region R.

Tracemos en esta, una red de norma ¢ formando las celdas AS; (i = 1,...,n).

Si P (i, n;) es un punto de la celda AS;, a tal punto corresponde un punto
de P dado por [gia Ni, f (%m)]

El plano tangente a S en dicho punto es:
fr(I*Q)Jrfy(yfm)—(z—zi):0 (1)

donde z; = f (i, m;)

Ahora, si AS; es el elemento de area del plano (1) el cual se proyecta en
el plano XY como AA;, entonces:

AA; = |ecyy AS;abl, [cos |

donde y; es el angulo entre las normales de los planos referidos.

Esto implica que:
1

IR+ R+

|cosy;| =

Baltasar Mena
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Entonces:
— 2 2 .
= [+ 2+ 184,
4
Plano tangente
aSenP
Ec. del plano langemc . !
Sxx=E)+ fily 77 — (242 ) 0 donde z=f(¢-7)
e L &
;4.:—1"/'*/ AA, = Proyecci6n As,
v I ' AA, = Asilcos y)
. y,es el dngulo entre las normales a A S,y AA,
Figura 3.20.

1

|cosy;| = o1
(f2+1f+1)

Al sumar todas las celdas A A; obtendremos el area de la superficie alabeada
como:

S = lim AS;
§—0

=1
- // I+ 24 1dA,
R

y como z = f(z,y)

S://{z§+z§+1}dz4. (2)
R

Si la superficie se encuentra dada a través de la ecuacion implicita F (z,y, z) =
0 y ésta es diferenciable, entonces:

sustituyendo en (2).

F2+F2+F2
5= // Vo A
£
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Ejemplo 3.3.10.

Calcular el area de la capula en forma de paraboloide de ecuaciéon

l‘2+y2

— 36—
i 25

limitada por el plano xy, donde z,y, z estdn en metros.
Solucion:

Se tiene:
0z\° 02\ 22 2 2y 2 1
i g7y (2t _2J 1= — (42% + 44> + 625
(8x)+(5‘y> (25)+(25>+ 65 (427 + 4"+ 625)

_ b 2
= (625 + 4r?)

Ahora para la region:

de donde :
7T 11 f[2 a]%
S://@\/625+4r2 (rdrd&):%g/ {3 (625+4r2)2}0 do
0 0 0

2

274625 — 15625) M =5425.5 [m?]

= 5000 .

Ejemplo 3.3.11.

Un sélido esta limitado superiormente por el paraboloide az = 22 + y? e

inferiormente por la regiéon de XY cuyo contorno es el circulo z2 + y2 = a2.

Calcular su volumen.

Solucién:

m2+y2

z= es una superficie alabeada superior.

Considerando un solo cuadrante y por simetria.

y = Va? — 22

— X

(a, 0)

Figura 3.21. 0
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1
V:4//sz:4//g(x2+y2)dA
Rz Rz
4 4
:f//a:2dA+f//y2dA
a a
Rz Rx

La region elegida es:

R, = [0, a,0,va? — xQ}

a y=vaZ—z% a
, B ) _ 3.2 r = asen ¢
:>//wdA7/:cdx / dy*/mxdl dz = acos ¢ do
Rx 0

0

0
1—a4/2 22d—a4/2(1 1g)dp= "%
1= [ sen ¢¢—§ cos 4¢ ¢_ﬁ
0 0
Ahora,
a y=+va2—z2 1 a 4 5
3 a
12://y2dA:/dx / y2dy:§/(a2—x2)§da::E/(cos‘l(b)d(b
Rz 0 0 0 0

Se resuelve mediante

sen™tlzcos" 'z n-—1

sen” cos" xdx = sen™ cos" % z dx
m-+mn m-+mn

™

H . 3402
/(0054 6) dis sen ¢4605 10)
0

+5 [(eos? 9)do

o\wﬁ

3
=20

: o3
3 —l—sen?d)' = —7

o 16 0

Entonces:

// QdA*lel N V747ra4+47m477ra3
PTG T 416 416 2
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En coordenadas polares se tiene lo siguiente:

\ Rx Dx

Figura 3.22.

2 a
4 2
V=- r . rdrdf
a
0 0

us

ot [ ad@— 3 Qda—m?’
—o 5| =t fao= T
0 0 0

y el problema es mucho mas sencillo de resolver.

Ejemplo 3.3.12.

Calcular el area de la porcion del cono x2 — y? + 22 = 0, localizada en el primer
octante y limitada por los planos t=0z=0y 2z + z = 8.

Solucién:
Considerando y = f(x,2) = Vz? + 22 se tiene

dy x y z

ax_q/x2+z2; 8z /a2 + 22

dy 2 oy 2 x? 22
<8x> * (8,2 + x2 + 22 T + 22 *

de donde :

0<2z<8—2x
R_{ 0<x<4

S_//R\@dzdx_/;/osQIﬁdzdx_\@/; [z]i_hd:ﬂ

:\/5/4(8—2x)dx=\/§[8x—x2}§=\/5(32—16)=16\/§[u2]
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Ejercicios propuestos:

2 2
1. Calcular el 4rea encerrada por la elipse — + i—Q =1.
a

Solucion: mwab.

2. Calcular el area encerrada por el cardioide r = a (1 — cos )

3ra?

Solucion. A =
olucion 3

3. Calcular los momentos de inercia con respecto a 'z y y'y del problema
anterior.

4. Calcular el 4rea encerrada por la circunferencia x? + 32 = a?

7r
5. Calcular el area de los dominios limitados por r =1 —tanf ; 0 <6 < —

>

6. Calcular el adrea de los dominios limitados por » = 1 4+ cosf; r = cos#,
0<O<m

3.4. La Integral triple

Seaf = f(z,y, z) una funcion definida en la region V' del espacio V5. Extendiendo
los conceptos de la integral doble definimos la integral triple de f(z,y, z) en la
region V' como:

///f(x, y,2)dV = t}f—%; (&, mi, &)AV;

Si por ejemplo definimos la region V, :

Vm} = [R’ (p(l‘, y)7 1/)(1‘7 y)}

como el conjunto de puntos de V3 comprendido entre las superficies z = ¢(x, y)
z = P(x,y), tales que p(x,y) < ¥(x,y) ambas continuas en R y por la superficie
cilindrica de generatriz paralela a 2’z y directriz el contorno de la region R,
podemos enunciar:

[ff s [far [ s
Vay z=¢(z,y)

Analogamente se pueden definir V,, V..
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La Integral triple

NOTAS

3.4.1. Aplicaciones a Voliimenes de Sélidos

Ejemplo 3.4.1.

Evaluar la funcion f (z,vy, z) = (z + 2y + 32)* en un cubo [0, 1] x [—3,0] %[0, 5]

Solucion:

1
/3
0

—c

[N

O\w\w
\o

O\wu
R

O\m\w
\o

T 215

1 3 0
2y + 32)
/x+2y—|—3z dxdydz-/ / T y+ Z
0 1

1

dydz
z=0

1
3 [(1 2y +32)% — (29 + 32)3} dy dz

N

{(1 + 2y + 3z)4 — 2y + 32’)4}

1
3 [(1 2y +32)° - (29 + 32)3} dy dz

N

1

o [(32 F1) 232 + (32— 1)4} dz

O\G‘H

{(32 + 1)5 -2 (32)5 +

1

_ 5_ 9\ _
_24-15(2 2) 12

Ejemplo 3.4.2.

Encontrar el volumen correspondiente al primer octante, del s6lido limitado por
los cilindros y? = axr 2 =ay y que se halla debajo del plano z =z +y

2
X==ay

y
A

"
V2 =ax

(a, a)

Figura 3.23.

> X
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Solucién:
22
y = =
Sea: 4, @ = 7% interseccion.
x y=a
ﬁ = ax
La region seréa:
Vry = |:R1707‘T + y:|
donde:
22
R, {O, a, —, \/a:r]
a Vaz z+y a Vax
V:/// dVZ/dJC/ dy / dx:/dx /(:E—I—y)dy
v 0 22 0 0 22

|
o\g
8
5
8
s
8
\
—s
o | &
s
8
+
N |
—
Q
8
S
8
\
DN | =
O~
@‘&2
SRS
IS
8

I
s
=
\.C»J
=
QO
~
_2

NOTA: Se integra con respecto a z porque involucra x y y.

3.4.2. Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas.

1. Coordenadas Cilindricas. (1,0, z)

T =rcosf r=/a2+y?

y = rsend 0 = arctan J
x

=z 2=z

dV =rdrdfdz

Dada una region Wen R3:

lv/*/f(z,y,z)dxdydz4/*/f(r,97z)rdrd9dz

donde W, es la region en (r,0, z) correspondiente a (z,y, z).
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NOTAS

2. Coordenadas Esféricas. (1,6, ¢)
r = /22 + y2 + 22

0 = arctan L4
T

x = 7 cosf sen ¢

y = rsenfsenq¢

z

Va2 +y? 4 22

Z =1Ccos¢ _

dV = r?sen ¢ df de
r>0; 0<60<2m 0<o¢o<mw

Dada una regién en R3:

{V/*/f(x’y’z)dxdydz:[V/*/f(ﬁ@,qb)ﬁ sen & dr-df do

Ejemplo 3.4.3.

Encontrar el volumen de una esfera
22 4 yz L2 R2
Soluciéon:

En coordenadas esféricas:

4/*/f(r,0,¢)r2 sen ¢ dr df do

Los limites de integracién son:

Rl0<6<2m 0<¢<m 0<r<R]

R 27 T
V:/ / / r? sen ¢ dr df do
o Jo 0
R 27
:/ / WTQSen¢de9
o Jo
R

= 271'/ 72 (— cos 7 + cos 0) dr
0

R
:471'/ r2dr
0

B AT R3
3
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Ejemplo 3.4.4.

Evaluar

/// 2222 4 2%y? dxdydz

donde W es la region cilindrica determinada por z?2+32<1 —-1<2<1
Solucién:

En coordenadas cilindricas:

0<r<
x2+y2§1 = ademés de —1 <z <1
0<0<2

pero

22?4+ 2%y =22 (P +y%) =247 |2l =41

1 p2m gl
/// 2222 + 2%y? dacdydz:// / 22r% rdrdfdz
o Jo J-1

1

_ 1/1 /27\' 23
3 0 0 _
2 1 2
= 5/ / 3 dr df
0 0

dr [, 4m s
= — d —_ =
3 ), " T1373

r3dr do

Ejemplo 3.4.5.

Calcular el volumen limitado por los planos
dr+2y+22—18=0, 2x+3y+2z—3=0

y el cilindro 2% 4+ y? = 4, en el primer octante.
Solucién:

Se tiene

Vi—z2 9-2z—y 2 pVa—z?
V= / / / dzdydx:/ / (6 + 2y) dydx
3—2x—3y 0 0
2

3 [2 3 2
z/ / (6+2rsen9)rdrd9:/ [3T2+r3sen0} do
0o Jo 0 3 0
:/2 [12+165en9] do = {120—160059}
0 3 3 o

1
= 247 — 36 (—1) =80.73 [u?]
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Resumen

NOTAS

3.5. Resumen Capitulo 3. Integrales maultiples.

Integrales reiteradas.

Si f (z,y) es continua y su derivada parcial con respecto a z también lo es en
a<x<b c¢c<y<d entonces:

d d
[ tewd= [ L@

d
Haciendo F (x) = / f(z,y)dy

/:F(:L")dx:/ab (/jf(x,y)dy) dx:Lb/cdf(x7y)dmdy

Si f es continua en un rectangulo R [a, b, ¢, d].

//Rf(m)dA:/ab l/cdf(w)dy] dz

o bien,

//Rf(:c,y)dA:/cd [/abf(%y)dx] dy

Integral doble en coordenadas cartesianas rectangulares.

Llamamos region R, = [a,b, ¢ (z), 4 ()] del plano zy al conjunto de puntos de
tal plano limitado por las curvas

r=a y=¢(z)
r=b y=1v(2)

de tal suerte que ¢ () < (x) son funciones continuas en a <z <b

Asimismo, llamamos region R, = [f (y),g (y) , ¢, d] del plano zy al conjunto de
puntos limitados por las curvas

=cC

r=f(y) vy
(y) y=d

r=9g\y

Sif=f(x,y)escontinuaen R, = [a,b,p (x),¢ ()] ysif = f(x,y) es continua
en R, = [f (y),9(y),c,d], las integrales reiteradas son si R, = R,:

z=b py=1(x) d prr=g(y)
[ rewds= [ [ ) dedy
Jr=a Jy=p(z) Je Jz=f(y)
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Integral doble en coordenadas polares.
Regiones (r,0).

1. R, = [a,b,¢(0),v (0)] comprendida entre los circulos r=a, r=0>b y
las curvas 0 =@ (r) 0 =1 (r) ,tales que ¢ (r) <1 (r) y son continuas
ena<r<h.

2. Ry =[f(0),9(0),c,d] comprendida entre las rectas § =c¢ 0 =d y las
curvas r=f(0) r=g(0) ,talesque f(0#)<g(@) en c<O<d y
ambas son continuas.

Como dA en coordenadas polares es dA = r dr df tenemos:

9=1(r)
//fTHdA // f(r,0)rdrdd o bien
0
r=g(0)
//fr@dA // f(r,0)rdrdd
r=f(0)

Obviamente:
//f(:c,y) dxdyz/ f (rcos@,rsen®)rdrdl
JD J J Dx

Aplicaciones de la integral doble.

1. Volumen bajo una superficie de ecuacion z = z (x,y)

V://z(x,y)dA
A://dA

3. Areas Planas de Superficies Alabeadas en R®.

S= // I+ 1da
R

2. Areas planas.

y como z = f (z,y)

S://[zi+z§+1]dA
R

Si la superficie se encuentra dada a través de la ecuaciéon implicita
F (z,y,z) =0y ésta es diferenciable, entonces:

F, F,

sustituyendo tenemos:

,/F2+F2+F2
R

Bl
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Resumen NOTAS

La integral triple.

Seaf = f(z,y, z) una funcion definida en la region V' del espacio V5. Extendiendo
los conceptos de la integral doble definimos la integral triple de f(z,y, z) en la
region V' como:

///f(x’y’ 2)dV = }i%i F(&mis &)AV;

Si por ejemplo definimos la regiéon V,,, :

V:z:y = [R7 (P(x, y)v /(/)(xv y)]

como el conjunto de puntos de V5 comprendido entre las superficies z = p(z,y)
z = (x,y), tales que p(x,y) < ¥(x,y) ambas continuas en R y por la superficie
cilindrica de generatriz paralela a z’z y directriz el contorno de la region R,
podemos enunciar:

. z=(z,y)
/ / f(,y, 2)dV = / / dA / F(ay, 2)dz
JJVay JR Jz=p(z,y)

Analogamente se pueden definir las regiones V. V..
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3.6. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 3.1.

Calcular el volumen de la region limitada por los planos
z=xz+y, =0, y=0 'y z4+y=2

Solucion:

2 r2—x
V://zdxdy:/ / zdydx
R
2—x
// (x4 y)dydx

2172—x
:/ a:y—i—y] dx
0 2 |

[ (2-—x)°
_A x(2—x)+2]dz

2
4—4
:/ 27 — 2% + x+x}
0

2
:/ 2x — 22 +2—2x+ z—
0 2

Ejercicio 3.2.
Calcular el valor de / / e”" v A donde R es la region del plano zy localizada

entre las circunferencias de ecuaciones: 22 +y?2=1 y 22+4+9y2=09.
Solucién:

Definiendo la regién R en coordenadas polares

R ={(p0) 1<p<3 0<6<2n}

//612+y2d14=// pef dA!
R !
3 2T 9
:// pef dbdp
1 Jo
e’ 18
:277/ pe’ d,o—27r[ }
1 2 1

:7T(€9—6)

138

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 3.3.

Calcular la masa de una lamina de espesor unitario, cuya densidad esta dada
por p = (z,y) = k(a—z)x donde k es constante y si dicha lamina tiene la
forma de la regién limitada por las curvas de ecuaciones x = y/a? — y2,z = 0.

m://Rp(x,y) dxdy://Rk(axf:vQ) dx dy

R={(po)0<p<a-Z <6<}

Solucion:

m= / /2 k (ap cosf — pzcos29) dfpp
0 _

jus
2

@ 0 2072
:/ kap®senf = —kp® [+m]
:/ kapz(l-i-l)—kp?’(z-l-z)dp

0 41

3 4
p>  kmp
— 2 oo

Mgy,

2ka km

Ejercicio 3.4.

Utilizar integrales dobles para calcular el volumen de la regiéon localizada entre
las superficies de ecuaciones,

z2=0, =4, y=2, z=4-2y, xz+6y+42—-4=0

Solucion:

Al proyectar la region en el espacio sobre el plano xy, se obtiene la region
planaR = {(z,y)|0 <y < 2;4 — 2y < x < 4} ademaés, como el plano = + 6y +
4z—4 = 0 para los puntos de la regién R queda por debajo del plano, el volumen
de la region del espacio esta dado por,

2 4
—4 6
V:// wdmdy
0 4—2y 4
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Ejercicio 3.5.

Calcular el area de la porcion de esfera 2 +y? + 22 =16 localizada dentro
del cilindro y? + 22 = 4.

Solucion:

Unas ecuaciones paramétricas de la esfera 2 +y? + 22 =16 son

xr=4cos¢
y = 4cosfsen ¢

z = 4senfsen ¢
y sustituyendo en 3% + 22 = 4.

16cos?f sen? ¢ + 16 sen? fsen® p = 4

2 —_
sen” ¢ = 16
m
¢—arcsen1—6
dedondeR:{(o $)0< o< gogeg%}
dsS = @xﬁ df d¢
do
i j k
g—;xg—r: 0 —4senflsen¢ 4coslseno
¢ —4sen¢ 4cosfcos¢p 4dsenfcos o
%xg—; = 16sen ¢

dS = 16sen ¢ df do

Sustituyendo e integrando se obtiene

//16sen¢d6’d¢*16/( cosz,b)

do

=16 (2~ V3) 7 [u?]

Finalmente, como dentro del cilindro existen dos casquetes como el considerando,
el area total; de esfera dentro del cilindro es de 32 (2 - \ﬁ) T [uQ]
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 3.6.

Calcular el volumen de la regién limitada superiormente por la superficie de
ecuacion e inferiormente por la superficie 22 + y? + 22 = 25e inferiormente por
la superficie y + V3z=0.

Solucion:

Dado que la superficie 22 + y2 + 22 = 25 es una esfera de radio 5 con centro en
el origen y el plano y 4+ v/3z = 0 pasa por el origen, es obvio que el plano corta
por la mitad a la esfera, por lo tanto se puede concluir que el valor del volumen
pedido es:

Ejercicio 3.7.

Utilizar integracion triple para calcular el volumen de la region interior a los
cilindros

$2+y2:a2

Soluciéon:

3 a v/ a2p?cos?6 2
V:/// pdzdpd@z/p\/az—p%osQHdde
0
00

0

3 5 )
_ /2 —(p*cos?6) apd@: (13/2 1 —sen30d9
3cos?0 |, 3 cos26
0 0
a? [ 9 sen
= ?/ [sec 0 +senf — cos%)]de
0
a3 H 3
= —/ (tanf — cos € — secf)
3 0
0
a3
= — { im (tanf — cosf —secl) — (—1 — 1)]
3 a— %
a’ i
= — lim (86029 + sen § — sec f tan 9) do
3 a—%
0
a3
= — {h’m (tana — cosav — secar) — (—1 — 1)]
3 a—%
3
=5 (@ =30
16a®
Vrorar =8V = [u?]
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Ejercicio 3.8.

Calcular el volumen de la region interior al cilindro 2% + y? = 9 y limitada por

1
los planos z =4 + ézcy,z =0

Solucion:

La region en coordenadas cartesianas es
R= {(x,y)|—3§x§3;—\/9—x2 <y< \/9—952}

En coordenadas polares

R ={(p,0)|0<0<2m; 0<p<3}

o g o2
27
/ /4 i cos@d 20
pcos@
= 2
/0 P’

27‘( 9
/ 18 + — cos 6 df
0 2

dé
0

2m

1860 + gsenﬂ

0

Ejercicio 3.9.

Calcular el area de la porcion 4z —y 4+ 2z = 16 del plano localizado en el primer
octante e interior al cilindro 2 + y? = 4.

Solucion:

dA donde F=4rx—y+22—16=0

=/ L=

Z

S://\/16—21+4dA

3 2
21
:C//pdpdﬁ
00
21%
ST
0
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NOTAS

Ejercicio 3.10.

Calcular por integrales triples, el volumen del sélido limitado por el cilindro

22 + y? = 25 y los planos y = Zm,z =0,z=u=.
Solucion:

R{(x,y,z)| 0 <z <4 3—7T<y§\/%; O§z<z}
En coordenadas cilindricas

R/Z{(P,H,Z) 0<p<5 arctan<i><9<g; 0<Z<P6089}

5 5 pcosf

oo | ]

arctan ( % ) 0 0

3 5
V= / / p% cosfdp df

arctan( % ) 0

(,02 oS 9) ‘2(19

—un

arctan( % )

us

12
= / ?5 p? cos 0df
arctan ( 3 )

12
= ?5 sen 6

us
2

arctan( % )

" 3\ 3 125 0
como arctan 1= arc sen 5= 75611

Ejercicio 3.11.

Utilizar integrales dobles para calcular el volumen de la region localizada entre
las superficies de ecuaciones, z =0, x =2,y =4,y =4—2x, 6x+y+4z—4 = 0.

Solucion:

R={(z,9)|0 <z <2;4—2x <y<4}

Ademas, como el plano 6x + y + 4z — 4 = 0 para puntos de la regién R queda
por debajo del plano z = 0, el volumen de la region del espacio esta dado por,

2 4
—4+6
V:// A6ty
0 4—-2X 4
2

3 1
Vv :/ —y+ —ay + =y’dr
0

2 8
-2

2 3
5 5
v :/ Ol = 22
0 2 23
Baltasar Mena
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Cap 3. Integrales Multiples

Ejercicio 3.12.

Calcular el area de la porcion de esfera 22 + y? + 2% = 36 localizada dentro del
cilindro z? + 22 = 9.

Solucién:
Unas ecuaciones paramétricas de la esfera 22 4 y2 + 22 = 36 son:

x = 6senfsen ¢
y = 6cos ¢

z = 6cosfsen ¢

Sustituyendo en 22 + 22 =9;  36sen?#sen? ¢ + 36cos’fsen? ¢ = 9

sen¢2=% ¢:arcsen6=%
de donde
R ={(6,00<¢<T;0<6<2r}
6’
87“ i j k
= |6 cosfsen ¢ 0 —6senfsen¢| = 36sen ¢

3(;5 6senfcosp —6Gsen¢p 6Gcoslcosop
dS = 36sen ¢ df do

Sustituyendo e integrando se obtiene

2m
S = / / 36 sen ¢ do df

=36 (2 v3) r [u”]

Finalmente, como dentro del cilindro existen dos casquetes como el considerando,
el area total de esfera dentro del cilindro es de 72 (2 — \/3) T [u3]

Ejercicio 3.13.

Calcular volumen de la regiéon limitada superiormente por la superficie de ecuacion
22 + y? + 2% = 16 e inferiormente por la superficie v/3z 4+ z = 0.

Solucién:
Dado que la superficie 22 + 3% 4+ 22 = 16 es una esfera de radio 4 con centro en

el origen y el plano v/3z + z = Opasa por el origen, es obvio que el plano corta
por la mitad a la esfera, por tanto se puede concluir que el valor de volumen

pedido es,
4 3 [1
= — 4 —
v 37r( ) {2]
12
V= 78% [u?’]
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Ejercicio 3.14.

En una fabrica se requiere construir un tanque de almacenamiento de agua con
la forma de una superficie que tiene por ecuacién z+ 2 +y?> —a? =0 con z > 0
donde z,y, z estan en metros.

1. ;Cual debe ser el valor de la constante a > 0 de modo que el tanque tenga
un volumen V = 1287 [m?]?

2. Si el espesor de la pintura que debe cubrir el tanque es de 0.2mm. ; Cuéntos
litros se necesitan para cubrir la parte exterior del tanque?

Solucion:

l.z=a?>—-22-42S8i2=0

27 a 2 2 2 4
v [ [ o) dpdo= [0
0 0 0 2 4

27 4 4 4 2 4

a a a ™a
— — — = —0) ds = — df = — =128
/0 (2 4 ) 4/0 2 "

=a* =256 3 a=4

9z \> 0z
o5 (2) (&) 4 1aa

dS = /422 + 4y2 4+ 1dA

S://R\/zx(xuy?)ﬂdmdy

En coordenadas polares:

4 2m
Sz// \/4p2—|—1pdpd9:/ / pVA4p% +1d0dp
R 0o Jo

4

4
S:27r/ o\ 4p2 + 1dp = 27 (112(4p2+1)3)
0

0

- g ((64+1)% _ 1) - (65\/%— 1)

T
6

= 273.86m>

Pintura = 273.86(0.2) = 54.77 litros
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Capitulo
Funciones vectoriales.

En el Capitulo I se establecieron las bases para el calculo diferencial de funciones escalares de varias
variables. Ahora se extenderan dichas bases, de forma natural a las funciones vectoriales. Dado que
un vector queda representado por sus componentes escalares, cualquier operacion diferencial tendré
que ser efectuada sobre dichas componentes, es decir, sobre campos escalares. Los conceptos de
limite, derivada, continuidad, etc, no necesitan de definiciones adicionales y se pueden aplicar de
inmediato a vectores.

Una vez definido un campo vectorial como aquel cuyos elementos son vectores (los cuales a su vez
estan definidos sobre campos escalares mediante sus componentes), veremos el célculo diferencial de
los mismos. Es decir, veremos como un vector tangente a una curva en un punto, puede desplazarse
a lo largo de la curva siempre en direccién tangencial a la misma, describiendo una trayectoria que
corresponde de forma tinica a cada curva en el espacio. Si a cada punto sobre la curva le corresponde
un vector posiciéon con respecto a un sistema de coordenadas seleccionado de antemano, tendremos
que para cada punto de la curva, le podemos asignar un vector tangente a la misma. Ese vector,
puede hacerse unitario dividiéndolo entre su tamano o médulo. Una vez definido el vector tangente
en cada punto, podemos definir, mediante el producto escalar de vectores, otro vector perpendicular
al vector tangente en cada punto de la curva (vector normal); asi mismo, un tercer vector aparece
de forma natural al considerar el producto vectorial entre los vectores definidos anteriormente.
Este altimo vector sera perpendicular a los dos anteriores en el punto considerado (vector bi-normal).

Asi, toda curva en el espacio podré ser representada y recorrida por tres vectores que se desplazan
a lo largo de la curva: un vector tangente, un vector normal y un vector bi-normal. La curva en
el espacio quedara representada por lo tanto en forma vectorial y los cambios de direccion en la
curva (trayectoria de una particula) quedaran registrados por cambios en los tres vectores definidos
para cada punto. Veremos ademas, que la trayectoria a lo largo de una curva espacial, podra ser
representada como la trayectoria de un punto que se desplaza sobre dicha curva o como un ntimero
de puntos distintos colocados a lo largo de la curva (longitud de arco). Ambas descripciones son
equivalentes. Por tltimo, se aplicaran los conceptos a la cinemética de la particula.




NOTAS

Cap 4. Funciones Vectoriales.

4.1. Funciones vectoriales.
Definicién.

Una funcion vectorial f(¢) asigna a cada escalar ¢ en un intervalo o dominio, un
vector f(t) llamado el valor de f en .
Asi,

£(t) = [/1(1), (1), f3(1)] = fii+ foj + f3k
f1, f2, f3 reciben el nombre de componentes.
Definicion.
Limite de una funcion vectorial. Sea f (t) una funcion vectorial definida V¢ en

una vecindad del punto tg, excepto posiblemente en el punto mismo. Se dice que
el vector a es el limite de la funcion f (¢) cuando ¢ — ¢ si:

thl% f(t)y=a
siysolosidadoe >0 3 6§ >0 tal que:
[f(t)—a] <e cuando 0<|t—to] <¢

Continuidad.

La funcion vectorial f (¢) es continua en t = ¢y si esta definida en un entorno
to y ademas:

tliglo f (t) =f (to)

Es decir, dadoe >0 3 4 > 0 tal que:

If(t) —f(to)] <€ cuando [t —to] < O

Ejercicios propuestos.

1. Demostrar usando definicién de limites que:

a) lim [f(t)+g(t)=a+b donde h'r? f(t)=alimg(t)=Db

t—to t—to t—to

b) Silimf(t)=ay tliglo ¢ (t) = ¢ demostrar tlg?o () £(t)=ca

t—to

2. Demostrar que una funcién vectorial

ft)=f@)i+fa(t)j+ f3(t)k

es continua en ty si cada funcion escalar f1, fo y f3 es continua en tg.
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Diferenciacion de vectores.

NOTAS

4.2. Diferenciacion de vectores.

4.2.1. Derivada de una funcion vectorial.

La derivada f’ (¢) de una funcion vectorial f () es:

Lo )_ , f(t+A)—f(t)
(1) = dt Aliglo At
Definicion.

Una trayectoria en R™ es un mapeo c : [a,b] — R™. Si n = 2 es una trayectoria
plana. Si n = 3 es una trayectoria en el espacio. La colecciéon de puntos c (t) con
a <t <besuna curva, c(a) y c(b) son los extremos. Se dice que la trayectoria
c (t) parametriza la curva.

Si ¢ es una trayectoria en R®, podemos escribir c (t) = (x (t),y (t), z (t)), donde
x (t),y (t),z(t) son las funciones componentes de c.

Si la funcion vectorial esta en componentes f (1) = f1 (t)i+ f2 (t)]j la derivada
existe si y s6lo si la derivada de las componentes escalares existen.

v At—0 At
=f'(t) = fi(O)i+ f2(t)]
De igual manera se calcula:

£ (1) d?f(t) d {df (t)}

a2 dt | dt

4.2.2. Reglas de derivacion de funciones vectoriales.

Todas las reglas de derivaciéon para funciones vectoriales son iguales a las de
funciones escalares con una excepcion: Para diferenciar el producto vectorial
de funciones vectoriales, el orden de los factores debe preservarse, ya que el
producto vectorial es no conmutativo.

Reglas:
1 d _dv du
5 d B dv du
. %(UXV)—UXJ—FEXV
d
3. %(u-vxw):u’-vxw+u-v’><w+u-v><w’
d
4. %(uxvxw):u’x[vxw]+u><[v'><w]+u><[wa’}
Sit = g(s) es diferenciable:
a dulg(s)] _ du(t)dg(s)
_ t) = =
a5 = s it ds

utilizando la regla de la cadena.

Baltasar Mena

149



N O TA_ S Cap 4. Funciones Vectoriales.

Consideremos el campo vectorial:

u:a(x7yaz7t)i+/8($7yvzvt)j+7(x7yaz7t)k

En cualquier punto P (z,y, z) y para cualquier instante ¢, el campo define un
vector. Si mantenemos P fijo, u puede cambiar debido a ¢ y si mantenemos ¢ fijo
el vector en P sera diferente al vector en Q (z + dz,y + dy, z + dz). Es decir,
para que cambie u en la direcciéon x debera cambiar « y lo mismo para y y z.

du = dai + dfj + dvk

Oox ox oo oo .
du = ((?mdx + 8—ydy + Edz + 8tdt> i

op op 9B B .\ .
+ <8xdaz+ aydy+ 8Zdz+ atdt>‘]

oy 0y o oy
+ <8mdw + 8ydy+ aZdz + 5 dt) k

Ejemplo 4.2.1.

Sea r = zi 4 yj + 2k el vector posiciéon de una particula en R3 entonces,
dr=dxi+dyj+dzk

d d
V:%:£i+£j+%k velocidad

d’r &z, Py, d*z ¥
o = gl + PTEL + Wk aceleracién

Ejemplo 4.2.2.
2

Sea u (t) un vector de magnitud constante, luego u - u = u?.

Diferenciando:
du d
at T at "
du
220
-

du du
luego i 0 ,entonces — es perpendicular a u, lo cual es de notable importancia.

Notese que en todos los casos u-u = u? donde u es la longitud de u, la
diferenciacion resulta:

du du
U — = 2u—
e
o du_ du
dt T dt
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Ejemplo 4.2.3.

Sea la particula P que se mueve sobre un circulo de radio 1 con una velocidad

de
angular constante w = —

dt’
Figura 4.1.

P
r=rcosfi+rsenfj / r
dr df \ 6

v_%:(—rsen&i—i—rcos&_j)E J > x
dv  dr , N A%
a= =5 = (—rcosfi—rsenfj) <dt>
luego,
a=—w’r.

El punto P tiene una aceleracién hacia el origen de magnitud constante w?r
(aceleracion centripeta).

Ejemplo 4.2.4.

Sea P un punto cualquiera sobre una curva espacial.

Figura 4.2.
z
r=x(s
Ar _
0 z=2z(s)
r

donde S es la longitud de arco medida desde algiin punto.
Ahora:

r=x(s)i+y(s)j+z(s)k (1)
luego:

dr dx dy dz
— = —i+Zj+—k 2
ds d51+ds‘]+ds 2)

dr dr  (dv 2+ dy 2+ dz\* _de’ tdy? +d2
ds ds \ds ds ds) ds

dr Ar
Luego s es un vector unitario. Cuando As — 0, la posicién de — se acerca
s

As

a la linea tangente en P. Luego (2) representa un vector tangente unitario a la
curva espacial (1).

Baltasar Mena
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N O TA. S Cap 4. Funciones Vectoriales.

4.2.3. Repaso.

Curvas en el espacio.

Llamamos curva al conjunto de valores de una funcién que mapea un intervalo
en R al plano R? o al espacio R3. Llamaremos a ese mapeo la trayectoria
C'. Usaremos t como variable independiente, luego ¢ (t) es la posicién de una
particula en el instante t.

Superficies en el espacio.

Curva en el espacio: r (t) =z (t)i+y (t)j+ z (t) k.
La representacion paramétrica es: x =z (t),y =y (t),z = z (1)
Superficie en el espacio: r (u,v) = 2 (u,v) i+ y (u,v)j + z (u,v) k

La representacion paramétrica es: x = z (u,v),y = y (u,v),2z = z (u,v) donde
u, v son pardmetros. Si v = cte, describe una curva en el espacio donde u varia.
Para cada valor de v = ¢ existe una curva en el espacio. Similarmente v varia a
lo largo de la curva u = k. El lugar geométrico de todas las curvasv =cyu =%k
definen una superficie S. Los parametros u, v se llaman coordenadas curvilineas
y las curvas u y v son las curvas paramétricas.

Figura 4.3.

El vector unitario estéa n definido por:

Ty X1y
[Ty X 1y
donde:
_— or or
YTou T gy
son normales a la superficie S representada por r(u,v) siempre y cuando
ry, X1, #0.
Demostracion.
Como
N or 8xi+ By,Jr 8zk
Y ou Ou au'] ou

es tangente a v = cen P.
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y como

_@_@.—F@.‘F%k
"o T o T o T B

es tangente a u = k en P.

Entonces r, X r, es perpendicular a .S en P y n es unitario.

Sir, xr, =0 el punto se llama singular. Los planos tangentes sblo existen en
puntos no singulares.

Longitud de arco.

La longitud de la trayectoria ¢ (t) = (x (t),y (t), z (t)) para tog <t < t; es:

5= / i OF + 1y (0 + [ (0Pt

Ejemplo 4.2.5.
Encontrar la longitud de la trayectoria c(t) entre 0 < ¢ < 2.

c(t) = (rcost,rsent)

2
c(t) = / \/(—rsent)2 + (rcost)?dt
0
c(t) = 2mr

Si hubiera sido entre 0 < ¢ < 47 hubiéramos obtenido 477, etc.

Ejemplo 4.2.6.

Encontrar la longitud de arco de c(t) = (cos t,sent, t2) ,0 <t < 7. Ahora es
en R3.

Solucién.
c(t) = (cost,sent,t?) tiene como vector velocidad v = (—sent, cost, 2t).

Ahora como:

1\ 2
Iv| = V/sen2 t + cost + 462 = /1 + 462 = 24 [ 2 + <2)

la longitud de arco es:

Evaluando la integral.
1 1 1 1
/(;v2+a2)2d:r: 3 [x(x2 +a2)2 +a’In (x—l— (:E2 +a2)2>} +c
sustituyendo valores:

1
s = g L4477+ 7 In (27r+ V1 +47r2) -10.63
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Diferencial de longitud de arco.

Un desplazamiento infinitesimal de una particula sobre una trayectoria
ct)=z@®)i+y)j+z@t)k
es:

dx dy dz
ds=dri+dyj+dzk=|—i+ —=j+ —k | dt
S 1+ ay) + az (dthLdtJert )

y su longitud:

ds = \/dx? + dy? + dz? = dr 2+ % 2+ & 2dt
- 4 —\V \a dt dt

serd la diferencial de longitud de arco.

s=/ds

to

Asi la longitud de arco es:

Generalizando a R™:

Sic: [to,t1] — R™ es una trayectoria. Su longitud se define como:
ty
5= / |c’ ()| dt
to

donde, si:

c(t)=(x1(t),z2(t),...,zn (1))

= 5= / \/($’1 (D) + (22 (1)) + ... + (a0 (1)t

Relacion entre la representacion de una curva como la trayectoria de una particula
(t) y como la longitud de arco (s).

Imaginemos un ejemplo sencillo pero ilustrativo: Consideremos una carrera de
automoéviles en un circuito cerrado. La carrera se puede observar desde dos
puntos de vista; el primero es montado como piloto en uno de los autos y
el otro, como espectador sentado en un punto fijo del circuito(digamos en la
meta). El piloto del automoévil puede leer su velocidad y cambiarla por medio
del acelerador. Sin embargo, no sabe su posicién respecto a los otros autos ni
cuanto camino ha recorrido. Esta es la descripcion utilizando una particula que
se desplaza a lo largo de una trayectoria, utilizando ¢ ( digamos el tiempo con
un cronémetro) como parametro; particula fija, posicion variable (descripcion de
Lagrange). Por otro lado, un espectador en un punto fijo puede ver la trayectoria
completa y analizar el movimiento de cada automovil cuando pasa por el punto
donde se encuentra el espectador, utilizando s, la posiciéon o longitud como
parametro; posicion fija, particula variable (descripcion de Euler).Obviamente,
la carrera es la misma al igual que las velocidades y aceleraciones de cada
vehiculo, ya que estas son independientes del sistema de analisis.
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Foérmulas de Frenet-Serret.

Triedro.

La curva C en el espacio se representa por el lugar geométrico del punto extremo
del vector posicion r (t) = z (t) i+y (t) j+z (t) k donde ¢ es un pardmetro escalar.

Se supone que x(t),y(t) v z(t) tienen derivadas continuas y pueden expanderse
en series de Taylor en la vecindad de cualquier punto de la curva.

El vector tangente unitario a la curva en cualquier punto es:

dr
YO @ dr
T=O " Tar ai| 7"
pr

Si usamos como parametro la longitud de arco S, entonces:

r(s)=a(s)i+ty(s)j+z(s)k
y el vector tangente unitario sera:

_dr
T ds

Ahora, T es un vector unitario tal que su derivada T’ (s) es perpendicular a

T =1'(s)

dT
T. Ademés — nos dice que tan rapido estd cambiando de direccion el vector

s
unitario tangente al moverse a lo largo de la curva.

La normal principal a la curva se define por la ecuacion:

dT
— =EkN
ds

donde k = Ts se llama la curvatura de ¢ en cualquier punto. Su inversa recibe
s

el nombre de radio de curvatura,

1

La ecuacién de la normal principal define tanto a k como a N siendo & la longitud

dT o dT
de R N es el vector unitario paralelo a s
s s

Si se define un tercer vector perpendicular a T y a N, tomaremos un sistema
de coordenadas en P.

Asi:

Vector Binormal,

B=TxN

Asi mismo: /B
B 1 —

ds

Baltasar Mena
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N O TA. S Cap 4. Funciones Vectoriales.

Todos los vectores asociados con la curva en el punto P pueden escribirse como
una combinacién lineal de T , N y B.

TRIEDRO

Figura 4.4.

Asi, se evalia:
dT

— =k
ds .

dT
Que es la normal principal a la curva, donde k es la magnitud de s y se llama
s

1
curvatura. El reciproco p = z es el radio de curvatura. El plano formado por T

v N se llama plano osculador.

. dT
k— longitud de —
ds

o dT
N— vector unitario paralelo a s
S

Definamos la torsion 7 de una curva C' en cualquier punto como:

dB 1
— = —7N donde — = ¢ el radio de torsion .
ds T

Asi, el vector tangente unitario T, el vector normal unitario N y el vector
unitario binormal B forman un triedro en todo punto de C.

Triedro:
B=TxN N=BxT T=NxB

dN . dB
Ahora, al evaluar, — y — esobvioque — 1 B
ds ds ds

Por lo tanto , las formulas de Frenet-Serret son:

dT

— = kN

ds

dB . dB

E = —7N o bien E =7N
ﬁ:7'B—kT o bien d—N:sz—TB
ds ds
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Es obvio que,

B-T=0
luego
dB
— - T+EkB-N=0
ds
6 bien
B T=0
ds B
dB . .
luego s es perpendicular a T, es decir es paralelo a N.
S
Entonces,
dB N
ds

donde 7 es la magnitud de s
S

Sabiendo que: N = B x T se tiene :

d—N:BxE—f—d—BxT:Bka—i—TNxT:—kT—TB
ds ds ds

Ejercicios propuestos.

1. Demostrar que:

/ 1"
f— X o Fxrl
‘I"|3 (I‘/ X I‘”) Ly

2. Demostrar que las féormulas de Frenet-Serret se pueden escribir como:

dT aB dN
- T - = B — = N
Is w X 15 w X Is w X

donde w = 7T + kB es el vector paradoux de la curva C.

3. Mostrar que:

%~C;—]::—kr B-CZ—I;I:T T-C;—lj:—k
Notese que:
N-N=N?=1 B-B=DB=1 T T=T>=1
y que:
B-T=0 T-B=0
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Cap 4. Funciones Vectoriales.

4.3. Geometria diferencial.

4.3.1. Formulas de Frenet-Serret: método alternativo.

Hemos visto que si un punto P sobre una curva espacial dada por:

donde s es la longitud de arco medida desde algin punto @, el vector de posicion
de dicho punto P es:
r=ux(s)i+y(s)j+2(s)k

de tal manera que:

dr dxr, dy, dz

es un vector tangente unitario a dicha curva en el punto P .

Recordemos ademas que:

Yy que

dz\? dy 2 dz\?
" V(dt) (i) (%)«
es la diferencial de longitud de arco.

Asi, utilizando como parametro la longitud de arco s, el vector tangente unitario

es:
dr

T ds

Asimismo, el vector T(s) sera perpendicular al vector T.

T =1'(s)

dT
Ademés e indica que tan rapido esta cambiando de direccién el vector unitario
S
tangente T al moverse a lo largo de la curva.

Notese que por otro lado, la curva C' en el espacio es el lugar geométrico del
punto extremo del vector posicion

r(t) =z)i+y@)j+ z(t)k
donde t es un parametro escalar no necesariamente la longitud de arco s.

Las ecuaciones paramétricas de C' seran entonces:

O sea, que a una funcién vectorial

£(t) = f1(t)i+ f2(D)j + f3()k

le corresponde, en cada punto, un vector posicion

r(t) =x()i+yt)j+ 2(H)k
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y de igual manera el punto P a lo largo de la funcién describe un curva C' con
ecuaciones paramétricas

v=a(t) y=yt) z==z@)

Ahora el vector tangente a la curva en cada punto seréa f'(t) y el vector unitario
tangente sera:

dr
T — r/(t) _ dt
() |dr
dt
siempre y cuando
dr
—|#0
dt 7

Asi, la curva espacial C puede quedar representada por r(s) 6 r(t) donde:
£(t) =r(t) = z(t)i+y@)j+ z(Hk a<t<b

o bien

donde la longitud de arco es

s= [as— /b (1) dt = /b () )t
C a a

y el elemento de longitud de arco es:
ds = |f'(t)| dt

Entonces la longitud de arco de una curva espacial s(t) es una funcion de la
variable escalar ¢ :

s(t) = / I#(8)) dt

Ejemplo 4.3.1. Una curva C esta dada por la funcién vectorial:
f(t) = acosti+ asent] 0<t<2r

Representar la curva mediante una funcion vectorial con la longitud de arco S
como parametro.
Solucion:

Sabemos que la longitud de arco es:

t

¢
s
s:/|f’(t)|dy:/adt:at:>s:at:>t:f
a
0 0
ya que :

f'(t) = (—asent)i+ (acost)j

(SIS

f'(t)] = ((a®sent) + (a’cos’t))2 = a

Baltasar Mena 159



NOTAS

Cap 4. Funciones Vectoriales.

luego la funcién vectorial que representa f(¢) en funcion de s sera:
s s\ . s\ .
g(s):f<f): (acos>1+<asen>J 0<s<2ma
a a a

Ejemplo 4.3.2.

Cuando una curva S esta representada por una funciéon vectorial g(s) donde s
es la longitud de arco, demostrar que:

dg(s)
ds

=¢'(s)=T
Solucion:

Sabemos que si C esta representada por f(¢) , entonces el vector unitario tangente
es:

e =g =0 =30 =
@
_f
78 o T

4.3.2. Formulas de Frenet-Serret (revisitadas).
Tangente, Curvatura y Torsion.

r'(t)
v’ (2)]

A partir de T =

donde |r'(t) # 0] 6 si el parametro ¢ se reemplaza por la

longitud de arco:

dT(s)

T =1'(s) y ademés T'(s) = es L aT.
s

Definicion.

- o . dT dT
La normal principal unitaria N se define a partir de e kN donde k = s

S S
se llama la curvatura de C' en cualquier punto.
. 1 .
Su inversa p = T es el radio de curvatura.
dT

dT
Notese que k es la longitud de Y N es el vector unitario paralelo a s
s s

Si se define un tercer vector perpendicular (1) a T y a N, tendremos un sistema
local de coordenadas en P.
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Definicion.
El vector unitario binormal es:

B=TxN

dB
Igualmente tenemos que — es L a B y que |B| = 1 ya que T y N son unitarios.

ds

La torsion 7 de una curva C en cualquier punto se define como:

dB dB
E = 7N donde 7 = ’ds

1
— = o se le llama radio de torsion.
.

Nota: Se puede definir T 7NN ya que la definicion es arbitraria.
S

Hemos formado un triedro:

Triada: avién con trompa en
direcci6n de T (paralela a la
velocidad), las alas alineadas
a lo largo de N y el timén a
lo largo de B.

>y
Figura 4.5. ~*
Triedro:
B=TxN; N=BxT,; T=NxB
dB . . .
Para evaluar Is y Is se parte de B-T = 0 Se aplica la diferencial con respecto
a s. 5 5
dB dT
— - T+B-— =0
ds + ds
o bien ,
aB -T=-B-kN
ds

B dB
pero Is es 1 a T luego como T y N son perpendiculares , s es paralela a N.
s s
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Entonces,
dB
— = —7N
ds T
o bien,
dB
22 N
ds T
Ahora bien de N =B x T:
dN dB dT
@ as CTTB g

=—N x T+ B x (kN)
=—7(TxN)—-k(N xB)

d—N =7B — kT
ds

Finalmente,
dN

— = — (KT B
I (kT +7B)

Formulas de Frenet-Serret:

dT

— =kN

ds

dB

= - N

ds i

dN ) dN
EZTB—I@‘T o bien, E——(k’T—FTB)

Ejemplo 4.3.3.

Si una curva C' es representada por r(t) y ésta es una funcion diferenciable al
menos 2 veces, la curvatura C' en cualquier punto se puede escribir como:

_ @) xx" (@)
/(1))

Solucion:

Sea r(t) =r (s(t)) donde S es la longitud de arco. Entonces,

oy ) _ dds L dS
Y= T na - Y a (1)

y como |T| =1 ,entonces,

ds

vol= |5

Ahora, al usar la formula de Frenet-Serret se tiene,

dT dT ds ds
- asa - Ny (3)
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Si se diferencia (1) y se usa (3), se obtiene,

v'(t)=—1r'(t)=T— +—— = o

d d?s dTds d’s ds\ >
dt T T T e () N

Y al combinar resultados de (1) y (4):
d?s ds ds
dt2T+ (dt> kN} - (d ) KT xN (5

d
( 5) kB pero [B| = 1

r'(t) x 1 (t) = [Tj‘;]

dt
Entonces,
r _ (4 (P = k= O X @]
o) 201 = () = Wit = 2O

Para aclarar lo anterior, demostrar que la torsiéon

T = [r/(t)r”(t)r”/(t)]z [rl(t)r//(t)r///(t)] — I./// . [r/ % I.//]

/(D) x ()]

Igualmente :

Ejemplo 4.3.4.

Si la posicion de una particula esta dada por la funcion
r(t) = (3t — t*)i+ 3t%j + (3t + t3)k

Determinar el instante para el cual su radio de torsién es minimo.

Soluciéon:
Se tiene :
= (3 —3t,6t,3 + 3t%)
= (—6t, 6, 6t)
= (—6,0,6)
r' xr” = (18° — 18, —36t, 18¢* + 18)
i x o) = (18)% (2) (£ + 1)
' xr” " = (18)(12) = 216
de donde el radio de torsion es
Y 18)%(2) (2 +1)°
oo X _ O AELY g0 gy
r' xr”.r" (18) (12)
el cual es minimo para
d

£:0¢6(t2+1)(2t):0,t:0
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Ejemplo 4.3.5.

Obtener la ecuacion de un plano tangente y de la recta normal a la superficie,

3
z?yz + 3zy® = 22z — 8z en el punto P (1, 2, —2> .

Solucion: Sea
F(x,y,2) = x2y2+3y2 —2xz2+82=0

un vector normal a la superficie es

oF oF oF
Ox’ Oy’ 0z

21
V|p = <_33 37 8)

un miltiplo escalar de v es

> = (Qxyz — 2z, 2%2 + 6y, 2%y — 2z + 8)

N =2v = (—6,21, 16)
sustituyendo los datos en la ecuacién del plano

A(x —20) +B(y —yo) +C(2—2) =0
—mx—n+21@—2y+w(z+§>:o
6z + 21y + 162 — 12 =0

y sustituyendo en las ecuaciones de la recta,

T—Zo Y—Y 22— 20

A B c
x—1 y—-2 z+3

—6 21 16

Ejemplo 4.3.6.

Dada la superficie de ecuacion,
r = (3cosssect)i+ (3senssect)j+ (3tant)k
a) Obtener su respectiva ecuacion cartesiana e indicar a que superficie corresponde.

b) Determinar la ecuacion cartesiana del plano tangente y las ecuaciones en

forma simétrica de la recta normal, en el punto en que s = % t= Z
Solucién:
a) Del enunciado
x = 3cosssect (1)
y = 3senssect (2)
z = 3tant (3)
de (1) y (2)
z? +y? = 9sec?t (4)
de (3) y (4)

2?2 +y? — 22 =9 Hiperboloide de revolucion de un manto
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b) Se tiene
0
a_ —3senssect,3cosssect,
0
S
or 5
— = (3cosssecttant,3sen ssecttant, 3sec”s
o = ttant,3 ttant, 3secs)
ik
o 9 .
871‘)(87; =|-3 3 0|=(18,18,—18)
5 s=%t=% |3 3 6

T

=r(—,—)=1(33,3

P r<4’4) (3:3:3)

(r—3,y—3,2—3)-(1,1,-1) =0
r4+y—2—3=0  Plano tangente.

r—3=y—3=3—2 Recta normal.

Ejemplo 4.3.7.

Sea la curva de ecuacion
r(t) = (3—20)i+ (t* —4t)j+ (2t — Dk

Determinar:

a) Sila curva r(t) se encuentra contenida en un plano.

b) La ecuaciéon del plano osculador de r(t).

c) La curvatura en el plano dado por t=2.

d) El radio de torsiéon en cualquier punto.
Solucién:

a) Se tiene

r' = (-2,2t —4,2) r’ =(0,2,0) " =(0,0,0)
de donde

rxr’ " =0=7=0.. siestden un plano

r xr’ =(-4,0,4)| B p=r(0)=(3,0,-1)
con lo que la ecuacion del plano osculador es:

(x—3,y,2+1)-(1,0,1) =0 =sz+2—-2=0

r'(2) = (—2,0,2) I'(2)] = 2v2
|(74v 07 74)‘

- _ V21
) T
d)
1 1
c=—==-—=0—00
T 0
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4.3.3. Aplicaciones a mecanica (Cineméatica).
Aceleracion y curvatura.
En el movimiento a lo largo de una curva general donde v cambia de direcciéon
y magnitud, el vector aceleracion es la suma de dos vectores ortogonales; uno
da la razén de la velocidad y el otro da la aceleracion centripeta instantanea
correspondiente a una trayectoria circular relacionada con ella.
Asi:

a=aqT+a,N (1)

Sea el vector posicién:

r(t) =z@®)i+y@®)j+ z(t)k

dr dx dy. dz
t)=—=—i+—j+ —k
vO=G =@ Tt @
d2r d’x d’y. d*z
)= — Sl AR
a=gp = @it it e
La rapidez sera:

S ORONCIE

Recordando que:

dT dT

T 1 At s T

ds ds k dT dT ds
dt| |ds

(T gira en la direccién N a una razon de k).

Entonces de la ecuaciéon de aceleracion tenemos :

d’z, d*y, d*z

t) =v/(t 2V %k
a(t) =vi(t) = Gz +dt2 i+ e
y como:
ds
t T
Vi) =—-
entonces: P ds d P2 ds dT d
S s dT s s dT ds
t)y=—5T+——=—2T
W= T T w ds dt
d?s ds\?
=at)=—-——=5T — | N
alt) = 7z +(dt>
Es decir:
a=arT+a, N
luego:
d2
aT:Ezs an = kv? = a® = a;* + a,”
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Resumen de férmulas:

Parametrizacion:
r=r(t) obien r=r(s)
Velocidad:
B dr
M7

Longitud de arco:
ds = |dr| = |v|dt

Aceleracioén:
Pr  d3s ds\?
=—=—T+k|(— | N
Ac Tt <dt>
d|v| 2
= T+ k N
o T+ kv
Curvatura:
dT ) 1
k = |—|; radio de curvatura: p = %
Tangente:
v
T= —
|v|
Normal:
B 1dT
T kds
Binormal:
B=TxN
Torsién:

_ N dB—ﬂ: dB
=N

Formulas de Frenet Serret:

dT

— = kN

ds

B

22 _ N

ds ’
dN . dN
5 =7B— kT o bien . =—(kT+7B)

Regla de la cadena:
da_14
ds  |v|dt
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Ejemplo 4.3.8.

Un esquiador se desliza con una rapidez constante de 5v/17 ["’] alo largo de una
trayectoria definida por la curva de ecuacion z = %y‘?’ determinar su velocidad
y su aceleracion en el instante en que llega al punto A(40,20) despreciar las

dimensiones del esquiador.
Solucién:

Se considera :

v dr. dy.
at'~ ar?
donde 1 d 3 ,dy d d
. B R B )
“200Y T ar ~200Y @ dt|, Ot
ahora
2
= 5V17 1=+vV85
[v| :> (200 ) + v
con lo que
dy _ [85 dr _ o [85
dat V37 dat V37

85
jvz_\/;(61+j) = —9.09i — 1.52j

Po_ 3 dy 3 Ly
dt? 100 dt 200 dt?

para la aceleracion

donde
df;g B \/85
dt [ o
40 000 +1
LBy V(o T dy
a2 2 \40000 10000 dt
85 _3 (36 85
- ——\ﬁ(37) (2) /=2
2 5 37
= —0.22
con lo que,
d?z 3 85 3
— = —(20 —(20 0.22) = —0.41
dt? 100( ) 37+200( ) (= )
Finalmente :
d2 d?y
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4.4. Resumen Capitulo 4. Funciones vectoriales.

Longitud de arco.

La longitud de la trayectoria c (t) = (x (t),y (t), 2 (t)) para tg <t < ¢ es:

5= / Vie OF +ly OF + [ ()t

Diferencial de longitud de arco.
Un desplazamiento infinitesimal de una particula sobre una trayectoria

ct)=z(@®)i+yt)j+z(t)k es,

. . _(dx, dy, dz
ds_dxl+dyj+d2k_(dt1+dt‘]+dtk)dt

y su longitud:

ds = +/dx? + dy? + dz? = dx 2—|— % 2+ = 2dt
o Y a dt dt dt

serd la diferencial de longitud de arco. Asi la longitud de arco es:

t1

s=/ds

to

Generalizando a R™:
Si ¢ : [tg,t1] — R™ es una trayectoria. Su longitud se define como:

t1

s:/\c/(t)|dt

to
donde, si:
c(t)=(z1(t),z2(t),...,xzn (1))
t1
+ 5= (V@ Or + @2 0P+t @)
to
Fo6rmulas:
Parametrizacion:
r =r(t) o bien r = r(s)
Velocidad:
B dr
M7

Longitud de arco:

ds = |dr| = |v|dt
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Aceleracion:
d21' d25 ds 2
AT ar T e +k(ﬁ)
dlv
=4£JT+kaN
Curvatura:
dT 1
k = |—|; radio de curvatura: p = —
ds k
Tangente:
T — v
v|
Normal:
B 1dT
T kds
Binormal:
B=TxN
Torsién:
_N.B_ (B
= ds ~ ~ \ds
Curvatura:
dT
k= —
ds
_ IP@) xx"(@)]
/()

1
radio de curvatura p = T

Vector Tangente:

!
AU T=12 T = r'(t)
I’ (t)] v
Vector Normal :
B 1dT B dT
“kds s

Vector Binormal :
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Torsion :
dB
T=-N- s
o [’ ()" (1)x"(1)]
e () (1)

donde: r'(t)r” (t)r"'(t) = x"'(t) - ['(t) x r”'(t)] es el triple producto escalar

Formulas de Frenet Serret:

dN . dN
E:TB—kTOblenE——(kT+TB)

Relaciones de Frenet-Serret:

i B
ds ds
dN

B — =
ds T

dN

ds

= —kr

Aplicaciones a cinematica.

Vector desplazamiento:

r(t) =xz()i+y(t)j+ z(H)k

Vector velocidad:

dr dx dy dz
=2 W 2y
vO=w = @t a

Rapidez:

S ORONCIE

apy_ B Pr_Pr Py
Todt dt2 T dt? PR

Baltasar Mena 171



N O TA_ S Cap 4. Funciones Vectoriales.

Aceleracion centripeta: Puesto que,

d?s ds\? dv v2

Es decir:
a=arT +a,N

Donde ar es la componente escalar de la aceleracion tangencial y ay es
la componente escalar de la aceleracién normal o aceleracién centripeta.
Asi:

1

ap = — Lo jal = [aX +a7]*

ds\?
aN:k(dt) = k|v|?

Obsérvese que:

y oz
I — v xal R y oz
|v|? v x al’
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

4.5. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 4.1.

Una trayectoria estd dada por la funciéon vectorial

r(s)= (acoss> i+ (asen$>j+(b5)k; a,bs> R
a a

donde s es la longitud de arco
a) Obtener el triedro {T,N,B}.
b) Calcular la curvatura y la torsion.

Solucion:

a) Como s es la longitud de arco, se debe cumplir

2 2 2
s s 9
=1, |(—sen—] +|cos—] +()"=1, b=0
a a

dr s\ . AW
T = P (—sena) i+ (cos a)]
dT

ds__ (— cos S) i+ (—senf)j
dT a a

ds

dr
ds

Asi entonces

B=TxN=0i+0j+0k
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Ejercicio 4.2.

Si la trayectoria de una particula esta dada por
r(t)=(3t— %) i+3t°j+ (3t +*) k

determinar el valor de ¢ para el cual el radio de torsiéon es minimo.

Solucion:
Se tiene
r' = (3-3t%,6t,3+3t%) =3(1—1>,2t,1+¢°)
v’ = (—6t,6,6t) =6 (—t,1,t)
v’ = (—6,0,6) = 6(—1,0,1)
v’ xr’ =18 (7 —1,-2t,t* + 1)
v/ x| =18/ ((t4 — 212 + 1) + (412) + (¢4 + 212 + 1))
= 18V2 (£’ +1)
de donde
' x 1| (18)2(2) (12 +1)*

v xr”r” (18)(6) (—t2+14+0+12+1)
—3(2+1)°
Ahora para que sea minimo

do

=0 2 —0- —
=0 6(t2+1)(2t)=0; =t=0

Ejercicio 4.3.
Un objeto que se desplaza en el espacio esté sujeto al campo de velocidades
v=(rz+2y)i+ (J;z+y2)j+ (a:z+y2)k

Si en cierto momento el objeto se encuentra en el punto P(1,1, 1), determinar
las componentes y de la familia de vectores u = (a, 1,b), en las que debe moverse
el objeto para que la razon instantdnea de cambio del campo v sea nula.

Solucion:
Se tiene
I [ I
—= = |z 2y =z = —_ =
ds z 2y x| |b 0| VI+a2+0® g
Valuando en el punto
1 2 1] [a 0 _
1 2 1| 1] =]o] = bﬁ“:F? t5R
1 2 1f|b 0 a

174

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.
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NOTAS

Ejercicio 4.4.

Sea la curva de ecuacion,
r(t) =e'senti+e'costj+e'k

Determinar en el punto
t=0.

a) Los vectores T, N, B.

b) La curvatura.

Solucién:
Se tiene
r'(t) = (et sent + e’ cost) i+ (et cost — e sent)j +e'k

r'’(t) = (2¢' cost) i+ (—2e’sent)j+e'k

" (t) = (2€t cost — et Sent)i+ (fQQt cost — 2et sent)j + etk

evaluando ¢t =0
r(0)=i+j+k
r’(0) =2i+k
r(0)=2i—-2j+k
rxr’' =i+j—2k
It x| =6
| =3

de donde

2)

1, .
r xr” 1
= = — j+ 2k
v/ x 1| 6(1+J+ )
1
NfoTf—2(17.])
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Ejercicio 4.5.

Determinar las componentes (escalares) tangente y normal de la aceleracion,
considerando como ley de desplazamientos
r(t) = [sent — tcost]i+ [cost +tsent]j+ [t*] k
Solucion:
v(t)=1"= (tsent)i+ (tcost)j+ (2t)k
a(t) =r" = (tcost +sent)i+ (cost —tsent)j+ (2)k

Iv] = Vst

v-a=st
vxa= (—2152 sent) i+ (—2t2 cost)j + (t2) k
|v x a] = v/5t?
ar =5
ay =1

Ejercicio 4.6.

Dada la superficie de ecuacion
u(s,t) = (2acosssent)i+ (acost)j+ (2asen ssent)k

Determinar el valor de a, de tal forma que el plano tangente a la superficie en
el punto P (2a,0,0), sea paralelo al plano = = 4.

Solucién:
Tz =2acosssent=2a coss=1 s=0
™

P = y=acost =0 t:§
z=2asenssent =0 sens=0 s=0

du .

i (—2asenssent)i+ (2acosssent)k

s

du . .

i (2acosscost)i+ (—asent)j+ (2asenscost) k

de donde la normal al plano tangente a la superficie, est4 dada por

Co
du d v

N= (&™) —l0 0 2a|=2d%
ds dtJ|p |y _4 o

con lo que el plano tangente tiene por ecuacion,

(2a27070) (x —2a,y,2) =0
2a* (x — 2a) = 0

T =2a

y del enunciado x = 4, se tiene que a = 2.
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NOTAS

Ejercicio 4.7.

Calcular las coordenadas del punto P de la curva

r(t)=(1-2t)i+ () j+ (262(“1)) k

en el que el vector tangente r’(¢) es paralelo a r(t).

Solucién:

r(t)=(1-2t)i+ () j+ (2e2(t*1)) k

() = (—2)i+ (20 + (462“—1)) K

si

por lo tanto

Se obtiene
_ _1
1=2a ; a=3
Sustituyendo
1
1—-2t=-21(=
(3)
t=1

por lo tanto el vector de posicion del punto pedido es,
r(l)=-i+j+2k = P(-1,1,2)

Ejercicio 4.8.

Una particula se mueve de acuerdo con las ecuaciones

r=t—1, y=2t—1t>

Encontrar la aceleracion de la particula, su rapidez y las componentes tangencial

y normal de la aceleracion.

Solucion:
r(t)=(t—1)i+ (2t —¢%)j
v=r'(t)=i+(2-2t)j
=r"(t) = 0i — 2j
v=['{t)=\/1+4(1—1)® = V42 -8t +5
v-a 4t — 4
aT = =
v VA2 — 8t +5
o — vxa 2
NTUW T Vaeg—si+5
o bien
5 2
any =1\/|a|” — a?r =

VA2 — 8t +5
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Ejercicio 4.9.

En la curva
r(t) =e'costi+e'sentj+e'k

calcular el valor de la curvatura en cualquier punto.

Solucion:
B |r/ X I,///|

jrr[?
r'(t) = (e' cost — e’ sent) i+ (e’ cost +e'sent)j+ (') k
r”(t) = (—2e'sent) i+ (2e' cost)j+ (e') k
v’ xr” = (—e* cost+e*sent)i+ (—e* cost+e* sent)j+ (2¢*) k
i’ x v = V6e
'] = V/3e!

VBt o
(\/362‘5)3  3y/3e3t

V2

R = —
3et

Ejercicio 4.10.
Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta tangente , en el punto P(2,0,0),
a la curva de interseccion entre las superficies,
S1:u=(2costsens)i+ (coss)j+ (2sentsens)k
Sy:v=(2cosa)i+ (8)j+ (2sena)k;

Solucién:
ou .
5o (—2senssent)i+ (2costcoss)k
ou . .
55 (2cosscost)i+ (—sens)j+ (2cosssent)k
)
é = (—2sena)i+ (2cosa)k
ov o,
0B
Valuando en P(2,0,0)
ou| olc ov| olc
ot Sa|
du . ov .
| = <2 =J
s b, Wy} N
La direcciéon de la recta tangente es
) ) ) 5
T (&8 2t [ Y] XY =0i+0j + 0k
t|p  ds|p dalp OB |p

Las superficies son tangentes en P, por lo que no existe curva de interseccion.
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

Ejercicio 4.11.

Una particula se mueve en el espacio con una aceleracion,
a(t) = (2sen3t)i+ (2cos3t)j+ (3t°) k

siendo el parametro ¢ el tiempo. Encontrar la velocidad y la posicién de la
particula para cualquier tiempo t, a partir de que ,

v(%)zr(())zi—i—j—i—k

Solucion:

2 2
v (t) = /a(t)dt = (—3 cos 3t + C'1> i+ (336n3t + 02)j — (£ + Cs) k
v<f)—Ci+ 2 o) = (T o ) k=i4jtk
5) =4 3 211 3 3 =1T)

2 2 1 3
v(t) = (3 cos 3t + 1) i+ <3sen3t 3)j <t3 + 7T8> k

2 2
r(t) = /v(t)dt = (—gsen3t+t+ C4> i+ <9 cos 3t + % + C’5>j

t 3
—[—=—-(1-—=)t+Cs )k
(F-(-%)r=)
y puesto que r(0) =i+ j+k.

2 2 t 7
r(t):(—gsen3t+t+1>i+ <9c033t+3+9)j

Ejercicio 4.12.

Sea la curva de ecuacion r = z(t)i + y(¢)j + z(¢t)k para la cual |r (¢)| es igual
a una constante. Demostrar que el vector de posicién de cualquier punto de la
curva es perpendicular a su respectiva recta tangente.

Soluciéon:

Como r(t) - r(t) = |r(t)| = cte. se tiene al derivar,

r(t)r'(t) + ' (t)r(t) =0
2r(t)r'(t) = 0

r(t)r'(t) =0
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Ejercicio 4.13.

La posicion de una particula en movimiento esta dada por

3
r(t) = /v(t)dt = 2ti + 3% + Kk

donde t es el tiempo. Obtener para el instante ¢ = 0.25 segundos.

a) El vector velocidad de la particula.

b) El vector tangente unitario a la trayectoria de la particula.

c¢) El vector aceleracion tangencial de la particula.

d) El vector aceleracion normal de la particula.

Solucién:
r(t) :2ti—3t2j+%k
r'(t)=2i—-6tj+0k
r"(t)=0i-6j+0k
Parat = -

r 1
b) :m:g(m—:ﬁ):ﬂ—q
2
-
c) art = compvectr’ = ’-r’/

a _ 30 2i—§'
T= 95 99

a *Bif%'
T= 551 257
d)
ay=a—ar=r"—ar=06j— Ei—%°
N = T = T = 0] o 25.]
a *Qif%'
N "5 25
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 4.14.

Una particula se mueve a lo largo de la curva C, descrita por la ecuacién vectorial
r(t) = z(t)i+ y(t)j + z(t)k, donde x,y, z estdn en metros y ¢ en segundos.

Si la rapidez de la particula es constante e igual de 10 [m/s] y el vector binormal
B es paralelo al vector (1, 0, tz).

a) Determinar el valor absoluto de la torsion de la curva C' como funcion de
t.

b) Obtener una ecuacion del plano oscilador a la curva C' en el punto donde
r(1) =3i—j—2k.

Solucion:

a)

B (1,0,#?) = B(t) = (1,0,t%)

1
V14 tht
1 1
B(t) = ((1 +1)2,0,¢%(1 +t4)2>
derivando el vector B (t) con respecto a t, se tiene

dB  (—2t%,0,2¢)

dt (1 41)3

y con respecto a s ;
dB  (—2t3,0,2t)

at (14 4)2
como

&N
dt 4

1 1
= (415 + 4?)
10(1 4+ t4)2

b) como r(1) = 3i— j+ 2k un vector normal al plano (1,0,¢*) ’t:l =(1,0,1)
en el punto P (3,—1,2), asf una ecuacion del plano oscilador es ,

(x—3,y+1,2—2)-(1,0,1) =0
r+2z=25

Baltasar Mena
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Ejercicio 4.15.

Una trayectoria esta dada por la funcion vectorial.
2
r(s) = (s —arctans)i+ <\2f In (s* + 1)) j+ (arctans) k

a) Determinar si el parametro s es la longitud de arco.

b) Calcular la curvatura y la torsion.

Solucion:
a)
1 V2 [ 2s 1
=(1— —— )i — [ =—— j — )k
r(s) ( s2+1)1+<2 <82+1>>J+(82+1>
2 2 1
L CL R
s2+1 s2+1 s2+1
de donde
dr 1 2 2 2 1
ar) _ 2 2) 12 = VEErD =1
dz 52-i-1\/(s)+<\[S +() s2+1 (s> +1)

el parametro s si es longitud de arco.

b) Se tiene
dr sz V2s . 1
=T et eIt 2
dr s?+1 s?+1 s?+1
dT 25 . V2 —+2s2, 2s dT V2
- = z1+ 7—J+ sk=>k=|—|=5—
ds  (s2+1) (s2+1) (s2+1) ds sc+1
dT
o= 3 i
Nods o VP 1os V2
dar| s$2+1  s2+1 s2+1
ds
V2s 52
B=TxN=-— i j — k
% 52+11+52+1'] s2+1
dB 25 . V2 — /252, 25 N dB V2
e — T=|= —
ds (2417 (2+1)7 0 (2+1) ds| 2+1

Ejercicio 4.16.

Obtener la curvatura y el radio de torsion de la curva de ecuacion.

r= (4sent)i+ (4cost)j+ 3tk

Solucion:

X ! - !
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Calculando y evaluando en el punto A.
r' =(4cost)i+ (—4sent)j+ 3k

v’ =(—4sent)i+ (—4cost)]

" =(—4cost)i+ (4sent)j
4sent = 2v2
deost =2V2 t :g
Luego,
r'|s = 2V2i - 2v2j + 3k
|, = 2v/2i — 2V/2j
It 1| =5x4=20
| =v8+8+4=5
" =v8+8=4
20 4
Entonces k = 25 = o5 ahora o,
|z = —2v2i+2V2j
i j k
Yxr’=]2v2 —2v2 3| =6v2i-6v2j— 16k
-2v2 —2v2 0
(' xx) x" = (6v2i - 6v2) — 16k) - (—v2i +2V7%))
(r' xr") " =-24-24=—-48
Finalmente
20 5
TR 12

Ejercicio 4.17.

Sea la curva de ecuacion r = (t — cost) i+ (1 + cost) j+ (v2sent) k. Determinar
las coordenadas de los puntos de la curva en los que la recta tangente sea
perpendicular al vector posicion.

Solucién:
El vector tangente a r es,
r' = (sent)i+ (—sent)j+ (\/icost) k
Para que sea perpendicular tenemos que

r-r=0

r'-r = (t —cost) (sent) + (1 + cost) (—sent) + (\@sent) (\/icost) =0
sent —costsent —sent —sentcost + 2sentcost =0

para cualquier valor de ¢ siemprer 1 r’
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Ejercicio 4.18.

Sea la curva C' de ecuacion. Calcular HH(I) K, siendo k la curvatura de C.
t—

Solucién:
Se tiene
r'(t) =a (3 —3t%)i+6atj+a (3+3t%) k
r’(t) = a(—6t)i+ 6aj+a(6t) k
'] = 3av2 (> + 1)
v’ xr” =18a® (t* — 1, -2t,t* + 1)
v x| = 18v2a® (* + 1)
de donde
1
K= ——"
3a(t?2 4+ 1)

, , 1 1
= limk=1lim ———5 = —
t—0 t=0 3a (2 + 1) 3a

Ejercicio 4.19.

Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta normal a la superficie de
ecuacion.

u(s,t) = scosti+ ssentj+ tk en el punto P (0,2,%)

Solucion:

x =0 = scost

ply=2=ssent=s,=5=2

0
z=—=—=1
2
ou . .
— = costl+sent]
s
ou . .
— = —ssenti+ +scostj+ k
ot
i j k
N:(?)“xg“) =10 1 0/=(1,02)
s e |2 0 1

Por lo tanto

Ry
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

Ejercicio 4.20.

Obtener los vectores T,N y B de la curva de ecuacion.
. . t
r=(t—sent)i+ (1 —cost)j+ <4sen 2) k en el punto A (7,2,4).

Solucion:

t
r' = (1—cost)i+ (sent)j+ <2C082) k

1
r"” =senti+ costj — sen §k

r=m=1—sent
A y=2=1—-cost,=t=m

z sen o
entonces, valuando para t =7
r’ = 2i, It'| =2
v =—-i-j
r xr’ =2j- 2k, I’ xr’| =2v2
de donde
r/
T=__ =
v
r xr” 1
= = — k
v/ x x| 9 U )
1
N:BxT:—2(—J—k)
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Capitulo

Campos Vectoriales.

En capitulos anteriores, definimos las funciones vectoriales, su diferenciacion y sus
aplicaciones a geometria diferencial. En este capitulo veremos que un conjunto de
funciones vectoriales definen un campo vectorial. Los campos vectoriales representan
campos existentes en la naturaleza (campos magnéticos, eléctricos, de fuerzas,
velocidades, aceleraciones, etc.) de los cuales es necesario estudiar sus propiedades y
sus caracteristicas para poder, méas adelante, entender como actiian sobre los cuerpos
geométricos en la misma naturaleza (4reas, volimenes, etc.). Asi, veremos que los
campos vectoriales tienen propiedades las cuales los clasifican y hacen su estudio
practico mucho més comprensible. Todo campo vectorial tendra una direcciéon en la
cual su cambio sea maximo; esta propiedad recibe el nombre de gradiente del campo
vectorial. Asi mismo, el campo vectorial al actuar sobre un cuerpo, provocaré en este
ultimo, deformaciones, alargamientos y giros, los cuales definen a su vez conceptos
como la divergencia y el rotacional. Cada concepto es distinto al otro, aunque estén
relacionados entre si. Cada propiedad tiene un significado fisico el cual es importante
entender. El lector debe hacer un esfuerzo por comprender cada significado fisico y no
limitarse a clasificar las propiedades como simples operaciones vectoriales. Por tltimo,
el sistema de coordenadas utilizado para resolver un problema fisico, dependera
de la geometria del sistema (forma del cuerpo). Asi, al tratarse de un cilindro, se
utilizaran coordenadas cilindricas; de igual manera, si se trata de una esfera, se usaran
coordenadas esféricas. Esto introduce el concepto de coordenadas curvilineas y su
transformacion a coordenadas cartesianas rectangulares. Obviamente, las operaciones
vectoriales se vuelven mas complicadas pero la solucién del problema es, asi mismo,
més sencilla.




NOTAS

Cap 5. Campos Vectoriales.

5.1. Definicién de un campo vectorial.

Un campo vectorial en R™ es un mapeo F : A C R™ — R" que asigna a cada
punto z en un dominio A, un vector F (z). Si n = 2, F es un espacio vectorial
en el plano. Si n = 3, F es un espacio vectorial en el espacio.

Ejemplo 5.1.1.

Sea la temperatura un campo escalar de posicion T'(z,y, z). El flujo de calor
es un campo vectorial dado por q = —kVT donde k£ > 0 es la conductividad
térmicay VT es el gradiente de temperatura. El signo (-) es porque el calor viaja
de regiones calientes a regiones frias. -V7' apunta en la direccién de disminuciéon
de T.

Ejemplo 5.1.2.

Campo Gravitacional de fuerzas. Describe la fuerza de atraccién de la tierra
sobre una masa m. Considerando un sistema de coordenadas en el centro de
una esfera (tierra).

mMG

F=——3

r

donde r (z,y, z) es el vector posicion y r = |r| es mayor que el radio de la tierra.

M es la masa de la tierra.

. mMG
Ya vimos que F = —V¢ donde ¢p = ——
r

Asi:

_ y, —
r3 7 r3 r3

P (o.2) =
Ejemplo 5.1.3.

Ley de Coulomb. La fuerza actuando sobre una carga g en la posicién r con
respecto a otra carga () situada en el origen es:

mMG mMG mMG )
- z z

F:@r
r

=-V¢

£Qq . : :

donde ¢ = —— y € es una constante que depende del sistema de unidades. Si
r

Qq > 0 la fuerza es repulsiva (cargas iguales) y para Qg < 0 es atractiva (cargas
opuestas). Las superficies ¢ = cte. son superficies equipotenciales. Un campo
para el cual V = —V¢ se llama conservativo. El campo de fuerza es ortogonal
a la superficie equipotencial (esfera concéntrica).

NOTA:

No todo el campo vectorial se puede representar como el gradiente de un escalar.
Por ejemplo, sea el campo vectorial V (z,y) dado por V (z,y) = yi— zj.

Si fuera conservativo seria

V=-Vf= gfiJr(;:J;J
y entonces también
of of o f o f
o9z 0 dy T bero 90y L oyor
lo que viola el teorema mixto; luego no existe f tal que V.= —Vf.
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Divergencia. NOTAS

5.2. Divergencia.

Dado el campo vectorial F = f; i+ f5 j+ f3 k la divergencia de F es el campo
escalar:

p_o.p Oh 0 Ok
divF =V F_8x+6y+82

Ejemplo 5.2.1.

Si r es el vector posicion, encontrar V - r.

Solucion:

r=zxi+yj+zk

_Ox Oy Oz
V'r—%+87y+$
Vr=3

La divergencia tiene importantes interpretaciones fisicas. Si F = pV representa
el campo de velocidades de un fluido, entonces div(pV') representa la razon de
expansion por unidad de volumen bajo el flujo del fluido a través de un volumen
considerado. Por tanto, si:

V- (pV) <0 el fluido se esta comprimiendo
V- (pV)>0 el fluido se esta expandiendo
V- (pV)=0 el fluido es incompresible = V-V

5.3. Lineas de Flujo

Si F es un campo vectorial, la trayectoria c (¢) tal que ¢’ (t) = F (c (¢)) es una
linea de flujo. Entonces, F representa el campo de velocidades de la trayectoria

c(t).

Es decir, la linea de flujo (linea de corriente) es tangente al vector velocidad en
cada punto (o viceversa).

linea de flujo
Figura 5.1.

Ademas, una linea de flujo es la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales. Si ¢’ (t) = F (c(t)) esta dada por:

entonces F = Pi+ @ j+ Rk es una diferencial total.
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Ejemplo 5.3.1.

Consideremos el campo F = xzi+ yj. Las lineas de flujo son rectas dirigiéndose
hacia afuera del origen.

Figura 5.2.

Si las linea de flujo son de un fluido que se esta expandiendo, esperamos que
V-F>0.Asi

o B
VoF=gatgy=2>0

Ejemplo 5.3.2.

Sea F = —xi— yj Aqui las lineas van hacia el origen, luego, se espera que
V - F < 0. Al calcular, se tiene

A L S

.F =
\Y By

_5'7:5(

Ejemplo 5.3.3.

Si F = —yi+ zj las lineas de flujo son circulos concéntricos al origen en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Parece que no habra ni compresion
ni expansion. En efecto,

V- F=_—(~y)+ 5 (+2)=0

5.4. Gradiente.
Dada una funcion escalar f (x,y, z), su gradiente es el vector

Vf—gradf——f —l—aff +£

donde el operador diferencial vectorial V (del, nabla, etc.) se define, en el caso
de coordenadas cartesianas, como:

. 0., 0
Recordemos que como:
of of of ..
df = e dx + 3y dy + 92
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Gradiente. NOTAS

Si r es el vector posicion del punto P(z,y,2) , entonces

r=xi+yj+zk
df=dr-Vf

Sir es el vector posicion correspondiente al punto P(z,y, z), se tiene

V.r=3
Vxr=0
f-Ve=f

La interpretacion geométrica de Vf es tal, que si nos movemos sobre una
superficie f = cte. Entonces df =0y

dr-Vf=0.

Luego,V f es perpendicular a dr. Es decir, Vf es normal a todas las tangentes
posibles a la superficie en P y es normal por lo tanto a la superficie f = cte.

L

—\y

0

Figura 5.3.

Cuando se utiliza df = dr - Vf, el vector Vf tiene un valor fijo en el punto P
de tal manera que df (el cambio en f) dependera de dr.

Ciertamente, df es un maximo cuando dr sea paralelo a Vf puesto que
dr - Vf = |dr||Vf|cosf es maximo cuando § = 0. Luego V[ se encuentra
en la direccion de mayor aumento de f.

Ahora si T es un vector unitario en la direcciéon dr y |dr| = ds , entonces

df
2 =T.Vf

El cambio de f en cualquier direccién es la proyeccion de V f sobre el vector
unitario en dicha direccion, es decir, su derivada direccional.

El vector normal unitario a f en un punto P sera:

VSl
N
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Notas Adicionales.

Derivada direccional y Gradiente.

Sea en R? el campo escalar f = f(x,y,z) diferenciable; sea, ademas el vector
unitario e = (ej,es,e3) = (cosq,cosf,cosy). Considerando un punto
Py(x0,Yo0,20) del campo, se define la semirrecta:

r =9+ tcosa
y=1yo+tcosf t>0
z=zp+tcosy

Para todo punto P(z,y,2) de la regiéon f a una funcion compuesta de t.

df dfdr dfdy dfdz
dt  dxdt ' dydt  dzdt
df

i fzcosa+ fycos B+ f,cosy

Variacion del campo f en la direccion de la semirrecta.

Definicion.

El gradiente del campo escalar f es el vector ,

_of. of. of

=—i+—j+=—k
8m1+ 8y‘1+ 0z

Vf

de—a' 9, 8k bvi t
onde —%I-F%J—l—% , obviamente

Y Ve = Proy, v = 9l fe]cos(e. 1)

Si el vector e coincide con el vector a = (i, j, k) entonces

df

cos(e, V) =1 y —=|V/]

La magnitud de V f es el tamano maximo de la derivada direccional.
Si un vector (campo) se puede representar como el gradiente de un escalar,

el campo se llama conservativo y la funcion escalar f(z,y,z) se llama el
potencial del campo vectorial.

Ejemplo 5.4.1.

Encontrar un vector unitario perpendicular a la superficie 22 + y> — 2 = 1 en

P(1,1,1).

Solucién:
fl@y,z)=a®+y* =2 Vf=2zi+2yj—k
Vilgin=2i-2j-k N:%
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Rotacional de un campo vectorial. NOTA_S

5.5. Rotacional de un campo vectorial.

Sea el campo vectorial F = f1i+ foj + f3k Se define el rotacional de F como
el campo vectorial rotF, (V x F).

"
o 9 0 Ofs Of:\. (0fi Ofs\. (dfs Ofi
F = - — —_— = _— —_ —_— k
v 9r oy 0= <8y 8z>1+<8z 9z 9\ 9x g
fi fo f3

Si V xF =0 el campo F se llama #rrotacional.

Ejemplo 5.5.1.
Sea F (z,y, z) = zi + zyj + k. Encontrar rot F

Soluciéon:
i
rotF =V x F = E

X
T

=(0-0i-(0-0)j+ -0k

£8en
~§lo

VxF=yk

Ejemplo 5.5.2.

Si r es el vector posicion correspondiente al punto P(z,y, z)

Vr=3
Vxr=0
F-Vr=F

Ejercicios propuestos
1. Demostrar que para movimiento circular uniforme V x V = 2Q
2. Demostrar que el rotacional de un gradiente es cero [V x (Vf)] =0

3. Demostrar que la divergencia de un rotacional es cero [V - (V x f)] =0

5.6. Divergencia de un gradiente (Laplaciano).

Sea el campo escalar f. Se define el operador laplaciano V2 como la divergencia
del gradiente de f.

2 2 2
V- (Vf)=Vf= 87f + o7 + 87f operador de Laplace.

La ecuacion de Laplace V - (Vf) = V2f = 0 tiene una importancia enorme
en la fisica. Su solucion serd indudablemente estudiada por el lector en muchas
materias de ciencias de la ingenieria. Toda funcion que satisface la ecuacion de
Laplace se llama armonica.
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Ejemplo 5.6.1.

. . 22 . .
Verificar que la funcion z = e® ~¥ cos(2xy) satisface la ecuacion de Laplace.

0%z N >’z 0
ox?  Oy?
Solucién:
z=e” Y cos(2zy)
0z
p =2¢% Y’ [ cos(2zy) — y sen(2zy)]
x
822 wz_yz 2
2 =2¢ [—2zysen(2zy) + cos(2zy) — 2y° cos(2zy)]
+ dge” Y [ cos(2zy) — ysen(2xy)]
0z
Fiaie 2¢%" Y’ [z sen(2xy) — y cos(2xy)]
Y
622 22 g2 2
a7 =—2e" 7Y [2x cos(2zy) — 2zy sen(2zy) + COS(Qxy)]

+ 4y Y [z sen(2xy) — y cos(2xy)]
Al sustituir en la ecuacion de Laplace se tiene que:

0%z 0%z

PreRi i

5.7. Generalizaciéon del concepto de gradiente y
divergencia de campos vectoriales
En muchas aplicaciones de ingenieria aparece el concepto de tensor;

principalmente en tres dimensiones. Una manera facil de introducir este concepto
es considerando el gradiente de un campo vectorial mediante un ejemplo préctico.

Imaginemos un paracaidista esquiador a punto de aterrizar en una montana. Su
campo de velocidades estara dado por el campo vectorial:

V=u(zy2)i+v(@yz)j+wyz)k
Al tocar la montana, el esquiador estara sujeto a la pendiente de la misma, es
decir a un gradiente; asi, su campo de velocidades en sus tres componentes,

tendera a cambiar en tres direcciones. Por definicion el gradiente de V estara
formado por nueve componentes:

d d d
VV = (it —j+—k)(uitovj+wk
<d$l+dy']+dz )(u1+vJ+w )

= Uy ii + uy ji + vk ki + v, ij + vy jj + v, kKj + w, ik + w, jk +w. kk
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NOTAS

En notacién matricial:
Uy Uy Uz

VV=| v, v, v,

Wy Wy W,

El gradiente de V recibe el nombre de tensor de sequndo orden . [Un tensor de
tercer orden tendria 27 componentes y un tensor de primer orden tendria tres
componentes (vector); un tensor de orden cero es un escalar.

Si V'V se proyecta en direcciéon normal a una superficie, el resultado es el vector
n-VV. En el caso del esquiador, el vector normal tiene la misma direccién de
la gravedad. Si el esquiador quiere ir en otra direccién para no caer, proyectard
su gradiente en dicha direcciéon (derivada direccional) y provocara un giro a sus
esquis equivalente a una rotacion pura (rotacional).

Un tensor de segundo orden, al ser representado por una matriz cuadrada,

usando el Teorema de Cayley-Hamilton dara por resultado la aparicién de tres
invariantes escalares:

1. traza de VV, tr(VV) = uy + uy + u,

2. det VV = |VV| = uy v, w,

1
3. 3 tr2VV — tr (VV)z} = Uy Uy + Uy W + Uy W,

El significado de estos tres invariantes son:

1. El primer invariante escalar tiene importante significado fisico porque
tr(VV)=u, +uy+u, =divV=V-V

Si V-V > 0 hay una creacién del campo V equivalente a una expansion.

Si V-V < 0 hay una absorcion del campo V equivalente a una compresion.
En el caso del esquiador, este se consideraréd incompresible y, por lo tanto,
su divergencia es cero.

2. Elsegundo invariante escalar det VV = uxv-w es equivalente al jacobiano,
U, U, W
x? y’ z

cuyo significado ya conoce el lector. Representa el volumen formado por

u, v y w que son vectores ortogonales y por lo tanto JJ~! = 1 , siempre
y cuando J # 0 .

3. El tercer invariante no tiene un significado fisico.
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Ahora bien si separamos el tensor VV en una parte simétrica y otra antisimétrica:

1 1
VV =2 (VV+VVT)+ o (VV-VVT)
) 1 1
Es decir, VV =D + W , donde: D = §D1 + §D2
1 2u; 0 0 1 0 Vg + Uy  Wg + U,
D:§ 0 2y 0 +§ Vg + Uy 0 Wy + v,
0 0 2w, Wy + U, Wy + U, 0

El tensor D recibe el nombre de tensor de rapidez de deformaciones y significa un
alargamiento a lo largo de las direcciones principales dado por
Uy +vy +w, = divV y una deformacion angular simétrica dada por los términos
Uy + Vg , Uy + Wy ¥ U, +wy 5 y el tensor W, que es un tensor de rotaciones en
direcciones perpendiculares a VV dado por V(VV) y que no provoca
deformaciones sino giros.

Por ejemplo, la deformaciéon de un cubo bajo un tensor rapidez de deformacion
V'V podria representarse esquematicamente:

Figura 5.4.
[: D. ﬁ
g
Vv=D +D,+W
w
V%
e
-

En mecanica de medios continuos, la relacién que existe entre el tensor de
esfuerzos T y el tensor de deformacion (para un solido elastico) o el tensor
rapidez de deformaciones (para un fluido), recibe el nombre de
ecuacion constitutiva. Por ejemplo:

Para un solido eléstico,

» Ley de Hooke; T = E~y

donde ~ es el tensor de deformacion.
y E es la constante de proporcionalidad 6 modulo de Young.

» Ley de viscosidad de Newton; T = ju~y

donde v = 2D es el tensor rapidez de deformaciones y p es la viscosidad
del fluido.
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En resumen:

= El gradiente de un campo escalar es un vector.

El gradiente de un campo vectorial es un tensor de segundo orden.
El gradiente de un tensor de segundo orden es un tensor de tercer orden.

La divergencia de un campo escalar es siempre nula.
La divergencia de un campo vectorial es un escalar.
La divergencia de un tensor de segundo orden es un vector.

El rotacional de un campo escalar es siempre cero.
El rotacional de un campo vectorial es un vector.
El rotacional de un campo tensorial es un tensor del mismo orden.

El laplaciano de un campo escalar es un escalar.
El laplaciano de un campo vectorial es un vector.

Algunas identidades vectoriales:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

V(f+9)=Vf+Vg
Vef)=cVf
V(fg)=fVg+gVf

v(;“) :Wpamg(x)#o

V-f+g)=V-f+V.g
Vx(f+g)=Vxf+Vxg
V-(ff)=fV-£+£-Vf

V- (Vxf)=0

V- (fxg)=g- (Vxf)—f (Vxg)
VX (ff)=fUxf+Vfxf

V x (Vf)=0

V2 (fg) = fV?g+gV2f+2(Vf:Vyg)
V- (VfxVg) =0

V- (fVg—gVf) = fVig—gV>f
Vx(fxg)=£(V-g)-g(V-f)+(g-V)f-(f-V)g
VA =V (V-f) -V x (Vxf)

V x (Vxf)=V(V-f) - Vf
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5.8. Coordenadas curvilineas.

El estudiante de ingenieria acostumbra a entender los conceptos tridimensionales
en coordenadas cartesianas rectangulares puesto que esto simplifica el analisis
matematico y los conceptos del dlgebra vectorial. Desafortunadamente, el mundo
no es cubico y las coordenadas rectangulares no son, en la mayoria de los casos,
las méas apropiadas para resolver un problema préctico. Por ejemplo, si se trata
del flujo en un conducto cilindrico, se deberan utilizar coordenadas cilindricas;
igualmente, si hay que resolver un problema sobre la superficie de la tierra,
las coordenadas maés indicadas seran las esféricas. Es decir, la geometria del
cuerpo en cuestion, definiré el tipo de coordenadas a emplear. Obviamente a
un vector(por ejemplo, la gravedad) no le afecta el sistema de coordenadas
en el cual sea analizado y, por lo tanto sus propiedades son independientes
del sistema en el cual se represente. Sin embargo, dichas propiedades tendréan
que ser expresadas en el sistema apropiado de coordenadas; por consiguiente,
el gradiente, la divergencia y el rotacional tienen diferentes representaciones
de acuerdo con el sistema de coordenadas empleado para su descripcion. A
continuacién, procederemos a establecer la relaciéon entre los distintos sistemas
de coordenadas. Intuitivamente se sabe que cada sistema de coordenadas queda
representado por sus vectores unitarios los cuales forman un sistema linealmente
independiente. Asi, los tres vectores unitarios rectangulares cartesianos, definen
un cubo de volumen unitario. Al emplear un sistema curvilineo, el cubo se
transforma en otra forma geométrica de volumen unitario en el sistema empleado
(por ejemplo, un cilindro en coordenadas cilindricas o una esfera en coordenadas
esféricas). El volumen unitario en el sistema considerado esta dado por el
jacobiano del sistema, el cual tiene que ser distinto de cero para que exista
el cambio de coordenadas. Una vez transformados los vectores unitarios de un
sistema al otro, todas las propiedades quedaran definidas.

El determinante:

ou Ou Ou
dx Oy 0z
Vu- Vv x Vw = @ @ @
or 0Oy 0z
ow Ow Ow
ox Oy 0z

se llama el Jacobiano de (u, v, w) con respecto a (x,y, z).

J {(“vw)] :J<u,v,w> 9 (uv,w)

(z,y,2) Ty, % d(z,y,2)

Teorema:

Sean las funciones u = u (z,y,2), v = v (z,y,2) y w = w (x,y, z). La condicion
necesaria y suficiente para que (u,v,w) satisfagan la ecuacion funcional
f (u,v,w) = 0 es que el Jacobiano sea distinto de cero en todos los puntos
de la region.

Es decir, para que las ecuaciones u = u (z,y, 2), v =v (z,y,2) y w = w (2,9, 2)
se puedan resolver para x,y, z como funciones continuas y derivables de u, v, w
es necesario y suficiente que Vu - Vo x Vw # 0 en la regiéon considerada.
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Considérese un cambio de coordenadas de un sistema x,y,z a otro uy,us, ug
segin las ecuaciones:

ur = uy (2,y,2)
U2 = U2 (:vaaz) (1)

Uz = usg (:C,y7 Z)

(ula Uz, u3) .,
ﬁ # 0, por lo que transformaciéon
z, Y,z

(1) representa una correspondencia uno a uno en la vecindad de un punto. Un
punto en el espacio queda determinado cuando x,y, z y, por lo tanto, uy, us, us
son conocidas.

Se supone que el jacobiano J [

Si se considera u; (z,y,2) = Ci, us (z,y,2) = Ca, us (z,y,2) = Cs se obtiene
una familia de superficies. A través de un punto Py (2o, Yo, 20) pasaran las tres
superficies:

uy (2,9, 2) = u1 (To, Yo, 20)
ug (2,9, 2) = uz (To, Yo, 20) (2)

us (JS, Y, Z) = us (900, Yo, Zo)

[
L A

g CUERR u, curva

Y »> Y
u, curva u, const.

Figura 5.5.

Las superficies se intersecan ortogonalmente con lo que se generan tres curvas
en Py (zo, Yo, 20). A la curva de interseccion de las superficies uy = C1 y us = Cy
la llamaremos us y a lo largo de esta curva solo puede cambiar la variable ug.

Sean ej, e y es tres vectores unitarios que salen de P tangentes a las curvas
u1, U, Uz respectivamente.

Entonces Vug es perpendicular a la superficie us (z,y, z) = ug (2o, yo, 20) de tal
manera que Vus es paralela al vector unitario es.

Es decir
e3 = thUg (3)

donde h3 es el valor escalar de proporcionalidad entre es y Vus; hsg recibe el
nombre de factor de escala.

Ahora sea drz un vector tangente a lo largo de la curva |drs| = dss.
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Es obvio que
drz - uz = dsg
drs -ug = drz - hsVus
y segun la definiciéon de gradiente dp = dr - Vi, entonces

d83 = hg d’LL3

(4)

(5)

De donde se observa que hs es aquella cantidad por la que debe multiplicarse
la diferencial de la coordenada dus para que resulte la longitud de arco. Por
ejemplo, en coordenadas polares ds = r df si nos movemos a lo largo de la curva

0, de tal manera que r = ho. Analogamente,
e = hl Vu1 €y = hg VUQ
de tal suerte que:

eliegxegihgh:;VUQXVUg
ey = e3 X e; = hghy Vug x Vuy
€3 = e xegzhthVul XVUQ

Entonces:

€1 € €3

Vu1 . VUQ X VU3 = — -— (h1 hg hg)_l

=X
hi ha  hs
Obsérvese que la diferencial de volumen esta dada por

dV = dSl d52 d53 = h1 hg h3 du1 dUQ dU3

Utilizando (7) y la definiciéon del jacobiano, se tiene

dv =J (W> dus dus dus
Uy, U2, U3
Notese que:
J( z,Y,z ) J (Ul,um'us) -1
U1, U2, U3 x,Y,z
es decir:
8’&1 8“1
or Oy
J(U17U27U3> =Vu1-Vu2><Vu3: % %
z,Y,z 833 8y
8u3 8u3
oxr Oy
y entonces:
ox Ox Oz
8’[14 aUQ 8’&3
Ui, U2, U3 Ou; Oug Ous
0z 0z 0Oz
8’[1,1 8’11,2 8U3

forman un sistema ortogonal.

8u1

0z
8’11,2

0z
8u3

0z
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5.8.1. Coordenadas cilindricas.

Figura 5.6.

M : proyeccion de P(z,y, z) en el plano zy de coordenadas (r, 6, 2)
la variable: w1 =r w2 =6 w3 =2 son las coordenadas cilindricas de P.

Las ecuaciones de transformacion son,

r =rcosf
y = rsent
z=z

Las superficies coordenadas r = cte. 6 = cte. z = cte. son cilindros de eje
OZ, planos que pasan por OZ y planos perpendiculares a OZ. Las superficies
se cortan en angulos rectos y las coordenadas son ortogonales. Los vectores
unitarios e; ey ez seindican en la figura.

Los elementos de arco son; ds; =dr dss =rdf dsz3 =z

Las cantidades hy ho hs son entonces; hi =1 ho=7r hy=1

y el elemento de volumen es; dV = rdr df dz

5.8.2. Coordenadas esféricas.

Figura 5.7.

r - distancia OP al origen.
0 - formado por OP y el eje 2’z
¢ - formado en el plano XY por el plano XZ y el plano OPZ.
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Las ecuaciones de transformacion son,

r =1 cosf sen ¢
y =1 senf sen ¢
Z =1 Ccos¢p

Las superficies son esferas concéntricas de centro O con radios ry,79,...,7,
Planos meridianos que pasan por el eje 2’z para valores diversos de ¢ . Conos
de revolucion de eje Z correspondientes a diversos valores de 6.

Sean ui =71 uy =60 uz=4¢

Elementos de arco: ds; =dr dss =rdf ds3=r sen¢dep

Luego, h1 =1 ho=7r hg=rsen¢

Elementos de volumen:  dV = r2 sen ¢ dr df do

5.8.3. Operaciones vectoriales en coordenadas curvilineas.

Dado f = f (u1,us,us), obtener

1. El gradiente:

Si
e (SH) €3
V'U/l hl VUQ h72 V’Mg = E
y como:
of of of
Vf= vau1+87v 2-|-a 3VU3
Lof  1of  10f

Vf=

2+ e
h1 (9’[1,1 hg 8u2 h3 8U3 3
Lo anterior se puede representar de la siguiente manera:

a) En coordenadas cilindricas: hy =1 ho=1 hg=1

_of 10f 8f
vf—geﬁ- 20 0+a

b) En coordenadas esféricas: hy =1 ho=7r hg=rsen¢

af 8f 1 af
or ety 89 ot 7 sen ¢ 8¢e¢

Vf=
2. La divergencia:
F = fie1 + faea + fies
F = fihohsVuy X Vus + fohsh1Vus X Vuy + fsh1haVug X Vug
Entonces,
V£ =V (f1hahs) - Vug x Vug + f1 ha haV - (Vug X Vug)
+V (fahshy) - Vuz x Vuy + fohg hiV - (Vug x Vug)
+ V (fsh1 ha) - Vuy X Vug + f3hy haV - (Vuy X Vug)
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ahora:
V (f1 ha h3) - Vug x Vuz = a(Jclaith?’)Vul - Vuy X Vus
y:
V- (Vug x Vug) =0
Finalmente:
v.F 1 8(h2h3f1)+8(h3h1f2)+8(h1h2f3)

- hl h2 h3 8u1 8u2 [“)us

3. El Laplaciano:
Se calcula como sigue, 0f =V -V f

Cuando se aplica la forma anterior al vector V f dado por

1 of 1 of 1 of

V= o T e 0w T g 00y

se obtiene

wip_ L [0 (hahsOf\ 0 (hshi 9F\ 0 (hhs Of
o h1h2h3 8U1 h1 8’&1 8’&2 hz 8UQ 8U3 h3 8u3

4. FEl Rotacional:

Sea
F=fiui+ fous + fyuz = f1 hi Vug + fo haVus + f3 hz Vug
V x F:V(flhl) x Vuy +V(f2h2) X VU2+V(f3h3) x Vug
dado que
V x (VU1) =V x (VUQ) =V x (VU;;) =0
Ahora:
\Y4 (fl h1)><Vu1 = 8(5;?1)Vu1 XVU1+8(g;ill)VUQXVU1+6(af;:1)VU3XVU1
igual para V (fahs) x Vug, V (fshs) X Vug pero: Vug X Vuy = fhez
etc. 1
er [0(hsfs) O(hafa) ey [O(hifi) O(hsfs)
F= _ _
=V x h2h3 |: 611,2 8U3 + hghl 8“3 6’[1,1
es [d(hafo) O(hif1)
hlhg 8’[1,1 8uQ

Como ejercicio para el lector ,obtenga el gradiente, divergencia, rotacional
y laplaciano en coordenadas cilindricas y esféricas para el campo
vectorial V.
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En resumen.

Dado un cambio de sistemas de coordenadas

u=u(z,y,z) x = z(u,v,w)
v=uv(z,y,2) < y=y(u,v,w)
w = w(z,y,2) z = 2(u,v,w)

El vector de posiciéon de un punto seré,

r=ue,t+ve,+we, r=xit+yj+zk

COwyyz) T O(u,vw)
Los factores de escala se calculan como,
B Or b = Or T Or
el T a0 T T ow

Notese que, en general h, # h, # hy # 1.

Los factores de escala multiplicados por los coeficientes diferenciales
du, dv,dw dan como resultado las longitudes de arco.

dsy = hydu;  ds, = hy dv;,  ds, = hy dw

dV = hy hy by du dv dw

Los vectores tangentes a las curvas u = ¢, v = ¢, w = ¢ son:

Or Or Or
o’ v’ dw
Los vectores unitarios en el sistema (u, v, w) son:

_181" _lar. _181‘
" hy OU ev_hv ov’ ew_hwaw

€y

Son vectores tangentes en el punto P a las curvas u =c¢, v =¢, w = c.
Si el sistema de coordenadas es ortogonal

€, € =€, €,=¢€,-¢,=0

Otro sistema de vectores unitarios son los vectores normales en el punto
Palascurvasu =c,v=c, w =c.

Estos son

donde
H, =|Vu|, H,=|Vv|, H,=|Vuw|

204

Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Coordenadas curvilineas.

NOTAS

Si el sistema es ortogonal:
€y =€Cu; €y =€y, €y = €y

Es decir,

Y el jacobiano:

Uz Uy Uz

U, v, W
J—( )—Vu~Vv><Vw— Uy vy v, | =H,H,H, =

x z
Y we w, w.

De igual manera, el jacobiano:

T,y 2 LTy Ty Ty
J=l——]=| Y% Y Yu |=hhohy=——F——
U, v, W

Bu  Rv  Rw

De tal suerte que para sistemas ortogonales:

u,v,w T, Y,z . —1
J = J= =1, obien JJ " =1
xT,Y, 2 Uy UV, W

Sistemas especiales de coordenadas.
1. Cartesianas rectangulares (z,y, z)

u=x hy,=h,=1 e, =i

v=y entonces, h,=hy,=1 =e,=j=J=1

w=z hy=h,=1 e,=

2. Coordenadas cilindricas (r,0,z); uwu=r v=0 w=z

(2 2\ 1

T = UCOSV u=(z+y°)2

= _— y

y=usenv & 1Y

z=w r
- w=z

Factores de escala y vectores unitarios:
hu7 h'm hw;elu e’U7 ew
El vector posicion es

r=ucosvit+usenvj+wk

Tow by B
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luego,

0 1

hy, = a—: = [cos? v +sen?v]z =1
or

hy = |—| = [(usenv)? + (ucosv)?]? = u
v

h = |25 21

Y ow|

Los vectores base son,

1 oOr ) .
eu—h—“%—cosvl—i—senm
1 or ) .
ev—hv 8v—benvl+comz_]
1 or
T hy 0w

Es obvio que
e, €, =€,-€,=¢€,-¢, =0

el jacobiano:

a(z,y, 2) cosv —usenv 0
J = ﬁ = | senwv U COS 0
(Uavaw) 0 0 1

= u(cos? v +sen’v) = u
La transformacion inversa esta dada por las ecuaciones:

u= (22 +y?)*

v=tan"! y
x
w=2z
el jacobiano
x
P 0
@+t @)
(z,y,2) —Y !
J = = — -
(u, v, w) Z Z 0
y? y?
1+ 2 1+ 2
0 0 1
x2 y? 1

(z2+y2)2 (22 +y2)7 (22 +y?)7  u
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Notese que
cosv senv 0
(u, v, w) usenv ucos u
0 0 1

De tal suerte que

1 1
JJ T =u-—=1
U

Asi, los vectores unitarios en ambos sistemas estan relacionados por medio
de

e, =cosvi+senvj ; i=cosve, —senve,

e, = —senvi—+ cosvj ; j=senve, +cosve,

ew =k ;. k=cosve,

En forma matricial

e, cosv senv 0 i
e, |=| —senv cos O j
ey 0 0 1 k
i cosv senv O e,
j|=| —senv cos 0 €y
k 0 0 1 ey

Notese que e, e, y €, cambian de direcciéon en cada punto.

3. Coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

T = rsen¢cosf r>0
y = rsen ¢ sen 0<60<2¢
Z=1rCcos¢ 0<op<m

r:(x2+y2+z2)% r=zi+yj+zk

z
@+ g2 + )

1 T

-1 =tan = —
z

¢ = cos

1Y
T

6 = tan™

r=rsen¢cosfi+rsengsendj+ rcospk

or
a0

or
¢

hfa,r. hf . —
T_8T7 60 — ’ ¢_
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Los factores de escala son,
h.=1; hg=rseng; hg=r

Los vectores base son,

1 Or
e, =-——=—sen¢cosfi+sen¢psendj—+ cospk
h, Or
_ 10e en0i+ cos0i
eg_heae_ sen i+ cosfj
L sbcosBit cos dsend ok
e¢7hr¢a¢fcos cosf1i-+ cospsenfj— sen
El jacobiano
sengcosf rcospcosf —rsenpsend
_ ($7y7z)_
J=-——-=|sen¢gsenf rcos¢senf rsen¢pcos 0
(u, v, w
cos ¢ —rsen ¢ 0
=r?sen¢

Obsérvese que
Jdrdfdg = h, hg hydrdf de = r* sen ¢ dr d do

La transformacion de vectores base entre i, j, k y e, eg, ey
esta dada por:

e, sen¢cosf sen¢psenf  cos¢ i
€9 | = | cos¢pcosf cospsenf —seng j
es —senf cosf 0 k
i sen¢cosf cos¢pcosf —sen e,
j |=| sengpsenf cos¢psenf cosf ey
k cos @ —sen ¢ 0 ey
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Resumen

NOTAS

5.9. Resumen. Capitulo 5. Campos Vectoriales.

Gradiente

Dada una funcion escalar f(x,y, z), su gradiente es el vector

of, of. of
Vf=gradf = %1‘*'@.]‘1'&1(

donde el operador diferencial vectorial V se define, en el caso de
coordenadas cartesianas, como:

v 2ip 250 9
o ey T oz

Ahora si T es un vector unitario en la direccion dr y |dr| = ds entonces:

df
—=T-Vf

El cambio de f en cualquier direcciéon es la proteccién de V f sobre el vector
unitario en dicha direccion, es decir, su derivada direccional.

El vector normal unitario a f en un punto P sera:

_Vile
IV flp

Divergencia

Dado el campo vectorial F = f1i+ foj + fsk la divergencia de F es el
campo escalar:

o _0fi [ Of2  Ofs
dl’UF—V'F—%+aiy+E

Rotacional

Sea el campo vectorial F = f11+4 f2j+ f3 k. Se define el rotacional de F como
el campo vectorial.

i j k
f=rotF =V xF = 2 2 3
dr Oy 0z
i fo fs

_(9fs Of2\. (O0fr Ofs\. (Of2 Ofr
B <<f—)y_€)z>~‘+ (82_896>‘]+ (896—8y>k
Laplaciano

Sea el campo escalar f. Se define el operador laplaciano V2 como la
divergencia del gradiente de f.

B e, O Of OPf
=V (Vf)=Vf= @—k 6—y2+ 9.2 Operador de Laplace
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N O TA_S Cap 5. Campos Vectoriales.

El gradiente de un campo escalar es un vector.
El gradiente de un campo vectorial es un tensor de segundo orden.
El gradiente de un tensor de segundo orden es un tensor de tercer orden, etcétera.

La divergencia de un campo escalar es siempre nula.
La divergencia de un campo vectorial es un escalar.
La divergencia de un tensor de segundo orden es un vector.

El rotacional de un campo escalar es siempre cero.
El rotacional de un campo vectorial es un vector.
El rotacional de un campo tensorial es un tensor del mismo orden.

El laplaciano de un campo escalar es un escalar.
El laplaciano de un campo vectorial es un vector.

Resumen de coordenadas curvilineas.

Dado dos sistemas de coordenadas:

u=u(x,y,z) x = z(u,v,w)
v=uv(z,y,2) y = y(u,v,w)
w=w(z,y,2) z = z(u, v, w)

El vector posiciéon de un punto sera
r=ue, tve, +wey, r=zxi+yj+zk

Para que exista una transformacién de coordenadas entre los dos sistemas, el
jacobiano del sistema

_ a(u’ U’ w) _ 8('1:7 y7 Z)
= e © T wew)

debe ser distinto de cero.

Los factores de escala son

or
Au

or
D)

hu: ) hw:'aw

‘; hv:

Notese que en general h, # h, # hy 7 1.

Los factores de escala multiplicados por los coeficientes diferenciales du, dv, dw
dan como resultado las longitudes de arco.

dsy = hydu;  ds, = hydv;  dsy,, = hy dw

y la diferencia del volumen.

dV = hy hy by du dv dw
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NOTAS

Los vectores tangentes a las curvas u = cte, v = cte, w = cte son:

or Or Or
o’ v’ dw

Los vectores unitarios en el sistema (u, v, w) son:

_101‘_ _181'. _181‘
€y =777 etz—E%7 ew-%%

Son vectores tangentes en el punto P a las curvas u =c¢, v =¢, w = c.
Si el sistema de coordenadas es ortogonal,
€, € =€,-€,=¢€,-¢,=0

Otro sistema de vectores unitarios son los vectores wvectores normales en el
punto P a las curvas u = ¢, v = ¢, w = c.

Estos son:

donde
Hu, = |VU|, Hz) = |VIU‘ 5 Hw: |vw|

Si el sistema es ortogonal:

€y =€Cu; €y =€y, €y =€y
Es decir,
ho= iy = — = —
W M= =,

Y el jacobiano:

Up Uy Uy

U, U, W Y 1
J = =Vu-VoxVw=| v Vy Uz | = H,H,H, = W

x? y’ z wm wy wz L’U. v w
De igual manera, el jacobiano:

P 2 T e DT !
= m = Yu Yo Yw | = Nully w*m.
Zu Z’U Z’lU

De tal suerte que para sistemas ortogonales:

u7v7w x7y7z . —1
J= J=|——| =1, obien JJ " =1.
T, Y, 2 Uy U, W
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Operaciones vectoriales en coordenadas curvilineas.

1. Gradiente

De:
(S5 €9 €3
Vul—ﬁl VUQ_h; VUJ—E
y como:
of of of
Vf = %Vul + %V’UQ -+ T%Vug
1 af 1 8f 19f
VI 0™t o™ o™

2. Divergencia

Dado el campo

F = fie1 + fae2 + f3e3

F = fihoh3Vus X Vug + fohshiVusz x Vuy + fsh1hoVuy x Vug
Su divergencia es:

1 8(h2h3f1) + a(hghlfg) + a(hlhgfg)

V-F =
hl hghg (‘9u1 8u2 8u3

3. Laplaciano

Aplicando la forma anterior al vector V f dado por:

1 af 1 of 1 of
Vfi h1 (’9u1 et hg GUQ ezt 3

obtenemos:
vip_ L [0 (hahsfN 0 (hshy OF\ 0 (hhs Of
h1h2h3 aul h1 6u1 0UQ h2 8UQ 8U3 h3 OU3

4. Rotacional

Dado el campo
F = fiu; + fauz + faug

= fihiVui + fahoVus + fahaVus

su rotacional seré

ey [O(hafs) O(hafo) ey [O(hif1) O(hsfs)
VX E= hghg |: 8u2 B 8u3 :| + hghl |: 8u3 B 8u1
es {5(h2f2) _ 0(h1f1)}
hiho ouq Ouy
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Ejercicios de fin de capitulo. NOTA_S

5.10. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 5.1.

Sean las ecuaciones de transformaciéon x = wucosvsenw, y = usenvsenw
z=wucosw y S la superficie de ecuacién 22 + y2 + 22 = r2. Determinar el vector
normal unitario a S, referido al sistema curvilineo (u, v, w).

Solucion:

Dado que las ecuaciones

X = U COS U Sen w
Y = U Sen v sen w
Z = U Ccosw

Corresponden a las ecuaciones de transformaciéon del sistema esférico y la

ecuacion de la superficie S es la de una esfera con centro en el origen, el vector
normal unitario a S corresponde al vector e,.

Ejercicio 5.2.

Sea el campo vectorial

F(z,y,2) = (222° —y2®) i+ (%22 —yH)j+ (dy + 22H) k.
Calcular el valor de V x V(V - F).
Solucion:

Dado que V - F corresponde a la divergencia de F que es un escalar y como
V x V¢ es siempre 0, con ¢ escalar, entonces V x V(V - F) = 0.

Desarrollando,

F(z,y,2) = (2%2° —ya®) i+ (22" — ) j + (dy + 22°) k.
V- F =2z2% - 32%y — 2y + 222

V(V-F)=(22° - 6oy +22)i+ (=322 —2)j+ (622 +22) k

i j K
VX V(V-F) = 9 9 9
or oy 0z

223 —6xy +22z —322 -2 622420
= (0)i+ (622 +2—622—2)j+ (62 +62)k

=0
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Ejercicio 5.3.

Dado el campo vectorial en coordenadas cilindricas,

F =asenfle, +2pcosfes + 3ze,.
Determinar el valor de a de tal forma que el campo F sea conservativo.
Solucién:

El campo
F =asenfle, +2pcosfeg + 3ze,.

sera conservativo si F = V¢ por tanto, como el gradiente de una funcién ¢ en
coordenadas cilindricas estd dado por la expresion,

L0 106 09
V¢ = aipep + ;%eg + gez

de modo que igualando la componente a componente y derivando se llega a,
4pcost— 2% sen 0=0
cos) — — sen —acosf =
P a0

0
(4p — a)cos @ — 8—gsen9 =0

La=4p

Otra forma de resolverlos es: el campo F es conservativo si V x F = 0 por lo
que al calcular rot F se obtiene:

e, ey e,
0
VxV(V-F)= ﬁ 3 2 = (4pcos€—(asen9)> e, =0
ap 20 0- 09

asen® 2p*cosf 3z

dpcost— end 0 =0
pCOb — %ben — @ COS =
Oa

(4p — a) cos 6 — @senﬁ =0

a=4p

como las funciones sen 6 y cosf son linealmente independientes la combinacion
lineal anterior sera nula soélo si,

4 —0 da _ a=14
p—a= 20— ca=4p
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Ejercicio 5.4.

Sea el sistema de coordenadas cilindricas (p, 6, z).
1. Obtener los vectores unitarios.
2. Comprobar que el sistema es ortogonal.

3. Verificar que J(—1) = 1/.J, siendo J el jacobiano de la transformacion de
coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas.

Solucién:
1. Se tiene
P=zit+yj+zk=(pcos)i+ (psend)j+zk
de donde:
oP o; o Pl _
ap—cos 1+ sent]; ap =
o _ o oP| _
%_pben 1+ pcosbj; %—P
9z Oz |
Finalmente,
oP oP
ep:ﬂ:cosﬂi—}—senﬁj egzﬁ:—senei—FCOSQj
oP oP
dp 00
oP
0z
e, — _
RE:
0z

2. Se comprueba
e, e =e, e, =eg-e, =0y el sistema es ortogonal.

3. Por un lado

2,1, 7 cos —psenf 0
J =| senfl pcosf® 0 |=p
p, 0,z

0 0 1
zy=1 =u=1 zy=4 =u=4
y=21, L—2=y=2 y=3z, L=3=0v=3
x T
@+E @) VR e
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Ejercicio 5.5.

Una region R del plano xy esta limitada por las curvas
zy=1, azy=4, y=2z, y=3x

Determinar la region R’ en la cual se modifica R bajo la transformacion

()
U=y, V==
x
Solucién:
Se tiene
zy=1 =u=1 zy=4 =u=4
y=21, L—9=y=2 y=3z, 2=3=v=3
x x

Por tanto, R’ est4 limitada por u =1, u=4,v=2,v =3

Ejercicio 5.6.

Dado el campo conservativo
V=yi+zj
Determinar si la funcién potencial del campo es una funcién armonica; o sea

que su laplaciano sea igual a cero.

Solucion:

Se tiene
V¢ =V ¢ : funcion potencial

con lo que

lapp = V?¢p =V (V¢) = VV

=0 O
= —v 872/‘%_

=¢ si es armoénica

Ejercicio 5.7.

Calcular la derivada direccional de la funcion vectorial
V = (2% —y2?) i+ (2y®)j+ (zyz — 3z2) k

En el punto P(1,0,3), en la direcciéon del vector P1 P2, siendo P»(0,0,0).

Solucion:
Se tiene
dV 21: 722 72yz P1P2
TZ(VV)-e: > 2yz 0 PP
5 (yz2—3z) w2z (vy-—37) [P1P2|
1 2 -9 0 1 1 2
_ 0 -

- 0 0 0 0
VIO g 3 _3 3 VIO | g
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NOTAS

Ejercicio 5.8.
Para el sistema de coordenadas curvilineas ortogonales,

r=2u+v; y=u-—2v z=uw.

1. Obtener en el sistema curvilineo (u,v,w), donde, f(u,v,w) = uv? + w?.

2. Expresarf en términos de las coordenadas cartesianas (z,y, z) y calcular

su gradiente en dichas coordenadas.

3. Transformar y referir el gradiente obtenido en el inciso b a las coordenadas

(u,v,w).
Solucién:
1.
flu,v,w) = uv? + w?
r(z,y,2) = 2u+v,y =u— 20,2 =w?)
81‘72, ) or Y 81'72.
ou” 1) vt ow
como
or Or Or Or Or Or
du v Ou ow v ow
El sistema curvilineo es ortogonal, donde
1(2'+') hu = V5
€y = —=(41 u —
/5 J
1
ey = —=(i — 2j hy = V5
\/5( J)
ew =k hy = 2w
1 of 1 0f 1 0f
Vf=— u =7 v 5 A Cw
/ \/5%6 +\/56ve +2w6we
Asi
Vf = —(0%)eu + —=(2uv)e, +
= —(v%)ey + —=(2uv)e, + ey
V5 V5
2. de
2z +
T = 2u + v; 2x 4+ y = du; u:(aj5 y)
-2
Y =u—2v; T — 2y = Hu; v:(x 5 y)

Baltasar Mena
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Sustituyendo en f.

derivando

(z —2y)(6x —2y) 2uv+ 202

125 5
(x —2y)(=Tz —6y) v? — duy
5 N 5
Or 2i+j
I o5 L
ou Lt ¢ NG
or . o3, i-2j
8U =1 -]7 e’U - \/g
L ouk —k
w2 Cu =
al cambiar el sistema de referencia se obtiene
21 Jawrae] [ 22
VB V5 5 V5
1 2 0 v2 — duw = 2uv
V5 Vb 5 V5
0 0 1 1 1

Finalmente

que es igual al resultado obtenido en el inciso a)
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Ejercicio 5.9.

Sea S la superficie de ecuacion z2 — y? + 22 = 1.
1. Obtener una ecuacién vectorial de S.

2. Con la ecuacién obtenida en a, obtener una ecuacion del plano tangente a
S en el punto P(1,—1,1).

Solucion:
2422 =149 =02 r=+/1+y?
1.
x =rcosf x:\/1+7t26059
y =rsenf y:msenﬁ
Entonces

r(t,0) =v1+t2cosfi+tj+ V1+t2senbk
2.Siy=-1 =t=-1
r=+vV2cos0=1; y=+v2senf=1 =0=4

Or tcosf . . tsenf

= it ———k

ot V1+1¢2 J V1+¢2

Or .

— =+/1+t2senfi++/1+t2cosfk

00
T
Evaluando pamtz—ly@:Z
1 1
-1 | — 1) | —
or| )<\/§>,+,+( )<ﬁ>k
= N/
ot NG J /2
or| 1, . 1k
|- 2"t e
or 1 1
— = —V2—i+V2—k
9 V2 e
or| K
a0 = '
por lo que
i k
or Or 1 1 o
%5 3 -5 —i+j+k
-1 0 1

Entonces la ecuacion del plano tangente es

z-1D+y+1)+(z-1)=0 = z+y+z=1
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Ejercicio 5.10.

El sistema de coordenadas parabolicas estd definido por las ecuaciones de
transformacion,

1
T = uv Cos w Yy = uvsenw z:§(v2—u2)

1. Determinar que este sistema coordenado es ortogonal.

2. Determinar los factores de escala de la transformacion.

(u, v, w)
3. Calcular J [ ——| .

(1‘7 y’ Z)

Solucion:

A partir de r = zi+ yj+ zk, se tiene

0z . .
—=wcoswi+vsenwj—uk
ou
dp . .
— =wucoswi+usenwj—vk
v
9p . .
—— =uvsenw1l -+ uv cosw]
ow
de donde
1.
or Or Or Or Or Or
du v Ou ow v Ow
= el sistema es ortogonal
2.
or Or
hu 87:\/“2—’—’()2 hv aﬁzm
ho— or|
e e
3.
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Ejercicio 5.11.

El campo vectorial de velocidades de un fluido est4 dado por
u=2yzi+2zzj+2zyk
Demostrar que:
1. El fluido es incompresible.
2. El campo es irrotacional.

3. La funcién potencial de velocidades es armonica.

Solucién:
1.
\Y —8(2 )—|—8(2 )+ —(2zy) =0 = Esi ibl
u=-—(2yz 3y vz) + o-(2zy) = s incomprensible
2.
i j k
Vxu= o 9 9 =2z —2x)i+ 2y —2y)j + (22 — 22)k
dr Oy 0z
2yz 2xz 22y

=0 .. El campo u es irrotacional
3. Como u es irrotacional, existe ¢ tal que © = V¢ de donde, el laplaciano
de ¢ esta dado por

V2=V -Vo
=V-u
=0 del inciso a, La funcion es armonica

Ejercicio 5.12.
Para la funcion f(z,y, z) = coszsenhy
1. Obtener div(grad(f)).

2. Determinar si la funciéon f es armoénica.

Solucién:
f(z,y,2) = cosxsenhy

Una funcién es arménica si V2f = 0,

V2f=_—%4 % = —cosxsenhy + coszsenhy = 0

0x2  0y?

.. Si es armonica
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Ejercicio 5.13.

Sea la funcion f(u,v) = 3u?e™? definida en el sistema de coordenadas dado por,

T=Uu—"v

Yy=u-+v
Determinar:
1. Vf, referido a la base {i,j}.
2. El laplaciano de f.

Solucion:

Sustituyendo en r = xi + yj, se tiene,

0 0
h= || = li+il=v2 ha = | o] = |-i+j] = V2
ou ov
1 1
€y = ﬁ(iﬂ'); ey = ﬁ(—iﬂ)
de donde
1.
10f 10f
V= hy 8ueu hy 8116”
1 1 1 1
- (6 —v7-+-+7_32—v7_-_~_-
\/5( ue )\/5(1 J) \/5( u'e )ﬁ( i+j)
_ 3 —v 3 2 —v . 3 —v 3 2 —v .
= ue - + iu e 1+ ue - — iu e J
2.

vip_ ! 0 (mof\, o (hof
" huhy |0u\ hyou] T v\ by 00

1 3
= 5[(6671)) + (3u%e™?)] =3¢V + §u2e’”

Ejercicio 5.14.

Sea G(x,y,z) un campo vectorial tal que divG = 0. Determinar las
caracteristicas del campo vectorial F(z,y, z) tal que F = G.

Solucién:
ComoV-G=0yG=VxF
Sustituyendo se llega a V- (VX F) =0

Expresion que corresponde a una propiedad que tiene todo campo vectorial F
derivable.
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Ejercicio 5.15.

3
Determinar si la funcién en coordenadas esféricas f(p, 0, ¢) = —+260 es armonica.
p

Solucion:

Una funcién f es arménica si V2f = 0 asi, en coordenadas esféricas

1 0 of 0 1 0f o[ af
V2 = 7p2 p— <8p <p2 sen gb(i)/)) + 20 <sen ¢89> + a—(b <ben gb%))

3
Para f(p,0,6) = ~+ 26
p

‘. por tanto f es armonica.

Ejercicio 5.16.

Sea la funcion f(u,v,w) = 2u?v3e? definida en el sistema de coordenadas dado
por

rT=u-+v Yy=u—v Z=w
1. Demostrar que el sistema de coordenadas (u,v,w) es ortogonal
2. Determinar Vf, referido a la base {e,, e, €y}
Solucién:
1. A partir de 7 = (u + v)i + (u — v)j + w? k se tiene

Or or . . Jr

ou ) iR ow

con lo que

or Or Jr Or Or Or
_ —=0 y (u,v,w) es ortogonal

du v u dw v dw

2. Se tiene
hy=hy=V2  hy=2w
de donde Vf = —(4uv®e’)e, + ! (6u*v?e) e, + L(0) e
\/i u \/§ U 2 w
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Ejercicio 5.17.
Para la transformacion

r=u—v, Y=u-+v

1. Dibujar la region R’ del plano uv en la cual se transforma la region R del
plano zy limitada pory=z+ l,y=2z -2,y =2+ 2,y = —x.

Yy
U,V

2. Calcular J

3. Determinar, usando el resultado del inciso anterior, el area de la regién R.

Solucién:
1.
y=z+1 —“ut+tv=u—v+1
y=x—2 —utv=u—v—2
y=2—-x —utv=2—-u+v
Yy=—x —u+tv=-u+tv —u=0
)
3
2
1
3-2-10] 12 3 ¥
-1
2
-3
Figura 5.8.
2.
z,Y 1 -1
28| -

3. Como el jacobiano es constante, la expresion

X, y 12 iC, y !
dA = |J dA"  puede extenderse a A=1|J A
U, v U, v
asi como
3 3 3
! = 1 _ = — = —_ = 2
A = ( )2 3 = A (2)2 3u
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Ejercicio 5.18.

Sea el sistema de coordenadas curvilineas (u,v), el cual esta referido al sistema
cartesiano (x,y) por medio de las relaciones:

u=—4r+3y; v=3x+4y
1. Verificar que el sistema (u, v) sea ortogonal.
2. Calcular los vectores unitarios e, y e,.

3. Calcular los factores de escala h, y h,.

(z,y)

(u, )

Solucion: Vu = —4i+3j; Vv =3i+4j

4. Calcular J

1. Vu-Vo=-124+12=0 .. El sistema es ortogonal.

2. |Vu|=I6+9=5

_ Vu —4i+3j
R 2
Vv  3i+4j
=== —"
[Vl 5
5 1 _1 o 1 _1
Y vul 5 Y Vo] b

Ejercicio 5.19.

Demostrar que para un campo vectorial F, la traza de su gradiente es la
divergencia de dicho campo. Nota: la traza de una matriz cuadrada es la suma
de los elementos de su diagonal principal.

Solucion:

Sea F(z,y,2) = fi(w,y,2)i+ foz,y,2)j + f3(z,y,2) k

Como,
dr Oy 0z
vp_ | 0% 0f Of
or 0Oy 0Oy
dr Oy 0z
_0fi  0fa  Ofs .
TT(VF)_%+@+E_dZUF
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Ejercicio 5.20.

Utilizar coordenadas esféricas para calcular V2 In|r - r| donde r = xi + yj + zk.

Solucion:

Coordenadas esféricas,

1 of of\ of( 1 af\  of of
V2= sen o = (8p <p2 senqﬁap> + 2 (sengb(?@) + 90 (senq[)aH))

Como r = pe,

ror=rf =0

In|r-r| =In(p?) =2Inp

2
VZIn|r-r| =2V2Inp = pghi(sen(é—i—o—l—O)

en ¢
2 2
V21n|r~r|:—2——2
p r|
Viin|r-r| = ——
v r|

Ejercicio 5.21.

Sea el campo vectorial F = z3y2%i + y322j + 2322k , verificar la validez de la
expresion

rot(rotF) = grad(divF)F — V2F

Solucién:
F =232+ 9322 + 2227k

i J
VxF = 0 0 0
ox oy 0z
2y? P2 B2

Vx(VxF)= (—2953 +6222) i+ (—2y° + 62%y) j + (—22° + 6y%2) k
— (30%) + (3y%%) + (32%2?)
V(V-F) = (6xy® + 622%) i+ (62%y + 6y2%)j + (6y°2 + 6222) k
V2F = (62y® + 22°%) i+ (6y2? +2¢°)j + (22° + 62?) k
(V-F —V?F) = (622% — 22°) i+ (62%y — 24%) j + (652 — 223k

Por tanto se verifica la expresion,

rot(rotF) = grad(divF)F — V2F
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Ejercicio 5.22.

Sea la funcion f(z,y,2) = +In(2?) +e~*

z

(222 +247)
1. Obtener f en funcién de las coordenadas cilindricas (p, 8, z)
2. Obtener Vf en coordenadas cilindricas.

Solucién:

flzyy,2) = +1In(z?) 47

z
(227 + 27)

de las ecuaciones de transformacion;

T = pcosb y = psenf z=z
1.
<z —z
f(pvevz) = ﬁ‘FQlHP‘Fe
2.

Cof  10f  of
= %ep + ;%eg =+ gez

“ b2 et [~ Ztan0 ) ep+ [ — e
=l-——=+-]e ——tanf | ep ——e e,
P p)” p 2p?

Ejercicio 5.23.

Vf

Sea el sistema de coordenadas curvilineas (u,v), cuyas ecuaciones de
transformacion son:
u=-3r—y v=1x—3y

1. Determinar si el sistema curvilineo (u,v) es ortogonal.

2. Dibujar la region R’ del plano UV en la que se transforma la regiéon R del
plano XY limitada por las rectas de ecuaciones:

y =3 y=3x—6 r=—-3y+18 r=-3y+6

Solucion:

u=-3r—y v=1r—3y
Vu=-3i—j Vv =1i-3j

Vu - Vv = 0 por tanto el sistema es ortogonal.

u+ 3v =—10y —3u+v=10x
1 3 3 1
TR SRS TIRRTI
Para y = 3z
—u—3v —9u+3v 4
= ; v=-u
10 10 3
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Paray =3z -6
—u—3v  —9u+3v 6

10 10
4
—u—3v = -9+ 3v — 6; vzgu
Para o = -3y + 18
—3u+v  3u+ 9
= 1
10 o 18
3 45
—3u+v=3u+9v+ 180 V= —— — —
4 2
Para z = -3y +6
—3u+v_3u+9v+6
0 10
3 15
—3u +v = 3u+ 9v + 60 v:—zu—?

La grafica de la region R’ es

Figura 5.9.

Ejercicio 5.24.

Sea el campo vectorial F(z,y,2) = ayzi+ bzzj + cxzyk donde a,b,c € Ry
a # 0,b # 0,c¢ # 0. Determinar los valores de a, b, c tales que el campo F' sea
solenoidal e irrotacional.

Solucion:

F' es solenoidal si V- F = 0 como

0 0 0
V-F = a(ayz) + a—y(bxz) + a(cacy) =0

Entonces F es solenoidal para todo a,b, c.

Por otra parte, F' es irrotacional si V x F =0

i j k
VxF= 2 E ﬁ =(cx —bx)i+ (ay — cy)j+ (bz —az)k =0
or 0Oy 0z

ayz brz cxy
de donde se obtiene
c=25b a=c b=a

. F es solenoidal e irrotacional si a = b = c.
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Ejercicio 5.25.

Para el campo vectorial

U = (zycosay + 2%)i+ (z2coszy — 4)j+ (222 +2)k
1. Obtener su divergencia y su rotacional.

2. Si U es irrotacional, obtener su respectiva funcion potencial ¢(z,y, z).

Solucion:
1.
0 0 0
V-U= %(xycosxy +22) + a—y( Zcosay —4) + aZ(sz +2)
= —xy2 senxy + Yy cosxTy — x> sen ry + 2x

i j k

VxU= 9 9 9

ox oy 0z

(zycoszy + 22) (2%cosxy —4) (2xz+2)

= (22 — 22)j + (—z%ysen zy + 2z cos xy + x?ysenzy — x cos Ty)k

= (zcoszy)k £ 0

2. El campo no es irrotacional V x U # 0, por lo tanto No existe Funcion
Potencial.

Ejercicio 5.26.
Para el campo vectorial U = (2zx cosy — 3)i — (z2seny + 22)j + 2(1 — zy)k

1. Obtener su divergencia y su rotacional.

2. Si U es irrotacional, obtener su respectiva funcién potencial ¢(z,y, z), tal
que ¢(0,7,1) =5 —.

Solucion :

1.

V-U =2cosy — z° cosy
VxU=0

2. Ahora V¢ sera:

0 0 0
vom 001, 00y, 00

= + 8y‘j + &k = (2xcosy — 3)i— (z%seny + 22)j + 2(1 — zy)k

. 9¢ 2
s 2zcosy —3=¢ = [ (2xcosy — 3)dx = z°cosy — 3z + C1(y, 2)
x

0
a—i = —2?seny — 22 = ¢ = /(—a:2 seny — 22)dy = —x? cosy — 2%y + Co(x, 2)

0
£ =2(1—zy) = ¢ = /(2(1 — zy))dw = 22 +y2* + Cs(,y)
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Ejercicio 5.27.

Sea el sistema de coordenadas curvilineas (u,v), cuyas ecuaciones de
transformacion son:

u=x+ 3y v=-3T+Yy
1. Determinar si el sistema curvilineo (u,v) es ortogonal.

2. Determinar la region R’ del plano UV en la que se transforma la region
R del plano xy limitada por las rectas de ecuaciones:

y = —3x; y=—3z —8§; x=3y+9; r=3y—3
Solucién:
1.
u=2x+3y v=—-3r+y
Vu =i+ 3j Vo = —3i+]
Vu-Vo=(-3+3)=0
.. El sistema es ortogonal
2.
3 = —10y; _ 3 L
R ST
3v = 10x; _ ! 3
u — 3v = 10x; z=15%" 10"
Para y = -3z
(Bu+wv)  (—3u+9v)
0 10
4
'U—gu
Paray = —3x — 8
(Bu+v)  (=3u+9v) g
0 10
3u+v=—3u+9v — 80
—8v = —6u — 80
_3 10
U—Zu—l—
Para x =3y +9
(u—3v) (9u+3v)
0 - 1w Y
u—3v=9%+3v+90
—6v = 8u — 90
=—-u—15
v ¥
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Paraz =3y —3

(u—3v) (9u—3v)

w10
—6v = 8u — 30

4
v:—§u+5

Ejercicio 5.28.

Sea la funcién f(p,0) = 2p* + 2p? cos® § en donde (p, ) son las coordenadas
polares.

1. Obtener V f referido a la base (i,j).
2. Determinar el laplaciano de f.

Soluciéon:

1. Se sabe que
10f 19f

de donde

1 1
Vf= I(4p + 4pcos? 0)(cos 0i + sen 6j) + f(—4p2 sen 6 cos 0)(— sen 6i + cos 6j)
p

= (4pcosf 4 4pcos® O 4 4psen® O cos 0)i
+ (4psen 6 4 4psen O cos®  — 4psen @ cos® 0)j
= (8pcosf)i+ (4psenh)j

2. Se sabe que

vip_ L [0 (heo) o (0
" hphg | 9p\ h,0p) T 96\ hy 00

de donde

110 01
2, + 2 242
Vef = P [app(4p+4pcos 9)+80p( 4p SeanosH)}

1
= - [Sp + 8p cos? 6 — 4dp(— sen? 0 + cos> 9)] =12
p
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Ejercicio 5.29.

Sea la funcion f(p,0) = p*(1 + cos?6) en donde (p,f) son las coordenadas
polares.

1. Obtener V f referido a la base e,, eg.

2. Determinar el laplaciano de f.

Solucion:
1.
V—laf 197 = h,=1 hg=
I =5, 00% " e 06 R
af 10f
Vf = %ep + ;%eg
2.

1 [0 (mof\ o (hof
2, s I
Vo = e [8p (hp8p> * 90 (hg ae)]

1[ o ar\ of(1of
=3 0w) 5 ()]

02 10 192
o bien, desarrollando VZ2f = apf p@i p(’)HJ;

Ahora , calculando para f(p, ) = p?(1 + cos® )

of 9
7 2p(1 + cos” 0)

o*f
0p?

of
20

10r _

=~ =9(1+cos?6
2o ( )

= 2(1 + cos? )

= —2p?sen f cos 0

o0 f

502 = 2p%(sen? § — cos? 6)

Sustituyendo
Vf =2p(1+ cos®6)e, — 2psen 6 cos feg
V2f =242+ 2(cos? 6 + sen? §)

V2f =6
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Ejercicio 5.30.

Dado el campo vectorial U = (2y%2)i + (ax — 2y)j + (—22 + y)k determinar
el valor de « para el cual la variacion de U, en el punto P(—1,1,0) y en la

direccion del vector a = (1,2,0), es nula.
Solucién:

El grad U es un tensor de 20 orden:

ou; 0U; 90U,

ox dy 0z
VU — oU, 90Uy 09U, _
or y 0z
o0U; 90Uz 0U;
ox oy 0z

Al evaluar en el punto P(—1,1,0)

0 0
VUlp=| a =2
-2 1
En la direccion de a = (1,2,0).
0 0 -1
VUlp=| o -2 0
-2 1 0
Entonces,
0 =
a—4=0
—a+2=0

2 2xyz  wy?

« —2 0

—2 1 0

-1

0

0

1 0

2 1=10

0 0
=a =4
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Capitulo

Integrales de Linea.

En esta seccion, se estudia la forma en que un campo vectorial acttia sobre una trayectoria en el
espacio. Para ello, se introduce el concepto de integral de linea. Ya se ha visto que una trayectoria
queda definida facilmente en forma vectorial; de tal suerte que la accién de un campo vectorial
sobre ella puede ser evaluada de inmediato. Mas adelante, se extenderé el concepto para superficies
y volumenes. Por lo pronto es importante observar que la forma en que un campo vectorial actie
sobre una trayectoria, dependera en gran parte de las caracteristicas de dicho campo. Asi, veremos
que existen ciertos campos vectoriales llamados conservativos, los cuales poseen caracteristicas las
cuales los hacen mucho méas simples de analizar cuando actiian sobre una trayectoria. No todos
los campos vectoriales son conservativos, pero, afortunadamente para los ingenieros, muchos de los
campos comunmente utilizados si lo son. Los campos conservativos son aquellos cuyo rotacional es
nulo. Esto implica que la diferencial total de dichos campos es una diferencial exacta. Entonces, la
integral de dichos campos entre dos puntos de una trayectoria solo depende de los valores en dichos
puntos y no de la trayectoria seguida durante la integracién. Un ejemplo sencillo pero ilustrativo
de dicho tipo de campo es el campo gravitacional, el cual actia en direccién perpendicular a la
superficie terrestre; obviamente al tener una sola componente vectorial, dicho campo es irrotacional
y por lo tanto conservativo. Es decir, la gravedad depende exclusivamente de la altura sobre un nivel
cero (por ejemplo el nivel del mar). La fuerza de la gravedad al actuar sobre una superficie, provoca
sobre esta ultima una presion, la cual dependera exclusivamente de la altura medida verticalmente
y serd constante en superficies que se encuentren a la misma altura (superficies equipotenciales o, en
este caso particular, isobéricas). Asi, el trabajo necesario (fuerza por distancia) para trasladar una
particula desde el nivel del mar hasta una altura establecida, seréd el mismo independientemente del
lugar en el globo terrestre donde se efecttie el experimento. El trabajo neto para levantar un piano
desde el piso 2 al piso 3 de un edificio, sera el mismo si lo levantamos con una cuerda por fuera que
si lo subimos por las escaleras. Afortunadamente en las aplicaciones ingenieriles, la mayoria de los
campos vectoriales que se encuentran son conservativos. No obstante, los campos rotacionales o no
conservativos, también serdn estudiados en esta seccidn.




NOTA_S Cap 6. Integrales de Linea.

6.1. Integrales de Linea.

Sea F un espacio vectorial y ¢ una trayectoria diferenciable en el intervalo [a, b].
La integral de linea de F sobre c es:

/CF~ds/abF(c(t))~c/(t)dt

6 bien, la integral de linea de un campo vectorial F = Fyi+ Fpj+ Fz3k a lo
largo de una trayectoria c(t) =z (t)i+y(@t)j+z(t) k en a<t<b es:

b
dx dy dz
F.-ds= | Fid Fyd Fsdz = Fi— + Fh— 4+ F3— | dt
/c S/clx+2y+32/a(1dt+2dt+3dt>

Ejemplo 6.1.1.

Sea c (t) = (sent,cost) con 0 <t < 2m y sea F (z,y,2) = zi + yj + zk.
Calcular /F - ds.

C

Solucion:

F(c(t)) = F(sent,cost) = senti+ costj + tk

"(t) = (cost)i— (sent)j+k

a

5

(c(t))-c (t) =sentcost —costsent +t =t

27
= /F-ds:/ tdt = 27>
c 0

Ejemplo 6.1.2.

Demostrar que si f = fl (Z',y,Z) i+f2 (Z,y,Z) j +f3 (ZE,y,Z) k

/f~dr = /fldx+f2dy+f3dz

Solucién:
Puesto que dr = dxi+dyj+ dzk

f-dr = fide + fody + fsdz

= /f-dr:/fldx+f2dy+f3dz
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Ejemplo 6.1.3.

Sif=fii+ foj+ f3k. Encontrar/fxdr

C

Soluciéon:
i j k
Exdr=| fi f2 fs |=(fedz— fady)i+ (fsdz — fidz)j+ (frdy — f2dz) k
de dy dz

= /f>< dr:i/(fgdsz;a,dy)Jrj/(f3da7*f1d2)+ k/(fldy*f2dm)

Ejemplo 6.1.4.

Evaluar la integral

/cos Tdx + e*dy + eYdz

C

donde c (t) = (1,t,e') para 0 <t < 2.

Solucién:

dr dy dz
ar =Y ar = T

2 2
1 1
é/cos?derexdereydz:/ (0+€+62t)dt: [ete2t] :26+§e
c 0

2 0
Ejemplo 6.1.5.
Evaluar

/Ile‘ +zydy + dz

c

donde c : [0,1] — R? esta dada por c (t) = (z (t),y (t),z (t)) = (¢,t,1)
Solucién:

dx dy dz
dt dt dt

1
d
é/x2dx+xydy+dz:/ {[a:(t)]2 df—k z(t)y (¢
c 0

1 1
1 2 11
= +atdt =2+ Zt°| = —
/0 (- 2t)dt = 57+ .15

4
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6.2. La Diferencial Exacta Pdx + Qdy.

Sean las funciones diferenciables:

P:P(xay) y Q:Q(l',y)

Definicion.
La expresion P dx + @ dy es una diferencial exacta, si'y solo si existe u = u(x, y)

du=Pdr+ Qdy

es decir, P dx+ @ dy es una diferencial exacta, si y solamente si existe la funcion
F que la tiene por diferencial total.

Teorema.

La expresion P dx + Q dy es diferencial exacta, si y solo si:

oP  0Q . . 0Q 0P
37y y O son continuas y, ademéas, — =

or Oy
Demostracion.

1. Condicion necesaria.

Supongamos que Pdr + Qdy es una diferencial exacta, existe
necesariamente:

u=u(z,y)
tal que:
du = ugdx + uydy = Pdx + Qdy

puesto que los incrementos dx y dy son independientes, hagamos dy = 0
entonces obtenemos:

Uy =P
andlogamente si: doe =0

Uy = Q

Al derivar con respecto a y y a x, se tiene
oP oQ
Uy = G Y ey = G
pero por hipoétesis:
oP 0Q

—— son continuas

oy~ Ox
por tanto también lo son Uy, ¥ Ugy

Por el teorema de Schwarz:

Ugy = Uyg
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2. Condicion suficiente.

Encontremos la condicién que garantiza que Pdzr + Q dy es diferencial
exacta; esto es, si la condiciéon se cumple, entonces existe u = u(x,y) tal
que:

ou

o= Play) 1)
ou
- Qz,y) (2)

para ello, se integra respecto a x (1), se tiene:

u = /P(:v,y) dz + v(y)

pues en la integracion y se ha mantenido constante. debe tenerse:

ou 0

= / P(z,y)dz +v'(y) = Q(x, ) 3)

para que Pdx + @ dy sea diferencial exacta. entonces:

d ) = Qany) - 8% [ P (4)

Como v'(y) es funcion sélo de y, el segundo miembro también lo sera, por
tanto , si derivamos parcialmente con respecto a x

0Q 0

puesto que existen ug, Uy y Ugy, Uy, y son continuas , se tiene:
0Q o (0
— =—|=— [ P(z,y)dz
dr Oy <8x / (z,9) >

0Q 0Q
o )

es decir:

Ahora bien, si se cumple (5), se verifica (3) y por tanto, se cumplen (1) y
(2), es decir; Pdx + Qdy es diferencial exacta.

Al integrar la ecuacion (4) se tiene:

u:/P(x,y)dx+/ {Q(m,y)—;y/P(x,y)} dy +

Es la funciéon que tiene por diferencial total a Pdx 4+ Q dy si es dada una
funcion u = u(x,y), su diferencial total, resulta una diferencial exacta.
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Ahora, el problema inverso

es el mas interesante y consiste en lo siguiente:

dada la diferencial exacta P dx + () dy hallar la funcién tal que sea igual a
la diferencial total. Esta funcion ha sido obtenida en la condicién suficiente
del teorema anterior y , por tanto, el método que debe seguirse esta dado en
tal razonamiento. Entonces para integrar la diferencial exacta P dx + Q dy

se procede como sigue:

a) Se verifica si la expresion dada es diferencial exacta utilizando la

ecuacion (5).

0Q _ 9Q
9x oy

b) Se considera una funcion v = u(z,y) tal que:

ou ou )
e Pz,y)y 7 = Q(z,y), que son las ecuaciones(1) y (2)

¢) Se integra (1) con respecto a x sin olvidar la constante de integracion.
que en este caso solo es funciéon de y.

d) Se calcula la parcial con respecto a y de la altima expresion e igudlese

con ¢(z,y)

e) Se despeja la derivada la derivada la funcion arbitraria de integracion
e intégrese con respecto a y para obtener la funcién en cuestion, que
permite completar la expresion de u.

Ejemplo 6.2.1.

Investigar si

1 1
<y+> dz + <x+> dy
z Y

es diferencial exacta y, en caso afirmativo, llevar a cabo la investigacion.

Solucion:

1. Se calcula
oP

oy

) 8@_1z>8P_8Q
yax_ oy Oz

y por lo tanto, la expresion es diferencial exacta.

2. Sea u = u(z,y) , tal que

3. Se integra parcialmente la

ou

%_y‘f'* (1)
ou 1

oy ; (2)

expresion (1) con respecto a x y se obtiene

u=uzy+Inz+ v(y)
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4. Se calcula

5. Por ultimo,

vu=zy+lne+hnhy+c=zy+Inzy+c

1 1
du = <y+>dm+<x+>dy
T Y

1. Se integra la funcion (2) parcialmente con respecto a y

Comprobacion

Se procede como sigue

u=2ay+Iny+v(y)

2. Se calenla 2% = y 4+ /(y)
. ecacuaam—y v\Y

3. Al integrar, se obtiene

1 1
yJF”/(y):y+E¢U('y):Eév(y):1nz+c

Por altimo

u=zy+hy+nz+c=2y+hnhay+c

Ejemplo 6.2.2.

Determinar si cada una de las siguientes diferenciales es exacta. En caso
afirmativo realizar la integracion.

1 223y
1. <3x2y2+> der( xy)dy
z Y

2. 2z¢®” sen ydxr + @’ cosy dy

ydr —xdy
-T2+y2

1
dx + —e* coshz dy
x

4. ew |ﬁenhz — %coshx
T
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Solucion:
1 223y
1. <3x2y2 + ) dx + < i ) dy
x Y
Se define
1 223y — 1
P =3z%y2 4+ — iny

€ Yy

Al llevar acabo la derivacién parcial, se tiene que

oP oQ
D 6 2 v 6 2
Ay Yy By Ty
por lo tanto, si exacta la diferencial.
Sea
Ju 1
— =327y + —
ox x

Al integrar cono respecto a x, se tiene

u=23y? +Inz+ v(y)

ou 223y —1

R AR YIS !

= T ey )
1

V' (y) = —

() ;

vy) =Iny +c

w=ax3y’>+Inzy +c

Comprobacién

1 223y% — 1
du = <3x2y2+> dx + (my) dy
x y

2. 2ze®” sen ydx + e®” cos ydy

Solucion:
oP  » oP  » . )
— =¢€" cosy, — =¢” cosy .. la diferencial es exacta
dy ox
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Se tiene que

ou
—:ezzcosy:>u:e“728eny+v(x)
dy

ou 2

— = 2ze* seny + v

5p — 2%e ny + v'(x)

v'(z) = 2ze” seny — 2ze” seny

v'(z) =0
v(z) = cte
Ahora,
u=-=e€ ’ seny + ¢
ydx — xdy
: T2 + y2
Solucion:
Se calcula
OP  x*+y? -2y 2P —y?
Oy @R @y
y
0Q —P-p+uP -y
by @A ()

por lo tanto, la diferencial es exacta.

Se tiene que
ou y

%_acz—l—yQ

1 1 4T 4z
u=y @dx = y;tan ;—i— v(y) = tan ;—i— v(y)

x
ou T2 x x
7 Y ") = — ") = —
" peRll i sy ) -
1+ =
Entonces,
V' (y) = 0= v(y) = cte
u=tan " J +c
x
Comprobacion
1 T
Y ) dx — xd
du=—Y—do + —Ydy = du ==
x x x2 +y?
14 7 1+ 7
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1y
dx + —e= cosh zdy
x

4. ex [senhx — %coshx
T

Solucién:
La solucién se deja como ejercicio para el lector.

Nota importante: nétese que las definiciones anteriores
equivalen a decir que dado un campo vectorial en dos
dimensiones, si su rotacional es cero, las componentes escalares
de dicho campo forman una diferencial exacta y la funcion
integrada por integraciéon es la funciéon potencial cuyo gradiente
es el campo vectorial dado.

Es decir, sea V(z,y) = u(x,y) i+ v(z,y)j un campo vectorial es R2. Su
rotacional es

i j k
Uxvo| 2 9 9 |_[o_0ou
z Oy Ox Ox 0Oy
u v 0
81}_8u
or Oy

6.3. La Diferencial Exacta Pdx + Qdy + R dz.

Sean P = P(z,y,2), Q@ = Q(x,y,2) y R = R(z,y,2) tres funciones cuyas
primeras derivadas parciales son continuas.

Definicion.

La expresion Pdx + QQdy + Rdz , es una diferencial exacta, si y sélo si existe
u=u(z,y, z) tal que:

du=Pdr+Qdy+ Rdz

Teorema.
La expresion Pdx + Q dy + Rdz, donde

P = P(z,y,z2),
Q = Q(la Y, Z)
R = R(x,y, 2)

tiene sus primeras derivadas parciales continuas, y es una diferencial exacta si
y solo si:

oP  9Q oP OR 0Q OR X
o o FE 5y (1)
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La Diferencial Exacta Pdx + Qdy + Rdz. N O TA_ S

Demostracion:

1. Condicion necesaria.

Sea Pdr + Qdy + Rdz , una diferencial exacta, asi que necesariamente
existe u = u(z, y, z) tal que,

aud +8ud +8u
me ny 0z

=Pdr+Qdy+ Rdz

Como los incrementos de las variables independientes son también
independientes, se tiene:

) ou

Side #0,dy=dz=0= —=P
ox

) ou

Sidy#0,de=dz=0=—=0Q
Ay

) ou
Sidz#0,dr=dy=0= —=R
0z

puesto que se llevan las hipotesis del teorema de Schwarz, se concluye
necesariamente (1).

2. Condicion suficiente.

Sea Pdzxr + Qdy + Rdz, una expresion diferencial tal que

orP 0@
dy oz
oP  OR
0z  Ox
oP OR
0z Oy

si consideramos a z como parametro, la expresion Pdr + Qdy es una
diferencial exacta. Es decir, existe ¢(x,y, z), tal que

96

%—P

¢

dy
expresiones en donde z, se ha considerado hasta el momento como
parametro. Ahora, formemos la funcién

u(x,y,z) = QS(xvva) +1/J(Z) (2)
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y veamos cudles condiciones impuestas a ¢(z) permiten que

ou
5= R(z,y,2)

Si sucede esto ultimo, Pdx + Q dy + R dz es diferencial exacta, ya que

ou

y

0

5y = Q0:2) (4)
en virtud de que

u=d(z,y,2) +Y(2) (5)
Sea
ou

entonces,

d¢ fon

9 Y(z) =R

0
Y'(2) =R~ a—f (7)

El segundo miembro de la expresion (7) solo es funcion de z pues su primer
miembro también lo es, entonces

En virtud del teorema de Schwarz,

OR 0 0¢
or  0z0x
y
OR 0 0¢
dy 020y
es decir,
oP OR
0z ox
y
0Q OR
0z oy
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La Diferencial Exacta Pdx + Qdy + Rdz.

NOTAS

Si se cumplen estas dos dltimas igualdades se verifica (6), que junto con

(3) v (4) implican que
Pdr+Qdy+ Rdz

es una diferencial exacta.

Anélogamente en el inciso anterior, podemos encontrar ahora la funcion

u = u(x,y, z) que tiene por diferencial total la expresion dada

Pdx+Qdy+ Rdz.

Se procede de la manera siguiente

a) Se comprueba si se trata de una diferencial exacta por medio de las

condiciones (1).

b) Se considera que z es un parametro y siguiendo el método expuesto

en el parrafo anterior, se encuentra la funcion.

¢ = ¢(z,y,2)

tal que tiene a Pdx + Q dy + R dz como su diferencial total.

¢) Se forma la funcion.

u(z,y,2) = ¢(x,y,2) +1(2)

d) Se calcula de (2) la parcial con respecto a z y se iguala con R.

e) Se despeja ¢'(z) y se integra con respecto a z,

u(z)z/(R—?Z) dz+c

que al sumarse con ¢(x,y, z), da

u(z) :¢<x7y,z>+/ <R— ?’) dst e

De esta manera se ha llegado a la funciéon que resuelve el problema.

Ejemplo 6.3.1.

Investigar si cada una de las siguientes expresiones es diferencial exacta y, en

caso afirmativo, llevar a cabo la integracion.

1 =z 1 = 1 vy
L |-——=]dz+|-——=|dy+ | -——=5|dz
y a2 z 2 T Z2

2. x(y?2% — 22)dx + y(2%2% + 22)dy + 2(2?y? — 2® + y? — 1)dz

1 1 1
3. —dx + —dy + —dz
T Y z
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Solucioén:
oP 1 0Q 1 0P 0Q
- 2T @2 Ty o
op_ 1 OR_ 1 0P OR
8, 227 B 22 92z Oz

0Q 1 9Q 1 _9Q R

% 2 oy

z2;>$7 Ay

Por tanto, se tiene una diferencial exacta.

Ahora encontraremos ¢, tal que
d¢ = Pdr+ Qdy
oo 1 =z
or y a2

X z
¢): 7+7+U(yaz)
Yy x

d¢ T ,
e —+v'(z,y) =Q
, x
e =15

U(yaz)*7+c

r oz oy

¢ = -+ =

y T oz

Con el ajuste a posteriori de la constante, se tiene

X z
u="4 =+ 2 ty(z)
Yy o oz

ou 1 gy

0z 1 22 v(z) =R

Iy y

> 2 ?ﬂ(z)—*—zﬁ

P(2) =0

u=£+f+g—|—c
Tz

Comprobacion

1 =z 1 =z 1y
du=|—-———]de+|—— dy+ | —— = |dz
y  x? z Y2 x 22
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La Diferencial Exacta Pdx + Qdy + Rdz.

NOTAS

2. 2(y?2? — 22)dw + y(2222% + 22) dy + z(x%y? — 2% + 3% —

Solucién:
oP 0
a—y = 2zy2?, y da a—g = 2zy2>
oP 5 OR 9
— =2xz+ 2xy°z, y da — = 2xyz® — 22z
0z oz
0 OR
—Q = 22%yz + 2yz, y da — = 22%y2% + 22
0z dy

Asi, la diferencial es exacta.

Ahora, se lleva a cabo lo siguiente

06

00 (e - )

2 s
¢=5(y"z" =27 +o(y,2))
3}
8j = 2%y2? + 0/ (y, 2) = y(a?2® + 2%)
V'(y, 2) =y

Ly o

v(y,z) = QU T a

x? 1
o= 5" =) + 2+

2 2

z? x? 1
u=—¢="o(y"2" =) +¥(2) + ¥’ + o

2 2 2
Ou_ 5 2 2 2.2 2 2
5oV z4+y‘z+(z) =2y — 2 +y*—1)
¥(z) = —2

1,

Y(z) = —57 + co

x? 1
u= ?( 22 -2+ 5@/222 — 522 +¢;

1 1 1
3. —dx + —dy + —dz
x Y z

La solucién se deja como ejercicio para el lector.

1)dz.

N orP 0Q
Jdy Ox

N oP 0Q
0z  Ox

N 2Q OR
dz Oy

c=2cC1 +Co
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Nota importante: tal y como se indicé en la seccién anterior, si
un campo vectorial con tres componentes escalares es irrotacional,
dichas componentes forman una diferencial total de una funcién
de tres variables.

Es decir, dado un campo vectorial
V =P(z,y,2)i+Q(z,y,2)j + R(z,y,2) k

la condicién para que V x V =0 es que

OR _9Q 0P OR 9Q 0P

oy 0z 0z 0z 0r Oy
que coincide con la definiciéon de diferencial exacta.

6.4. Diferenciales totales sucesivas.

Consideremos la funcion v = u(z,y) tal que sus n-ésimas derivadas parciales
son continuas (se dice que u = u(x, y) es de clase ¢ ).

Por definicion:

ou ou

du=—d —d
U oz x+a Y
Ahora bien: o2 2 24
2, _du ., o
duf@dx +2aa d:z:dy+82dy

Notemos que esta expresion tiene cierto parecido con el cuadrado del binomio.
Calculemos con el mismo criterio la tercera diferencial de wu.

. 8 (8% 0%y 0%y
dPu = d(d*u da?® + 2 dzd dy? ) d
(d7u) = 8:6(8952 +axayzy+a2y>x

9 (9*u , 4 0%u 0%u
—I—ay(axzdx +2 920 dxdy+ady)dy

y asi sucesivamente para las diferenciales de orden superior.

6.5. Integrales de linea de campos conservativos.

Supongamos que F puede escribirse como el gradiente de un escalar F = V f|
donde f (z,y, z) es una funcion real y ¢ (¢) es una trayectoria uniendo P, (xo, Yo, 20)
a Pw1 (331,291,7«’1)

[ 95 ds = f (i) — £ (o0, 20)
Cc
La integral de linea es independiente de la trayectoria de integracion y depende

solo de los valores finales. Obviamente, si la trayectoria es cerrada, la integral
es cero.

Si F = V f es una curva cerrada pero simplemente conexa 7{ V f-ds = 0 entonces

el campo es conservativo.
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Integrales de linea de campos conservativos. NOTA.S

Ejemplo 6.5.1.

mt
Evaluar /ydx + x dy sobre c (t) = <t9sen9 <2> ,t) para 0 <t < 1.

Solucion:
Identifiquemos por inspeccién que si
flxy) =2y = Vf=ydx+azdy

la trayectoria de integracion va desde P (0,0) para t = 0 hasta @ (1,1) en ¢t = 1.

= /F~ds:/Vf~ds:f(l,l)ff((),O):1

c

Notese que la integral de linea de campos con gradiente

/Cvf ~ds = f( punto final ) 7f( punto inicial )

no depende de la trayectoria seguida sino solo de los extremos

/ch~ds=/c Vf-ds

Este no es el caso para campos vectoriales no expresables como el gradiente de
un escalar.

Ejemplo 6.5.2.

Sea F = yi — xj+ k y sean los puntos Py (1,0,0) y P; (1,0,1) los extremos.
Calculemos la integral de linea por varias trayectorias.

t
c (t) :costi—i—sentj—i-z—k 0<t<2rm
T
t3
ca(t) = cos t3i + sent’j + 2—k 0<t<vor
s
. ., t
cs (t) :costlfsent.]JrZ—k 0<t<2rm
T

Soluciéon:

Diferenciando ¢,

1
c; = —senti+costj+ —k
2T

1
(senti— costj+k) (—senti—i—costj + 2k> dt
™

1
:/<—sen2t—0052t+> dt
2
0
1
=27 -1+ —)=—-27n+1
2
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Ahora

para cg, se tiene,
2

c/5(t) = —sent® (3t*) i+ (cost?) (3t%)j + ?;iwk

1
= 3t? (— sent3i 4 cost3j + k)
21

\3/ 2T

1
= / F.-ds= / (sent®i — cost’j + k) - (3%) ( sen t3i 4 cos t3j + 2k> dt
C1 ™

3 271' 1
—sen’t? — cos?t® + — | 3t3dt
21

J
g ()
( ) =21

\3/ 2m

0

Luego,

/F-dsz/ F-ds

Sin embargo, para cj

1
ch=—senti—costj+ —k
3 sen bJ+27r

2T

1
ﬁ/ F.ds:/(fsentifcostj+k) (senticostj+2k> dt
71'

Cc
! 0

27

2 2 1
= —sen“t+cos“t+ — | dt
2

0

1
=27 (—1—|—> =2r+1
21

Observaciones.

La igualdad fcl F.ds = ch F - ds muestra una propiedad llamada
independencia de parametrizacion.

Dado que fcl F.ds # fC3 F -ds , F no es el gradiente de un escalar. Si F
hubiera sido F = V f hubiéramos tenido [ F-ds = f(1,0,1) — f(1,0,0)
para cualquier c.

Observe que [, F-ds = [ F-ds son negativas, en tanto que que fc3 F.ds
es positiva.
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Integrales de linea de campos conservativos.

NOTAS

Para las trayectorias ¢; y co F-ds <0 ;la proyeccion de F a lo largo del
vector tangente a ¢ y a ¢y es opuesta a la direcciéon del movimiento. En el caso
de c3 la proyecciéon es en direcciéon del movimiento.

6. C,

Figura 6.1.

La primera es la observacion independencia de parametrizacion o
reparametrizacion. Si ¢ (¢) es una curva parametrizada en R? definida para t
en [t1,t2] y si t = h(u) es una funcion diferenciable en el intervalo [u,usz],
tal que h(u1) =t1 y h(u2) = to9, la nueva curva paramétrica b (u) = c (h (u))
definida para [u1, us] es una reparametrizacion de c.

Al aplicar la regla de la cadena, se obtiene b’ (u) = ¢’ (h (u) b’ (u))

:>/F-ds:
b

Haciendo un cambio de variable de u a ¢:

U u

/F(b () (u)) du = /F(c(h(u)))c' (h (w)) W () du

Ul ul

h(uz2) ta

/F-ds: / F(c(t))-c’(t)dt:/F(c(t))-c’(t):/F-ds
b

h(u1) ty c

Si la trayectoria b es una reparametrizacion de otra trayectoria c, entonces para
cualquier campo vectorial F (conservativo o no), se tiene

/Fods:/F~ds

c b

Una curva geométrica C es un conjunto de puntos en el plano o en el espacio
que pueda ser atravesada por una trayectoria parametrizada. La direcciéon a lo
largo de C se especifica pero no la parametrizacion de C.

Figura 6.2.
c

T~

comienzo = c(1) final = c(r)
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6.6. Integrales de linea a lo largo de curvas
geométricas.

Para evaluar fc F - ds para una curva geométrica C, se escoge una
parametrizaciéon c de la curva C en la direccion especificada y se calcula:

to

/F-ds:/F(c(t))~c’(t)dt

c t1
Se debe observar lo siguiente;
1. La parametrizacién debe ir en la direcciéon correcta.

2. . Si la curva es cerrada, la parametrizacion la atraviesa solo una vez.

Ejemplo 6.6.1.

Sea C' el segmento de linea de Py(0,0,0) hasta P;(1,0,0), y sea ¢y (t) = (¢,0,0)
donde 0 <t < 1. Encontrar la integral de linea de F (z,y,2) =i a lo largo de
la curva C'. Encontrar también la integral de linea si C' es parametrizada como
c2(t)=(1—-1¢,0,0) donde 0 <t <1.

Solucién:
ci(t)=1i t1=0 ta=1 F(c1(t)) =1 luego

(2

/F(cl(t))-c’l(t)dtzo/li~idt:/01dt:1

ty

Para co, tenemos t; =0 ta=1 c2(t)=—-1i F(ca(t)) =i luego:

tl/F(CQ(t))-cg(t)dtzo/—i-idt:—1

La curva C' es la misma pero las parametrizaciones c; y co van en direcciones
opuestas.

"‘/ (1,0,0)

Figura 6.3.
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Integrales de linea a lo largo de curvas. NOTA_S

Ejemplo 6.6.2.

Sea C' el segmento rectilineo uniendo P (2,1, 3) a Q (—4, 6, 8). Encontrar /F-ds

C

siF(2,y,2) =zi—yj+ayk
Solucién:
Podemos elegir cualquier parametrizacion de C'.

Una simple es

c(t)=(1-1)(2,1,3)+t(-4,6,8)

—(2-6t,1+5t,3+5t), 0<t<l
Cuando t varia de 0 a 1, c(t) se mueve a lo largo de C desde P (2,1, 3) hasta
Q(—4,6,8) Asi:
to
/F-ds:/F~ds:/F(c(t))-c'(t)dt
c c ty
sustituyendo:

/F-ds: (2= 66)i — (14 58)§ + (2 — 6) (1 + 5¢) K] - (—6i + 5§ + 5k) dt

C

(=7 + 31t — 150¢7) dt = —82—3

S O~ _

Notese que la curva C' se puede dividir en varias curvas.

Figura 6.4.

/ F-ds:/F-ds+/F-ds

ci1tca c1 c2

Por tanto,

y si la curva —C' es la curva C recorrida en sentido opuesto:

/F-ds:—/F~ds

—C C

Entonces, podemos definir integrales de linea sobre curvas con esquinas, es decir,
curvas continuas con el vector tangente no definido en ciertos puntos. Es decir,
hacemos C = Cy + Cy + ... + C), y definimos:

Baltasar Mena 255



NOTAS

Cap 6. Integrales de Linea.

/F~ds:/F-ds+...—|—/F~ds

c c1 Cn

Ejemplo 6.6.3.

Sea C el perimetro de un cuadrado unitario [0, 1] x [1, 0] en el plano, recorrido en
sentido contrario al reloj. Evaluar la integral [ F-ds donde F (z,y) = 2* i+xy .

v

A
‘ «
©, HF———: D
‘.“' L C,
(0,0 f, (1,0) l
Figura 6.5.
Solucioén:
Usando/F~ds:Z/F~ds
c i:lci
Cy:  (t,0) 0<t<1 cf()=i F(ci(t)) =1t
Cy: (1,¢ 0<t<1 ch(t)=j Flca(t)=i+t]
Cs: (1—t,1) 0<t<1 ch(t)=—i Fles(@t)=1—-8)i+(1—1)j
Cy: (0,1—t) 0<t<1 cj(t)=—j F(es(t))=0
Entonces,

/CSF.dsz/Ol(l—tP(_l)dt:—; /%F,dsz

Finalmente,
1 1 1 1
Fods=-4+-_°= - =
/ ds 3—1—2 3—1—0 3

C1

Otra forma de escribir la integral de la linea siguiente,

Si C' es una parametrizacion de una curva geométrica C, y si ademas C(t) #£ 0V¢,
podemos formar el vector tangente unitario:

¢(t)

T = 170

El elemento de longitud de arco es,

ds = |c/(t)| dt = \/dz? + dy? + d2?

Entonces ¢/(t)dt = T(t) ds, luego la integral de linea de un campo vectorial se
puede escribir como,

/CIF-ds:/abF(c(t)-T(t)ds
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Integrales de linea a lo largo de curvas.

NOTAS

Puesto que F - T es la proyecciéon de F en la direcciéon del vector tangente a la
curva, es decir: “ La integral de linea de F es la integral, con respecto a la
longitud de arco, de la componente tangencial F -T de F 7.

Ademas, como la integral de linea puede ser escrita como el limite de sumas,
se hace una particion a = tg < t1 < tg... < tp = b del intervalo donde C esta
definida, y consideramos cada punto u; en cada intervalo [¢;_1,¢;].

En lugar de calcular F(c(¢)) para todo valor de ¢ , tomamos los valores F (c(u,.))..
F (c(ug)) y se multiplican por las rectas de desplazamiento At; = c(t;) —c(¢;—1)
y se toma la suma riemanniana.

h k

D Fe(w)) - (c(t) —c(tin) =Y Flc(t)) At

c=1 t=1
Cuando la longitud de los intervalos [t.—1,t;] — 0 (cuando k& — o0) el
desplazamiento At; se aproxima mejor por ¢’t(u;)At; y la suma riemanniana se
acerca a la integral.

b
O/F(c(t))oc(t)dt/F~ds

c

(2]

Figura 6.6. X

Geométricamente,

E =F(z,y,2) h=4

s=s1en P,
s=s9en Py
s=s3en Ps
s=s4en Py

Evaluando F(z,y,z) en (z,y,z) y formando el producto F(z,y,2)At; y

sumando
h

ZF(Inyj,Zk)Ati

i=1

h
= 1lim ZF(xi,yj,zk)Ati = / F(z,y,z)dsy At; =0
i=1 ¢

h—o0 4
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Ejemplo 6.6.4.
Evaluemos [(z + y) ds donde C' es una linea desde el origen al punto Py (1,1).
C

Solucion:

]

—
e

Para un punto P cualquiera sobre la linea y s la longitud de arco de dicho punto
medido desde el origen:

X

Figura 6.7.

25
luego:  +y = — = /2s
V2

V2
luego: /(:c—l—y)ds:\@/ sds =2
c 0

Integremos la misma funcion (x + y) desde Py(0,0) a P;(1,1) a lo largo de otra
trayectoria

]

X

Figura 6.8.

C=C1+4+0Cy
luego z =sy=0en C; y Cy: 4+ y = s Entonces

1
1
/(x+y)ds:/ sds = =
o 0 2

A lo largo de Co, x = 1, y = s (S medida desde el punto Py(0,0) al punto
Pi(1,1)).
1 3
= (x—l—y)ds:/(l—i—s)ds:f
Co 0 2
Finalmente

/C(ery)dS/CI(CCJFy)dS/CZ(ery)ds %+

El valor de una integral de linea depende de la trayectoria de integracion.

3
Z—9
2
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Resumen

NOTAS

6.7. Resumen. Capitulo 6. Integrales de linea.

Integral de Linea.

Sea F un espacio vectorial y C una trayectoria diferenciable en el intervalo [a, ).
La integral de linea de F sobre c es:

./CF~ds/abF(c(t))'c'(t)dt

6 bien, la integral de linea de un campo vectorial F = F1i+ Fbj+ Fsk a lo
largo de una trayectoria c(t) =x(t)i+y(#t)j+z(t)k en a<t<b es:

. b
dx dy dz
F-ds= | Fid Fody + Fsdz = P — +F— +F;— | dt
/C ] /Clx+2y+3z /a<1dt+2dt+3dt>

La diferencial exacta Pdx + Qdy.

Sean las funciones diferenciables:

P=P(z,y) vy Q =Q(z,y)

Definicion.

La expresion P dx + @ dy es una diferencial exacta, siy solo si existe u = u(x, y)
tal que:
du = Pdx + Qdy

es decir, P dx+ @ dy es una diferencial exacta, si y solamente si existe la funcion
F que la tiene por diferencial total.

La diferencial exacta Pdx + Qdy + R dz.

Sean P = P(z,y,2),Q = Q(z,y,2)y R = R(z,y,z) tres funciones cuyas
primeras parciales son continuas.

Definicion:

La expresion Pdx + Q dy + Rdz , es una diferencial exacta, si y solo si existe
u=u(z,y, z) tal que:
du=Pdr+Qdy+ Rdz

Integrales de linea de campos conservativos.

Supongamos que F puede escribirse como el gradiente de un escalar F = V f,
donde f (x,y, z) es una funcién real y c (¢) es una trayectoria uniendo (zo, yo, 20)
a (:v1,y1,21).
[ 95 ds = F @) - £ o..z0)
(&3

La integral de linea es independiente de la trayectoria de integracion y depende
solo de los valores finales. Obviamente, si la trayectoria es cerrada, la integral
es cero.

Si F = Vf es una curva cerrada pero simplemente conexa.

Si ¢ Vf-ds=0 Entonces el campo conservativo.
(&
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Integrales de linea de campos a lo largo de curvas geomeétricas.

Para evaluar F - ds para una curva geométrica C, se escoge una
c b
parametrizacion c de la curva C en la direccion especificada y se calcula:

/CF-ds:/:zF(c(t))-c’(t)dt

Se debe observar lo siguiente;

1. La parametrizaciéon debe ir en la direccién correcta.

2. Si la curva es cerrada, la parametrizacion la atraviesa solo una vez.

Sea F = Vf en una curva C cerrada o simplemente conexa.

Si 7{ Vf-ds =0 el campo es conservativo.
c
En resumen,

Si un campo es irrotacional o conservativo, entonces se puede representar como
el gradiente de una funcién escalar ¢.

SiVxF=0 = F=V¢

La funcién ¢ se llama la funcién potencial y se determina de la misma manera
que una diferencial total en campos escalares. Es decir si,

F=fi+fij+/fsk ., VxF=0
y F = V¢ entonces,

¢z=/f1dfﬂ+c1
6= [ Fady+ o
<Z5z=/f3d2+03

y finalmente

¢(I’,y,2’) = U [¢m7¢y7¢2 + C]

Si ademéas V - F = 0, la funciéon potencial satisface la ecuacion de Laplace

V-Vé=0 V¢=0

y la funcién ¢ se llama armoénica.
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

6.8. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 6.1.

Evaluar
/ y2de + 22 dy
c

en donde C es el tridngulo de vértices V1(0,0,), V2(0,1) y V3(1,1). El recorrido
es en sentido horario.

Solucién:
De V1(0,0) a V5(0,1): =0, y=t
der =0, dy=dt

L:A@H®+@ﬁ:0

De V5(0,1) a V5(1,1): x=t, y=1
dr=1, dy=0

1 1
122/ (1)2%dt + (t)*dt =t| =1
0 0
De V5(1,1) a V4(0,0): a=t, y=t
de =dt, dy=dt
0 2,1° 2
13:/ (t)2dt + (t)?dt = —t*| = —=
) 30 3

Por tanto

) ) 2 1
yde+ao'dy=0L+L+I3=0+1— =~
o 373

Ejercicio 6.2.

Sea el campo conservativo

2
F= gaci+2yj+2zk

cuya funcién potencial es

1
¢ = §$2+y2+z2—3

Calcular el trabajo realizado por el campo F para desplazar a una particula del
punto P(0,0) al punto Q(3,2,1).

Solucion:

T = ¢(3,2,—1) — (,0,0,0)

1

T = g(—2)2+(—2)2+(—2)2—3 —[0+0+0-3]
4

T=g+4+4

52
T= 3 unidades de trabajo.

Baltasar Mena

261



NOTAS

Cap 6. Integrales de Linea.

Ejercicio 6.3.

Dado el campo vectorial
F = 32221 + 2% + (2® 4+ 2y2)k
1. Determinar si es conservativo.
2. Obtener, de ser posible, la funciéon potencial del campo.

Solucion:

1. Obteniendo el rotacional

i K
x 6;/ 0z
32 2% (2% +2zy)

= (22 —22)i+ (322 = 32%)j + (0 - 0)k = 0
= F es conservativo

2. Existe funcion potencial, por lo que:

0 0
P:—¢:3m2z,Q:z2:—¢

¢
Y > R _
B ay,R—x + 2yz =

0z
¢ = /Rdz = /(93‘5 +2y2)dz = 232 + y2* + f(x,y)

9¢ _ 2 9 _ .2
8—x—P 3z z—i—%f(x,y)—?)x z

fz,y) = /(O)dx =0+9(y)
Sustituyendo (2) en (1)

¢ =224 yz> + g(y)

(4) en (3)
p=a"2+yz*+C

que es la funcién potencial.
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NOTAS

Ejercicio 6.4.

Calcular el valor de [, F-dr donde F = (222°+6y) i+ (6x—2yz) j+ (32222 —3*) k
y C es la trayectoria dada por la interseccién de la superficie 22 4 y2 + 22 = a2
y el plano z = 0.

Soluciéon:

Para F = (222% 4 6y)i + (62 — 2yz)j + (3222% — y?)k El célculo de [, F - dr se
simplifica si V x F = 0, y se obtiene
i J
0 0
ox dy
(2z2% + 6y) (62 —2yz) (3222

VxF=

lox

[ V)

- )
V x F = (—2x + 2y)i + (622% — 6222)j + (6 — 6)k

VxF=0 .. elvalorde/F-drescero.
c

Ejercicio 6.5.

Dado el campo vectorial F = sen xseny i+ cosx cosyj calcular fc F - dr donde
C es la trayectoria triangular de vértices A(0,0), B(0,2) y C(2,0), y el recorrido
es en sentido antihorario.

Solucion:
De AaC
F . dr = (0,cost)(dt,0) =0 = {x -
y:
T =0
De C a B

r=1t

F - dr = (sentsen(2 —t),costcos(2 —t))(dt, —dt) = { 5
Yy=s—

= [sent(sen2cost — cos2sent) — cost(cos2cost + sen2sent)|dt

= (—cos2)dt
0
Ty = —cos2(t)| =2cos2=—-0.8323
2
De Ba A
z=0
F - dr = (0, cost)(0, dt) = costdt = {t
=Y
0 0
T3 = / costdt = sent| = —sen2 = —0.9093
2 2

Por lo tanto

F-dr =0+ (—0.8323) + (—0.9093) = —1.7416
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Ejercicio 6.6.

Calcular el trabajo total realizado para desplazar una particula en un campo de
trabajo depende de la trayectoria y como la curva C' esta dada por

r=t>+1
C:{y=2t? cont=1at=2
z=1t

Solucién: El valor del trabajo se obtiene como,

W:/F~dr
C

- /2(3(152 F1)(262(2t) — 5(%)(4) + 10(£2 + 1)(3¢2))dt

2
=216 + 265 + 3t* + 1043
1

= (128 + 64 + 48 + 80) — (2+ 2+ 3 + 10) = 303

Ejercicio 6.7.

Sea la expresion (8zy +y? — cos 2)dx + (422 + 22y)dy + (z sen z)dz. Determinar
si en una diferencial exacta y, de ser posible, obtener la funcién cuya diferencial
es la expresion dada.

Solucién: Se tiene,

13}
—(82y + 2% —cosz) = 5 (4a* + 2zy) = 8z + 2y

ay

dy
0
&(Sxy + 22 —cosz) = a—y(m sen z) = sen z

a. 3}
a—y(zla: + 2zy) = a—y(m senz) =0

Por lo que si es una diferencial exacta y la funcion buscada es
f =42’y +zy* —xcosz+C

Ejercicio 6.8.

Determinar el trabajo realizado por el campo vectorial F = —rey al desplazar
a una particula desde el punto A(4,0) hasta el punto B(0,4), a lo largo de
la, trayectoria dada por la curva x2 + y? = 16. El campo F esta definido en
coordenadas polares.

Solucién: La trayectoria en coordenadas polares esta dada por,

de donde
F - dr = (0,—4)(0,dt)

3 s T
T:—/ [Adt —4t)g —4( - | = —2n
0 4
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Ejercicio 6.9.

Calcular el trabajo realizado por el campo
F=(V—ze®)i+(e*+ze¥)j+(e*—ye *)k

al desplazar una particula desde el punto A(0,0,0) hasta el punto B(1,1,1).
Estos puntos estan contenidos en la curva C, dada por

1 (1 + ¢ ot 1-é
xfmn(Jr), y =sen—, =T
Solucién:
Dado que

0 0
oY — pe ) = (o7 _ Y) — _oY
ay(e ze ") 8x(e ze Y) e
0 0
— (e ¥ —ze") = —(e % —ye ?)= -7
82(6 ze™ ") 896(6 ye ?) e
0 0
g(e*z —ze V)= 8—y(e*‘” —ye )= —e*

Se tiene que el campo es conservativo y su funcién potencial es
p=zeV+ze " +ye "+ C

Por lo tanto

B
3
T= M = et 4e ™) —(0+0+0)=3e"! = -=1.10364

A e

Ejercicio 6.10.

Calcular el valor de la integral de la

B

/ e Tdr — eYdy

Ca

a lo largo de la curva C : 422 + y? = 4 de A(0,2) a B(1,0) siguiendo el sentido
de las manecillas del reloj.

Solucion:
B B
/e_“’d:r —eVdy = /F - dr
Ca Ca

donde F =e™®i—e€¥j

como V X F = 0, F tiene funcion potencial ¢ = e " —e¥ + «

B 1+¢é?
asi / e dr —eVdy = 9|5 = (e +a)— (e +a) =
Ca €
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Ejercicio 6.11.

Sea F el campo vectorial definido por
F(z,y,2) = (3222 — 4x)i + (2y + cosmzm)j + (—mwsennz + 2%)k.

Calcular el valor de [, F -dr del puntoA(0,0,0) al punto B(2,2,2) a lo largo de
la trayectoria mostrada en la figura.

(o]

Figura 6.9. X

Solucion:

Antes de realizar calculo alguno, conviene verificar si el campo vectorial es
conservativo, asi

i j k
vxF=| 9 9 9
ox dy 0z
3222 —4x 2y+cosmz (—mwysenmz + %)
= (—mysenmz + mysenwz)i+ (32% — 32%)j + (0 — 0)k
=0
Como V X F = 0 el campo F es conservativo y en consecuencia F - dr es

independiente de la trayectoria C pues F tiene una funcién potencial la cual es

b(z,y,2) = 232 — 22% + y* + y cos mz + C por tanto
21
F.dr= / 32c0s26(0) + 8sen 26 df
0
27
= / 8 sen 20 df
0

27
= —4cos 260

0

—4(1-1)=0

266 Cadlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.
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Ejercicio 6.12.
La densidad de carga p(z,v, 2), la cual produce un campo eléctrico, esta dada

por la ecuacion de Maxwell L. V - E Considerando que E = h(xi + yj + zk),
€0
donde h es una constante.

1. Determinar la densidad de carga que produce dicho campo eléctrico.
2. Obtener un potencial electrostético ¢ tal que E = V.

Solucién:
1. Del enunciado

p=re(V-E)
= 60(h+h+h) = 360h

2. Integrando

o= /hxdm = %th + flz,y)

d¢ OF
6_oF

oy
1 2 1 2 1 2
f=35M"+9(2) = ¢é=5ha’+ shy* +9(2)

¢ ,
gfg = hz

—1h2+C —1h2 1h2 1h2 C
g=3hz $¢—§x+§y+§z+

Ejercicio 6.13.

Determinar |, ¢ F - Tds donde C es el circulo unitario contenido en el plano Y Z
con centro en el origen y F = (y+2)i+ (z + 2)j+ (x + y)k

Solucién:
Dado que
i j k
rotF = 2 2 2 =0
or dy 0z
(y+z) (@+z) (+y)

se tiene que F es conservativo y
dr
/F~Tds:/Fo—ds:/Fodr:O
C ds
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Ejercicio 6.14.

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F = zyi +y%j + yzk al
mover una particula desde el punto P(a,0,0,0) hasta el punto Q(a, 0, 27d), a lo
largo de la hélice r = acosti+ asentj+ btk

Solucion:

Del enunciado

r=acos, y=asent, z=0bt
de donde

F = (a®costsent)i+ (a®sen®t)j+ (abtsent)k
dr = [(—asent)i—+ (acost)j+ bk]dt

F - dr = (—a®costsen®t + a® sen? t cost + ab*t sen t)dt

27
=T :/ ab’t sen tdt
0

27

= abz[—tcost—&—sent}
0

= ab?*[(—27 +0) — (=0 + 0)]

= —2ab’m

Ejercicio 6.15.

Sea el campo de fuerzas F = F,i+ Fyj cuyas componentes estan representadas
por las graficas. Calcular el trabajo realizado para llevar una particula desde el
origen, hasta el punto donde las componentes se anulen a lo largo de la recta
que une dichos puntos.

Figura 6.10. ~
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Figura 6.11. ~
Del enunciado

F = (22%)i+ (6 — 2y)j

P(0,0) : punto inicial
Q(3,3) : punto final (de hecho, es factible considererar x < 3,y < 3)

con lo que
C:y=x,dy=dx

Asi entonces
F = (22%)i+ (6 — 2y)j

F - dr = (22?)(dx) + (6 — 2y)(dy)

3
T:/ (22% — 2z + 6)dx
0

3
= (18— 9+18) — (0—0+0) =27
0

2

3 2
NS 6
3;6 x° + 6x
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Capitulo

Integrales vectoriales.

Esta seccion estda dedicada al estudio de la interaccién de campos vectoriales con
superficies y volumenes. En los capitulos anteriores se vio la forma en que acttia un
campo vectorial sobre una trayectoria (integral de linea). También hemos visto como
calcular volumenes y superficies mediante integracion escalar (integrales multiples).
Ahora bien, cuando un campo vectorial acttia sobre un cuerpo lo puede hacer de
dos maneras: actuando sobre la superficie o sobre todo el volumen. Por ejemplo, el
campo gravitacional actia sobre el volumen de un cuerpo mientras que un campo de
fuerzas externas (esfuerzo) actua solamente sobre la superficie del cuerpo. Pensemos
en un ejemplo sencillo pero ilustrativo. Un futbolista patea un balon; si le pega
perpendicularmente a la superficie con la punta del pie, el resultado seré una fuerza
perpendicular a dicha superficie que provoca un movimiento en el balén en la
direccion de la patada sin provocar giros en el balon (en términos futbolisticos esto
se llama un punterazo). En el aire, el balon seguird una trayectoria, que se volvera
parabolica debido a la accion de la gravedad (a la cual no le importa si el balon gira).
Por otro lado, si le pega transversalmente, la fuerza tendra tres componentes; una
que es perpendicular como el ejemplo anterior y dos que actiian sobre la superficie
del balén provocandole un giro o rotacion a dicha superficie (chanfle en términos
futbolisticos). Es decir, la fuerza perpendicular a la superficie provoca un cambio en
el momentum lineal del cuerpo, en tanto que las componentes transversales provocan
un giro. Dado que la fuerza aplicada es un campo vectorial, el lector habréa intuido
que la fuerza perpendicular estard ligada al concepto de divergencia, ya que actia
sobre la superficie y se transmite al volumen, mientras que el giro estara ligado al
concepto de rotacional y actuara exclusivamente sobre la superficie del cuerpo.

El planteamiento matemético de estos conceptos conduce a los teoremas
fundamentales del calculo vectorial, los cuales veremos en este capitulo.




NOTAS

Cap 7. Integrales Vectoriales.

7.1. Integracién vectorial.

Integral de linea.

1. Para un campo vectorial,
b
/F~ds:/ F(c(t))-c () dt

El vector tangente a c (t) es:

T (t) = ds = |c' ()] dt
i/F.ds:/bF(c(t)yT(t)ds
donde c (t) = (z (t),y (t),z(t))

2. Para un campo escalar,

b
/fds:/ ).y (), 2 (@) e (1) dt

b
— [ fem) ol

De la misma manera, si la curva C' definida en a < t < b se representa
paramétricamente por r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t) k el vector

desplazamiento diferencial a lo largo de C se define como,
dr=dri+dyj+dzk

Y las integrales que involucran dr se llaman integrales de linea

/(bdr; /F-dr; /der

Notese que si la curva es cerrada, entonces

j{qﬁdr:—fcqbdr

La integral fc F - dr es la integral escalar de linea de un campo vectorial.

Si la curva es cerrada:

jI{F -dr = I' circulacion de F

(&)
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7.1.1. Parametrizacion de superficie. Representaciéon de
una superficie en forma vectorial.

Una superficie S se representa por una funciéon vectorial de la forma
r(u,v) = (u,v)i+y(wv)j+z(u,v)k

donde r es el vector posicién y u, v son parametros.

Un elemento diferencial de area ds queda determinado por

ds = @du X gdv =1, X r,dudv

ou ov

y demostramos que se puede escribir como ds = nds

donde n es el vector normal a la superficie en el punto de coordenadas u, v vy,
por tanto,

X
B e
u v

Recordemos también que el plano tangente a la superficie S en el punto
Py (0, Yo, 20) se calcula formando el vector normal

or o
ou Ov

n=r, Xr, =
evaluada en (ug,vp). La ecuacion del plano tangente es,

n'(‘r_any_yOaZ_ZO):O

Ax—20)+By—yo)+C(z—20)=0

donde n = Ai+ Bj+ Ck.

7.1.2. Areas de superficies alabeadas.

Sea la superficie S de ecuacion z = f (z,y)

S://RdAz//R\/mdA
[ e senaan [ VR
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7.2. Integrales de superficie.

Las integrales en las que se tiene al elemento diferencial ds se llaman
integrales de superficie

J[oas [ F-as J[F s

Si S es una superficie cerrada (sin frontera) las integrales se escriben como

ﬂqﬁds #F-ds ﬁdes
s s s

La integral de superficie / / F - ds del campo vectorial F se llama flujo de F a
s

través de S.

Por ejemplo, si S esta representada por r (u,v), el flujo de F a través de S sera,

// F.ds = // [Fryr,) dudv donde [Fr,r,|=F-r,xr,
S Ry

es el triple producto escalar y R,, es la regiéon donde estan definidas los
parametros u, v. Ahora, puesto que: ds = r,, X r,dudv.

= //F~dS:// F-r, xr,dudv
S Ruwv

7.2.1. Integral de una funcidén escalar sobre una superficie.
Sea la funcion escalar  f(z,y,z) definida sobre S 'y sea

r(u,v) = (z (u,v),y (u,v), z (u,v)) la parametrizacion de S. Se define la integral
de f sobre S como:

J[1@waas= [[ ras= [[ oo sr) aua

es decir:

) N Y Py o

S R

En coordenadas cartesianas la expresion se escribe como,

ds = T,Y, 2 wdﬁl
J[ras= [[ 1@

| £l

Notese que si f = 1 se recupera la integral de superficie de una curva alabeada.
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NOTAS

7.2.2. Integral de una funcién vectorial sobre una
superficie.

La integral de superficie de un campo vectorial F en R> sobre una superficie
paramétrica r : D — R3 es el escalar

J)Fas= [ Bl xr) dude

Iy X Ty

dado que ds = nds donde n = podemos escribir:

|ty X 1y

//SF-ds://SF-nds

Asi que la integral de superficie es la integral de la componente normal de F
sobre la superficie. Para ejemplificar lo anterior, analizaremos el siguiente caso.

Sea S una superficie y V el campo de velocidades de un fluido moviéndose en el
espacio. Entonces, f f s V - ds representa el flujo (gasto) o la cantidad de fluido
por unidad de tiempo que atraviesa la superficie en la direcciéon hacia afuera de
la misma. (El signo contrario representa flujo hacia adentro.)

Con el fin de simplificar consideremos V = cte. y una superficie S plana.

Sea S un plano. Supongamos que la region rectangular R de S fluye con el fluido
por una unidad de tiempo formando un paralelepipedo W. El volumen de W
es:

area R|V|cosf = areaRV - n

Figura 7.1.
En general si

V:vl(z,y,z)i+vg(x,y,z)j+v3(z,y,z)k (1)

//V~ds://V~nds:// vldydz+// vgdzdx+// vz dx dy
S S Ryz Rzx Rzxy

donde R,.,R.;, Ry, son las proyecciones de S sobre los planos yz,zx,xy
respectivamente.
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Z
A K, /.n

ds 7 s
/ I o
{ i !
i 1 ] !
| I I !
| I I |
( 1 ] !
( | 1 !
( I I !
I ! ! !

| |
R — >y
I Jemmrmrs == 17 = 5
| s ' | | A
b o o Xe--47 " Rxy
\\
X h
Figura 7.2. dXdy

n=(m-i)i+n-j)j+m-k)k=-cosb;i+cosbyj+ cosfsk
ds = nds = cosf1ds i+ cosfsdsj + cosbs3dsk

ds(n-i) =dscost; = dydz

ds(n-j) =dscosby = dzdzx

ds (n-k) =dscosbs = drdy

ds=nds =dydzi+dzdxj+ drdyk

luego si V = v1i+ vaj + v3k la ecuacion (1) se recupera.

7.2.3. Aplicaciones.

Si el campo escalar T' (z,y, z) define la temperatura en un punto (z,y, z) de una
region W, entonces el campo vectorial

gp_ 9T, OT. o
—El—f'aiy.]“r%

representa el gradiente de temperaturas del campo T. El calor fluye de frio a
caliente segun el campo vectorial F = —kVT, donde k representa una constante
llamada conductividad térmica.

Entonces:

//SF.ds

es el flujo total de calor a través de la superficie S. (Ley de Fourier).
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Ejemplo 7.2.1.

Sea un campo de temperaturas dado por 7T (z,y, z) = 22 +y? + 22 y sea S una
esfera unitaria 22 +y2 + 22 = 1 orientada con su normal hacia afuera. Encontrar
el flujo de calor a través de la esfera S si k = 1.

Solucién:

El campo vectorial de flujo de calor es:

Q=-VT (2,y,2)
Q=—-2zi—2yj—2zk

Pero n(z,y,2z) =zi+yj+zk

Sobre S

Q n=-22% -2y -2, = -2

es la componente normal de Q. Ahora:

//SQ.dsz//SQ.ndsz—2//56552_2(47T):_87T

El flujo de calor va dirigido hacia el centro de la esfera.

Ley de Gauss.

Relaciona el flujo de un campo eléctrico E sobre una superficie cerrada S (por
ejemplo una esfera) con la carga neta @) encerrada por la esfera:

E

E
Figura 7.3.

Consideremos una carga puntual ¢ en el origen de coordenadas. Por simetria
sabemos que el campo eléctrico provocado por dicha carga debe ser en la
direccion radial hacia afuera del origen y debera tener la misma magnitud en
todos los puntos de una superficie esférica centrada en el origen.
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Figura 7.4.
Es decir

r
E=e,E(r) donde e,= -

es un vector unitario en la direcciéon radial. La ley de Gauss se convierte en:
q
E(r)e, -nds=—
S €0
farad]

donde ¢ es la permitividad en el vacio eg = 8.854 x 1072 [
m

Si se elige una esfera deradior, n=-e, luego n-e,. =1

Asi que
// E(r)ds= 4
s €0
// E(r)ds:E(r)// ds = 4w E (r) = 1
S s €o
q . €r q
E = — E = 7,E = —
= (r) pr— es decir (r) =e.E(r) Trear?

Ademas, considerando una segunda carga puntual localizada a una distancia r
de qo, la fuerza F que actiia sobre ¢, es:

qo0 q1
50471’7’2

F=Eq@=Eq@n= (Ley de Coulomb).

Asi, si tenemos n cargas de las cuales ¢; esta en ry, g2 en ro, etc. , la fuerza
electrostatica que estas cargas ejercen sobre una carga qg localizada en r es

1 < @
F(r) = dreg Z 7 i

= |r—ry

De manera similar el campo eléctrico es

1 « qi
E(T): 47_‘_502 - ‘2 n;

il ¥
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NOTAS

7.3. Integrales de volumen.

Dado que el elemento de volumen dV es un escalar, podemos considerar las

integrales siguientes,
[[[1av v [[[rav
R R

donde f,F son campos escalares y vectoriales respectivamente.

Dado que dV = dzxdydz, en coordenadas cartesianas, la segunda se puede
resolver en sus componentes

///RFdV=i/R/ fldV+j[R/ fdeJrk/]Z fadV

7.3.1. Representaciones integrales de la divergencia y el
rotacional.

La divergencia de un campo vectorial F se representa como

V-F= lim iﬁ{Fds
Av—0 Av Jfg

donde AV es el volumen de la regiéon R acotada o limitada por la superficie
cerrada S. El volumen AV siempre contiene el punto en el cual se va a evaluar
la divergencia de F cuando AV — 0.

Interpretacion fisica.

La [[4F - ds representa el flujo de F a través de la superficie S. Mientras que

F - ds representa el flujo neto de F a través de la superficie cerrada S.
s

Asimismo, la divergencia de F en un punto P es el limite del flujo neto por
unidad de volumen cuando S se encoge hacia el punto P.

Si el pequeno volumen que rodea a P contiene una fuente o un sumidero de un
campo vectorial F, el flujo de F diverge o converge a P dependiendo si V - F
es positiva o negativa. Luego V - F se puede considerar como la medida de
intensidad de una fuente o sumidero en P.

Notese que mediante la ecuaciéon de la divergencia y la definicién de antiderivada

o integral se llega a:
/// (V~F)dV://F«ds
v s

Esta relacion se conoce como Teorema de la divergencia o Teorema de
Gauss.
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El rotacional de un campo vectorial F se expresa como

1
V x F =np4x hmOE%F-dr,

donde AS es la superficie limitada por una curva simple cerrada C' y npysx €s

el vector unitario normal asociado a AS tal que la orientaciéon del plano de AS
da un valor maximo de,
1
F-dr
As ]{

o bien la componente de V x F en la direcciéon n es

1
n-(VxF)= lim —j{F-dr
S c

As—0
donde AS es una superficie limitada por una curva cerrada C' y n es la normal

unitaria asociada a As, es decir As = nAs la superficie AS contiene desde luego
al punto P donde se evalia V x F.

Interpretacion fisica.

La fCF - dr representa la circulacion de F alrededor de una curva C. V x F
muestra la magnitud del rotacional V x F en un punto P, es decir, la intensidad
de circulacion en P. En general, esta depende de la orientacién del plano en
donde esta contiene a C. La direccién de V x F es la direccién de maxima
circulacion.

Notese que la relacion

1
F= lim — ¢ F-
V x Digx lim As% dr

y con la definicion de antiderivada o integral se llega a la siguiente expresion:

//VxF~ds:?{F-dr://n-Vdes
S c S

que se conoce como el Teorema de Stokes.

Asimismo se pueden definir:

1
v~ jin, 5 ff, o

y el operador V queda como,

V= lim rvﬂ ds
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7.4. Teoremas integrales del analisis vectorial.

Teorema de Green.

Expresa la integral de linea de un campo vectorial alrededor de una curva plana
cerrada en términos de una integral de superficie sobre la region limitada por la
curva.

Orientacion de la curva.

Sea D una region plana limitada por la curva C. La orientacion positiva de C'
estd dada por el vector k x n donde n es el vector normal apuntando hacia
afuera a lo largo de la curva.

kX n k
e n

[

D

Figura 7.5. oD

Si D es una region en R?,0D es su frontera con orientacién positiva y Py Q
son funciones con primera derivada continua de x y y, entonces

/F-ds:/ Pda:+Qdy:// <6Q—6P> dzx dy
c oD p \ Oz Ay

Mediante un ejemplo se ilustrara la aplicacion del Teorema de Green al calculo
de &reas.

Ejemplo 7.4.1.

Sea F = yi+ xj y C un circulo de radio r en direccién contra manecillas del
reloj. Evaltae
/ F - ds.
c
Solucion:
Sea F (z,y) = Pi+ Q}]

luego F - ds = Pdx + Q dy

Se elige D como el circulo de radio r, @Q=—-x P=y .
N oQ opP
or Oy
luego

/CF~ds://D(—2) d:rdy:(—Q)//D dx dy = —2mr?

El teorema de Green se puede usar para encontrar el drea de una regién,
Si C es la curva que limita a una regién D, el area de D seréa:

1
A:f/xdy—ydx
2 C
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Demostracion.

Sea P=—y, @ =z ,usando el teorema de Green:

/xdy yda = - //{ )}dd _/ dz dy = Areap

Forma vectorial del Teorema de Green. (Teorema de Stokes en el
plano).

Sea F = Pi+ @ j un campo vectorial diferenciable en una region D del plano.

/8DF~ds://D(V><F)~kd:cdy

Entonces,

&

Figura 7.6.
Demostracion.

Sea F = Pi+ @ j luego:
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Otras formas del Teorema de Green.

1. Primer Teorema de Green.

Si ¢, son funciones escalares con segundas derivadas continuas en una
region R limitada por una superficie cerrada S. Se tiene

///R(qsv%+v¢~w)dv:%éqsw.ds

2. Segundo Teorema de Green.

/ / /R (6V?0 —9V2) dV :#S (Ve — V) - ds

3. Tercer teorema de Green.

Si £f(V-g) £x(Vxg) son funciones vectoriales con segundas
derivadas continuas en R limitada por la superficie .S, entonces:

/// £ Vg — g V] dV:ﬂ [Ex (Vxg)+f(V-g)—gx (VxE)—g(V-f)ds
R S

donde
V=V (V-f) =V x(Vxf)

Los teoremas primero y segundo pueden escribirse como

///R (oYY + Vo - Vi) dV :ﬁg qﬁg—:fds
[ evro—vwrgyav - ff (a&gﬁ: - w?ﬁi) s

respectivamente.
Teorema de la Divergencia (Gauss) en el plano.

Sea D una region en el plano y sea n la normal unitaria a lo largo de la curva
limitante dD. Si F es un campo vectorial en D:

/8D(F~n)d5://DV~F dz dy
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Demostracion.
A

[e']

La normal unitaria a 9D es: n = —k x T donde C parametriza 0D y T =

es la tangente unitaria.

/(F-n)ds:—/F~(kxT)ds

oD oD

Entonces:

v F- kxT)=T-(Fxk)=(Fxk)-T

y ademas ds = T ds

=>/(F~n)ds:/(kxF)-Tds:/(kxF)-ds

oD oD oD

Si ahora se define F = Ai+ Bj, entonces k x F = Aj— Biy aplicando el teorema
de Green (usando P=—By @) = A), se tiene

// a—Q—ﬁ—P dzdy—// %4—6—3 dzdy:/ V- -Fdxdy
Jor Oy
D D
Significado Fisico.

/(F~n)ds:é V- F dady

oD

El flujo del campo vectorial F a través de la curva limitante 9D (lado izquierdo
de la igualdad), representa la integral sobre D de la razon V - F a la que se crea
area de flujo. (lado derecho de la igualdad).

En particular si el fluido no se expande ni se comprime, V-F = 0 y el flujo neto
a través de D es cero.

Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss para tres dimensiones.

Sea S una superficie cerrada el limite o frontera (orientada por la normal hacia
afuera) de un volumen V en R3. Si F es un campo vectorial diferenciable definido

en V, entonces
/// (V-F)dV://F~ds
1% s

La integral sobre V' de la divergencia de f representa el flujo de F' a través de

S.

Figura 7.7.
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NOTAS

Demostracion.

Sea F (x,y,2) = xi+yj+zk ysea S, un hemisferio de radio unitario y la region

R el circulo unitario en el plano z y.

Figura 7.8.
Sea
// V-FdV://F~nd5
\%4 S
en el hemisferion=zi+yj+ zk

luego F-n =22+ 9>+ 22 =1 . Es decir:

ff e -

Por otro lado en la regién R, tenemos n = —k

Entonces F - n = —z luego en R:

[ 7 mas=— [[zazay=o

puesto que z = 0 en todo R.

Por otro lado:

V-F=3

o s o -

es decir:

//VV-FdV://SF-nds
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Algunas aplicaciones del Teorema de la divergencia.

Ecuacion de Conservaciéon de materia.(Continuidad).

&\’/\/S

\
M~ —— v

VAN

Supongamos que en alguna region del espacio fluye alguna propiedad. (materia,
carga eléctrica, etcétera). Nos preguntamos ;Cuél es la razon o rapidez de
cambio o el flujo en este volumen?

Figura 7.9.

En cualquier instante ¢, la cantidad de propiedad en V es:

///Vp(x,y,z,t) dv

la razoén a la cual esta cambiando seré:

& v [ S

cuando p es continua con respecto a t.

Por otro lado V - ds es el volumen que atraviesa a través de un elemento de
superficie y pv - ds es el volumen de fluido que atraviesa la superficie por unidad
de tiempo. Es decir, la razon a la cual el fluido pasa por la superficie S es

//pv~nds
S

Ahora bien, la razén o rapidez a la cual la cantidad de fluido en V' cambia, es
igual a la razén a la cual fluye a través de la superficie S. Es decir:

1 = -

donde el signo negativo significa que la integral de superficie es positiva para un
flujo neto, la cantidad de flujo s6lo puede cambiar hacia afuera del volumen de
flujo.
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Ademas. El volumen V solo puede cambiar debido a la cantidad de fluido que
pasa a través de su frontera S. Esto es un principio de conservacién. Mediante
el teorema de divergencia, se tiene

ffo s i
e e
:/// &Y (pv) =0

_or
a+V (pv) =0

Usando la identidad vectorial
V- (pV)=p(V-V)+ V- Vp

la rotacion se puede expresar como;

ap
t+v Vp+pV-V=0

p)
donde
Do _ 90 _9% .\ g, esla derivada material.
Ft_ E at p €sla erivada materia

0
Entonces 8—5 + V- (pV)

bien 22— ,v.v =0
O Dilen Dt_p . =

Esta tultima expresion se conoce como la Fcuacion de Conservacion de Masa
o Ecuacion de Continuidad. Obviamente, si p representa la densidad y no es
funcion ni de la posicion ni del tiempo (p = cte.), la ecuacion se reduce a

V-v=0

Esta relacién se conoce como la ecuacion de continuidad para materiales
incompresibles. Ahora bien, si la densidad de corriente de un campo eléctrico
es, J = pv. Entonces

dp
5 TV I=0

Sera la ecuacion de conservacion correspondiente.

Teorema de Stokes.

Sea S una superficie limitada por una curva cerrada C'. Sea F un campo vectorial
con primeras derivadas parciales continuas en la superficie S y su frontera.
Entonces,

//V><F~ds:]§F'ds:7{F~Tds://n~V><Fds
S c c S

(notese que S es cualquier superficie cuyo limite sea la curva C).
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Interpretacion Fisica.

El rotacional de un campo vectorial F es la intensidad de circulacién en un
punto de F. El teorema de Stokes dice que la circulacién total alrededor de
una curva cerrada C' es igual al flujo de rotacional de F a través de cualquier
superficie encerrada por C.

La integral de linea de la componente tangencial de un campo vectorial sobre
alguna curva cerrada es igual a la integral de superficie de la componente normal
del rotacional de esa funciéon o campo integrada sobre cualquier superficie que
tenga como frontera la curva C .

Figura 7.10.

Una forma poco ortodoxa pero eficaz de recordar el Teorema de Stokes, seria
imaginar un flechazo de cupido al corazén de un adolescente. El teorema se
expresaria entonces como la cantidad de amor (léase circulacion) que circula
por un corazon no depende del tamanio del mismo , sino exclusivamente de la
intensidad del flechazo.

Nota: El lector puede eliminar la definicién anterior si esta le parece fuera de
contexto.

Aplicaciones

Ley de Ampere.

Consideremos un circuito cerrado C' alrededor de una corriente I.

Figura 7.11.

Notese que la direcciéon de C' y la de I corresponden a la regla de la mano derecha
(positiva).

La ley de Ampere dice que la integral de linea del campo magnético B esta
relacionada con la corriente I por medio de
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j{B~Td5:,uOI

C

donde g es la permeabilidad magnética en el vacio 1.257 x 106 lAz]

Al introducir la densidad de corriente J = pv, si la corriente fluye a través de
un area AS con normal n, la densidad de corriente es tal que

Al =J - nAS
donde AI es la corriente total.

Es decir, la densidad de corriente es una funcion vectorial cuya magnitud es la
corriente por unidad de éea y cuya direcciéon es la del flujo de corriente.

Si J (z,y,2) es la densidad de corriente, entonces la corriente total que fluye a

través de una superficie S es
/ / J-nds
s

La ley de Ampere se puede expresar como:

%B-Tds:uo//J-nds
c s

donde S puede ser cualquier superficie con C' como frontera. No importa si la
corriente fluye por un alambre cuya seccion transversal no incluye la superficie
completa. Si se integra sobre una superficie mayor a la de la seccion transversal
del alambre recordando que J # 0 para la parte de S cortada por el alambre y
J = 0 para el resto.

Figura 7.12.

Mediante el teorema de Stokes 7{
c

7{B~Tds://n-Vdes:uo//J~nds
c s s

y como C'y S son arbitrarias, entonces

F~Tds://n-V><Fds,setiene
s

VXB:/L()J

La cual es la forma diferencial de la ley de Ampere.
El problema siguiente se deja como ejercicio al lector,

1) La fuerza electromotriz € en un circuito C' es igual a la circulacion del campo
eléctrico E alrededor del circuito.

ezy{E-Tds
c
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Faraday descubri6é que en un circuito estacionario una fuerza electromotriz es
inducida por un flujo de campo magnético variable. Es decir:

d9

T T

donde: ¢ = [[¢B - nds

y S es cualquier superficie rodeada por C. Aplicar el teorema de Stokes para
obtener lo siguiente,

0B )
VXE= o Fcuacion de Mazxwell
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7.5. Resumen. Capitulo 7. Integrales Vectoriales.

Representacion de una superficie en forma vectorial.

Una superficie S se representa por una funcion vectorial de la forma
r(u,v) =z (u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v)k

donde r es el vector posicion y u,v son pardametros. Un elemento diferencial de
area ds queda determinado por

ds-gdux—dv—ruxrududv

ou ov

y demostramos que se puede escribir como

ds =nds
donde n es el vector normal a la superficie en el punto de coordenadas u,v y,
por tanto
ry X Ty
=——— ; ds=|r, Xr,| dudv
[Ty X 1y

Areas de superficies alabeadas.

Sea la superficie S de ecuacion z = f (z,y)

:/LdA:/L\/mdA
//Z+Z+1dA // J‘“2+Ff|2+f2

Integrales de Superficie.

La integral de superficie / / F - ds del campo vectorial F se llama flujo de F a
s

través de S.

Ahora, puesto que: ds =r, X r, dudv.

= //F-ds:// F-r, xr,dudv
S Ruwv

Integral de una funciéon escalar sobre una superficie.
Sea la funcion escalar f (z,y, z) definida sobre S y sea
r(u,v) = (2 (u,v),y(u,v),z(u,v))

la parametrizacion de S. Se define la integral de f sobre S como:

//Sf(w’y’z)df”://Sfdsz//Rf(r(uw))Hrv><rv|| dudv

es decir:

//Sfd3=//I;f(x(uvv)71/(%”)72(“7”))\/[géz:z;rJr[ZEZ:?};]QJr[gEz:z;rdudv
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En coordenadas cartesianas la expresion se escribe como,

| /-]

Notese que si f = 1 se recupera la integral de superficie de una curva alabeada.

Integral de una funcién vectorial sobre una superficie.

La integral de superficie de un campo vectorial F en R3 sobre una superficie
paramétrica r : D — R3 es el escalar

//SF'dS://DF(r(UaU))'(ru X 1r,,) dudv

ru X r'l)

dado que ds = nds donde n = podemos escribir:

[[ru X 1o ||

J[F-as= [[ P onas

luego la integral de superficie es la integral de la componente normal de F sobre
la superficie.

Representaciones integrales de la Divergencia y el Rotacional.

La divergencia de un campo vectorial F se representa como

donde AV es el volumen de la region R acotada o limitada por la superficie
cerrada S. El volumen AV siempre contiene el punto en el cual se va a evaluar
la divergencia de F cuando AV — 0.

Interpretacion fisica.
La // F - ds representa el flujo de F a través de la superficie S. Mientras que
s
# F - ds representa el flujo neto de F a través de la superficie cerrada S.
s

Asimismo, la divergencia de F en un punto P es el limite del flujo neto por
unidad de volumen cuando S se encoge hacia el punto P.

Si el pequeno volumen que rodea a P contiene una fuente o un sumidero de un
campo vectorial F, el flujo de F diverge o converge a P dependiendo si V - F
es positiva o negativa. Luego V - F se puede considerar como la medida de
intensidad de una fuente o sumidero en P.
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Resumen

NOTAS

Notese que la relacion

1
V x F=np4 lim —j{Fmir
As—0 As /.

y con la definicion de antiderivada o integral se llega a la siguiente expresion:

//VxF-ds:%F-dr://n-VXFds
S c S

que se conoce como el Teorema de Stokes.

Teoremas integrales del analisis vectorial.
Teorema de Green.

Expresa la integral de linea de un campo vectorial alrededor de una curva plana
cerrada, en términos de una integral de superficie sobre la regiéon limitada por
la curva.

Si D es una regién en R?,0D es su frontera con orientacién positiva y Py Q
son funciones con primera derivada continua de x y y, entonces

/F-ds: Pd:v+Qdy:// <6Q—8P> dzx dy
c oD p \ 0z dy

Aplicacion del Teorema de Green al calculo de areas.

Sea F = yi+ xj y C un circulo de radio r en direccién contra manecillas del
reloj. Al evaluar [ F - ds
Si C' es la curva que limita a una regién D, el area de D seréa:

1
A:§/xdy—ydx

Teorema de la divergencia en el plano.

Sea D una regiéon en el plano y sea n la normal unitaria a lo largo de la curva
limitante @D. Si F es un campo vectorial en D:

LD(F-n)dsz//[)v.dedy

Teorema de la divergencia en tres dimensiones. (Teorema de Gauss).

Sea S una superficie cerrada el limite o frontera (orientada por la normal hacia
afuera) de un volumen V en R®. Si F es un campo vectorial diferenciable definido

en V, entonces
/// (V~F)dV://F~ds
\% s

La integral sobre V de la divergencia de f representa el flujo de F' a través de

S.

/aD(F.n)ds://Dv-F da dy

El flujo del campo vectorial F a través de la curva frontera 0D representa la
integral sobre D de la razoén a la cual se esta creando flujo.
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Teorema de Stokes.

Sea S una superficie limitada por una curva cerrada C'. Sea F un campo vectorial
con primeras derivadas parciales continuas en la superficie S y su frontera.

Entonces,
//VxF-ds:}{les:%F~Tds://n-V><Fds
JS c Je S

(notese que S es cualquier superficie cuyo limite sea la curva C).

Interpretacion Fisica.

El rotacional de un campo vectorial F es la intensidad de circulacién en un
punto de F. El teorema de Stokes dice que la circulacién total alrededor de
una curva cerrada C' es igual al flujo de rotacional de F a través de cualquier
superficie encerrada por C.
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

7.6. Ejercicios de fin de capitulo.

Ejercicio 7.1.

Mediante el Teorema de Green, calcular el valor de fc(a:B + 6zy) dz — 3y dy
segun la trayectoria que lleva de Py(0,0) a P;(1,2), de Py(1,2) a P»(4,2), y de
P2(4, 2) a Po(o, O)

Solucion:

Sean

R={(z.y)|0 <y <23 <z <2}
Mdx + Nd —/ 0 8dA
o TR Jrox ay
2 2y 2 2y
:// —Gxdxdy:/ (32%)| dy
0 . 0 %
2 3 15
:/ —129% + ) dy = —y3| = —30
A 1 |

Ejercicio 7.2.

Calcula la integral de superficie // F - nds del campo F = zy%i + y3j + %2k
s

donde S es la superficie lateral del cilindro 22 + 4% = a?, limitado por los planos
z=0yz=3.

Solucion:

El campo F = zy? i+ 9% j+y?2 k puede expresarse como: F = y?(zi+yj+zk)
y en coordenadas cilindricas F = p?sen? 0(peg + ze,) el cilindro 22 + y? = a?
tiene un ecuacién p = a y su vector normal es n = e, por lo tanto

ds = |h,eq x h.e.|do dz
ds = |e,|hgh. dO dz

ds = pdfdz  sobre el cilindro ds = adf dz

la componente del campo F sobre la normal es

F-n=psen?0 = a®sen’p

//SF-ndS

por lo tanto

3 2m
// a®sen? 0(a) df dz
0o Jo

30 1 2
:a4/0 §—§sen29

3
= a47r/ dz = 3mwa*
0

dz

0
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Ejercicio 7.3.

Utilizar el teorema de Green para calcular el area de la region limitada por las
curvas de ecuaciones x2 + y2 =4y 2 + y2 = 16.

Solucién:
Segun el teorma de Green, el valor del drea de una regién esta dada por

1
Azi/xdy—ydx

por simetria de la regioén, el valor del area pedida es cuatro veces el valor del
area de la region mostrada en la figura, por tanto,

» x
Figura 7.13.
donde
4
i L L)
2\Je, Jo, s Jey
Para
=4 t
Cy: v cos(?) cont:O%E
y = 4sen(t) 2
E
/ xdy —ydx = / (16sen® t 4 16 cos® t)dt
C1 0
Para
z=0
Cy { cont:4—2
y=t
2
/ xdy —ydx = / 0dt — t(0)dt =0
Cs 4
Para

=2 t
Cs: v cos(?) cont:E%O
y = 2sen(t) 2

0
/ xdy — ydxr = / (4cos®t + 4sen? t)dt
C3 z

2

0
:4/ dt = 4t|3 =27

™
2
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Para

r=t
Cy:
4{y:O

cont:2—14

4
/ xdy—ydx:/ t(0)dt — (0)dt =0
Ca 0

Por lo tanto el valor del area pedida es:

A=2(8m+0—2r+0) =127 [u?]

Ejercicio 7.4.

Utilizar el teorema de Gauss para calcular

//SF-nds

donde F = —xyi + 2yzj — 22k y S es la superficie cerrada que envuelve a la

region del primer octante limitada por z 4+ 2 =4 y z? + 4y = 16.

Solucion:

El teorema de Gauss establece que

//SF~nds:///RV-FdV

VF = —y+2x —-2z=—y

asi

R =

{(z,9,2)|]0<z<4; 0<y

//SF~ndS

4]' 2 2
“ay? — 2
J e

1
32

40
3

V16 — z2

15 Vi6—z2

4—x
/ / dx/ ydzdydx
16 x2
/ / dzy(4 — x) dy dx

6

= ——a* + :U + 2% — 8z

5 0<z<4—zx}

16—x2

dx
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Ejercicio 7.5.

Utilizar el teorema de Gauss para calcular

[ [Fonis

donde F = (222)%i + (—2y)j + (—2?)k y S es la superficie cerrada que envuelve
a la region del primer octante limitada por y + z = 4 y 422 + 3% = 16.

Solucion:

El teorema de Gauss establece que

[ [Fonas= [ [ [ v-Fav

V-F=2z—2—-2z2=—x

asi

R={(z,9,2)|]0<2<2;0<y <16 —42%0< 2<4—y}

2 pV16—422 pd—y
//F-nds —/ / / zdxdydz
s o Jo 0

2 pV/16—4a2
z—/ / x(4 —y)dydx
o Jo

9 9\ V16—4a?
Y
= —/ x <4y - > dz
0 2

0

2
4
:7/ 8\/47x277x(47x2)dx

0

2
:—/ 8v/4 — 22 — 8x + 223dx

0
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Ejercicios de fin de capitulo.

NOTAS

Ejercicio 7.6.

Calcular el 4rea de la superficie del paraboloide de ecuacién az—a?+x2+y% = 0,

que se encuentra por arriba del plano xy.

Solucién

de donde

de donde

Sea

.
.

n

VF

F(r,y,2) =az—a*+ 2%+ 3> =0

az —a® = —(z* + y?)
siz=0
0 = 2% + 12

R={(p,0)|0<p<a; 0<6<27}

=[S

20i+2yj+ak

TV ViZ+i +a®

1 2m 242 2\2
A=ty [WH
0

n s =

\/ﬁ
A:// (z*+2%) +a dx dy
R a

1
A:f/ VAap2 +a2pdpdd
aJr

a

8 3

a

1 27

= [(4a2 + a2)% - a?’} de

24,

4(x? + 22) + a?
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Capitulo

E.F. 1. Calcular mediante de las diferenciales, el
error maximo que se obtiene al determinar el radio
r de un arco de circunferencia AB con centro en el
punto O, sabiendo que la cuerda 2s mide 30.8[m)]
y la flecha P mide 5.74[m], con posibles errores de
+0.3[cm] y £0.5[cm], respectivamente.

R.F. 1. De la figura, aplicando el teorema de
Pitagoras (r — P)? 4+ S? = r? se tiene desarrollando
r?— 2P+ P24 5% - ¢r2=0;2rP=P2+5?

PSP
"TopTopT 2 Taop
or or
o _ 1 5
oP 2 2p2?
ol 1 (308)°
OP|p 2 g(5.74)7

=0.5—-3.999 = —3.099

o _5 o
oP P’ 9P

_ 08, 6804
» 2(5.74)

dP = +0.005 [m]
dS = +0.003 [m]

Ejercicios Finales.

Sustituyendo en

dr = —3.09(—.005) + 2.6829(.003)
dr = 0.1545 + .008408
dr = 0.023498[m)]

E.F. 2. Dada la funcién
f(@,y) = ay® — xy® + cay

1. Obtener las coordenadas de los puntos
criticos.

2. Determinar la naturaleza de los puntos
criticos.

3. {Qué valores deben tener a y ¢ para que uno
de los puntos criticos sea P(15,5)7

f(z,y) = ay® — zy® + cxy, P (15,5)
RF.2. 1.

of 2
- = = 1
5p = Y tey=0 (1)
of 2
9 3ay? — 2 - 2
. 3ay xy+cx=0 (2)
Los puntos criticos son: P; (0,0); P (3ac,c)
2. e
oI _y
Ox?
o f
—_— = _2 = — — 2
920y y+cy H (c —2y)
82
6yf = b6ay — 2z

Como H < 0, P; y P, son puntos silla.
3. De P, tenemos ¢ =5

Jac=15 =a=1
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E.F. 3. Una particula se mueve en una trayectoria
dada por la funcién vectorial

1
r(t) =senti+costj+ —tk
T
donde ¢ es el tiempo.
1. Determinar la rapidez con la que la particula se
estd alejando del origen cuando @ se

encuentra en el punto P(0, 1,2).

2. Obtener T', N, B, k y T para cualquier punto.

R.F. 3.

1. Sea D la distancia del origen al punto,

1 1
D = y/sen?t + cos?t + —t2 = \/1—|— — 12
2 w2

™

Y la rapidez esta dada por:

aD _ t
a2 14 L2
D _ 2
dt t=2m B 7'('\/5

B=TxN
i j k -
B =] cost —sent %27
—sent —cost 0 41
_ T (costi_sentj+k>
241\ 7 ™
B ! (costi tj + 7k)
= ——— (costi — sen T
w2 4+1 .
dB
—TN@_ dt
dr
ds | &
T 1

(—senti— costj)

T:
VrZ41v/m2+1

T (—senti- costj)
T = —F—7—=(—Sentl1 — Cos
T2+ 1 J
iy
T
T 4+1

E.F. 4. Sea el campo vectorial definido por
v=_2cx+ay+42)i+(—z—-3y+bz)j+(cc+2y+2)k

donde a, b, y ¢ € R. Obtener los valores de a, b, y ¢
para que le campo sea irrotacional.

2.
r(t) =senti+ costj+ ltk R.F. 4. Para que el campo sea irrotacional,
T
" . t_+1k rotv =0
— =costi— sen —
dt . U
Vxv=0
drl _vrr+l i j k
dt s — o 9 0
VXxv= . Y 0z
(2x+ay+4z) (—x — 3y + bx) (C$+2y+z)
dr
dr 1 3 i
T = -4 :W<Costi—sentj+k> Vxv=(2-b0i-(c—4)j+(-1-a)k=0
&1 Ve .
Resolviendo,
dT T ( ‘i t5)
— = ———— (—senti— cos =
it VA il ! o=
b=2
c_
dr Cg w2
kN: E = |%| = m(—sentl—costj)
dT 2
k= I :%H,N:fsenti—costj
302
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Cap 8. Ejercicios Finales.

E.F. 5. Utilizando la integral de la linea, obtener el E.F. 6. Una catedral tiene una cupula cuya forma
area de la region limitada por las curvas, es la de un paraboloide de revolucién de ecuaciéon
4z = 64 — 22 — 3%, Se sabe que un pintor cobra por
c {x = dcost , 0<t< T e {x+y=4 mano de obra $20.00 por metro cuadrado, mientras
y = sendt 2 que el bote de pintura que rinde para 40m? cuesta

R.F. 5. Para obtener el area de la region, $90.00

1. ;Cual es el area de la capula?

S 2. ;Cual es el costo total por pintar la cupula?

7

Del teorema de Green

1
A:f/scdy—ydm
2 c

De donde
1 1
A:f/ xdy—ydx—&—f/ xdy —ydx
2 Je, 2 Je,
para la curva Cy 0 <t <4 R.F. 6
x =4cost 1. La regién de integracion es:
dr = —4sentdt y
y=4sent
dy = —4costdt
—e X
1
1125/ xdy —ydx
c2
1 r3

Z
3 / 16 (cosZt + sen? t) dt
0

S IG) ()

para la curva Cy 0 <z <4

1 1
y=-—x+4 dA:/ —x2+ —y2 + ldxdy
Va1t T

dy = —dz Pero definiendo la regién en coordenadas
polares,
1
I = 5/ vdy — ydz Ryo = {(p,0) /0 < 0 < 2m;0 < p < 8:p,0 € [R}
[
1 4
= 7/ (—xdx — (—x +4) dx) o=2m rp=8 [q
2 Jo A:/ / —p2+1pdpdd
0=0 p=0 4
= -8
0=2m % p=s
Finalmente _ % / l i > 1| ap
A= Il + IQ f=0 p=0

= 4 — 8 [u?] ~ 4.56637 [u?]
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_ i/:ozﬂ (\/M— 1)d9

= 5 (V913 1) [

~ 578.83 [u”]
578.83
Numero de botes = 0 = 14.47

Costo = (14.47)(90) + (578.83)(20) = 12878.9

El costo total es $12878.90

E.F. 7. Determinar los méximos, los minimos y/o
los puntos silla de la funcién.

f(z,y) =223 + 122y — 962 — 222 4 150

R.F. 7. Para los puntos criticos

%:0, 372 + 12y + 96 = 0 (1)
%:0, 120 — 4y =0 (2)
De (2)
y=3x 3)
(3) en (1)

322 +362+96=0

—4 —-12
2 _
x —|—12x—|—32—O:>x—{ 8,y_{ o4

De donde los puntos criticos son

P(—4,-12) y Q(—8,—24)

Ahora
6x 12
h= |15 4’ = —24(z +6)
Y evaluando,
h
—=-24(2) <0
’ (2)

= hay un punto silla en P(—4,—12,—10)

=-24(-2)>0

- O] =

82
5t = 6(—8) <0

= hay un punto silla en Q(—8,—24,22)

E.F. 8. Demostrar que el paralelepipedo de mayor
volumen que se puede inscribir en una esfera, es un
cubo.

R.F. 8. Considerando al origen como centro de la
esfera, se tiene para el paralelepipedo

V = (22)(2y)(22) = 8zyz
En donde P(z,y, z) es un punto de la esfera
P+ =a?
Asi entonces la funcion de Lagrange es

L =8zyz— X (2> +y* + 2% —d?)

De donde

%:0, 8yz—2 =0 (1)

%20, 8xz—2My=0 (2)

%:0, 8xy —2Az=0 (3)

oL

520,—(x2+y2+z2—a2)20 (4)
De (1) y (2)

L S S

— L peray=r )
De (1) y (3)

L B B

A72x 2y’Z =r'=z=x (6)

De (5) y (6) se concluye que, en efecto, el
paralelepipedo dado es un cubo.

E.F. 9. Sea la curva de ecuacién
r = costi+ 2sentj + V3 costk

1. Comprobar que la curva se encuentra
contenida en un plano.

2. Determinar el radio de la curvatura
3. Obtener el vector binormal.

R.F. 9.

1. Se tiene

r/><r//_r/// O 0
o= ———F= — =
2
v/ x 1| 42

= la curva es plana

304 Cdlculo Vectorial: grad, div, rot. ... y algo mds.



Cap 8. Ejercicios Finales.

2.
A
P= v xr”| 4
3. I / //|
r Xr 1
~ a ~ A2V

E.F. 10. Determinar la ecuacion cartesiana del
plano tangente a la superficie de

r = (sect)i+ (2cosstant)j+ (senstant)k

en el punto P <\@, V3, 1)

R.F. 10.
Para el punto
T = ﬁ =sect

Y= \/§=2cosstant =t =
z=1=2senstant

s _ﬂ'
1°7 %

Por otra parte

1
6—: = secttanti + 2 cos ssec’tj + 2 sen ssec’tk
or A
50 2sen stantj + 2 cos stantk
De donde
0] 0
= T 8- V6 — V2K
or  Js|p

Por tanto, la ecuacién del plano tangente esta dada
por

8(3:—\/5)7\/6‘(@/*\@)7\/5(271):0
8z — V6y — V22 —4v2 =0

E.F. 11. Sea el campo vectorial
F=4yzi—2xzj+ 3z2yk

Calcular el trabajo que debe realizar F para
desplazar a una particula desde el punto P(2,4,3)
hasta el punto Q(—1,1,3), siguiendo la trayectoria
dada por la curva

R.F. 11. Sustituyendo

F=4(2)(3)i-22(3)j+3z (2 k
= 122% — 62j + 32°k

Por otra parte

r=zxi+yj+zk
=zi+2%j+3k
dr = dx i+ 2xdxj

Asi entonces

F - dr = (1227) (dz) + (—6z) (2zdx) + (32°) (0) =0

Q
T:/ F.-dr=0
P

De donde

E.F. 12. Dado el campo vectorial
F=(2zy—y)i+ (2*+32)j

Obtener, mediante el teorema de Green

Y{F~dr
c

En donde C' es la curva que limita a la regién interior
a la cardioide
r=2+2cosf

y exterior a la circunferencia

4yt =4
R.F. 12.
Dados
M=2zy—y, N=uz>+3x

Se tiene

ON oM

—_— - —=(2 -2z —-1)=4

5 5 (2z+3)— (22 —1)

Por otro lado
2<r<2+4+2cosb

R T
2 0§9§§

Por lo tanto

z 242 cos 0
/F-drz?/ / 4r dr df
c 0 2

_ /O 2+ 2c056)° — (2)°] o

™

:4/2 (8cos @ + 2 + 2 cos 20)db
0

=4(8+47) = 44.57
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E.F. 13. Calcular el area de la seccion de la

superficie
2

y=8—z>—z
que se encuentra a la derecha de

y =22+ 22

R.F. 13.

Para la region
y=y=a’+2=8-2"2"+2*=4

Para el integrando

)+ (22 = e o

=A@+ %) +1

=V4r2+1

Asi entonces

S:/QW/Q\/4r2+1rdrd9

0 0
:;/02”;[(@%1)3}2%
1 5 2m

i (178 -1) M

= (173 1) [u]

36.177 [u?]

0

E.F. 14. Determinar si las siguientes afirmaciones
son verdaderas (V) o falsas (F).

1. Las curvas de nivel de z = 22244y son elipses.

2. Si f.(0,0) = f,(0,0) , entonces f(x,y) es
continua en el origen.

3. La interseccion de la esfera 22 + % + 22 = 1
con el plano ax + by 4+ cz = 0 es una curva con
curvatura constante 1.

4. /Ol/orf(:c,y)dydx/Ol/oyf(z,y)dyda:

5. La divergencia de un campo vectorial es otro
campo vectorial

R.F. 14.
1.V

G
oo <4

E.F. 15. Obtener la variacién aproximada de la
funcion

Tty

Ty
Cuando z cambiade z =2az=25yydey=4a
y=4.5

R.F. 15. La variaciéon aproximada se obtiene
mediante dz.

0z 0z
dz = —d —d
4 P ac+8 Y
—24dx + 2z dy
dz = ———5—
(z—y)

P(2,4), dx=0.5, dy=0.5
Sustituyendo
—2(4) (0.5) +2(2) (0.5)

dz = 5
(2-4)

=—-0.5

E.F. 16. La superficie de un lago esta representada
por una regiéon D en el plano ry de manera que la
profundidad  (en  metros) bajo el punto
correspondiente a (x,y) es f (z,y) = 300 — 222 — 3y>
. Una nina esta en el agua en el punto (4,9).

1. ;En qué direcciéon debe nadar para que la
profundidad del agua bajo ella disminuya mas
rapidamente?

2. ;Cual es la maxima tasa de cambio de la
profundidad?

R.F. 16.

1. Puesto que la funcion f representa profundidad,
debe nadar en la direcciéon contraria a la del

gradiente.
u=—-Vf
Cof. of. .
Vf= 8x1+8y‘]_ 4xi — 6yj
\%i =—-4(4)i—6(9)]
(4,9)
— —16i — 54j
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Finalmente, debe nadar en direccion del vector

u.
u = 16i + 54j

2. La maxima tasa de cambio esta dada por |V f|
luego,

Vo] = V(-16) + (-50)?

= V3175 = 2v793 =~ 56.32

E.F. 17. Obtener y clasificar, si existen, los valores
extremos de la funcion.

f@y) =2 +ay* +y'

R.F. 17.
f(zy) =2"+zy* +y*
of 5
9 = 1
9 T+y 0 (1)
of 3
A dyP = 2
oy~ 2yt 0 (2)
De
2
__¥
T == (3)

Sustituyendo (3) en (2)

—y*(y) +4y°> =0
P4 =0=y=0

xz=0=(0,0)
0% f
022 ~ 2
0% f
oyoxr 2y
0% f
Si )
gy PIRE (P
IEY) = 522 522 Oxdy
Entonces
9(0,0) =0

y el criterio de la segunda derivada no decide. Pero,

f(a,y) = 2% + 20y — wy® = (v +7)° — a9

Si 2 < 0 de 4 se tiene que f(z,y) >0

Six>0de f(z,y) = 2%+ xy? + y* se observa que
flz,y) >0

El signo de y no afecta pues aparece elevada a
potencias pares.

Finalmente se concluye que el minimo de f(z,y)
es 0, en el punto P(0,0).

E.F. 18. Obtener la funcién vectorial r = r(¢) que
represente la curva generada por la interseccién de

las superficies
2?4+yi=4 y z=2

R.F. 18. De z = 2sent y puesto que 22 +y? =4 es
un cilindro circular recto, y = 2 cost, finalmente

2 =22 =4sen’t

o F(t) =2senti+2costj+4sen’tk

E.F. 19. Dada la funcién vectorial
r(t)=ti+t*j+t°k

donde r representa la posicién de una particula en
funcién del tiempo t, obtener las componentes y del
vector aceleracién en cualquier instante.

R.F. 19.
r(t) = [t,¢%,t°]

r' = v(t) = [1,2t,3t?]

a(t) =v'(t) =[0,2,6t]

v = /1 + 42 + 9t

v-a 4t + 18¢3

a = =
TV Vitraezron

v xa|l 2v9t*t+9¢2+1
anN — =
[v| V1 +4t2 + 9¢4

E.F. 20. Obtener el trabajo realizado por el campo
de fuerzas
F(z,y) = 2z +y)i+ (z +2y)j

al desplazar una particula del punto A(0,0) al punto
B(1,3) alo largo de la curva.
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Cap 8. Ejercicios Finales.

R.F. 20. y
W = / F.dr= / (2z 4+ y)dz + (z + 2y)dy i)
c c
(0.0
Y= 32 dy = 6xdx 0<zr<1 (3.0 x
(=1

_ /0 1 [(235 +32%)de + (2 + 6w2)(6xdx)}

1
:/0 [(2x—|—9x2—|—36x3)d4 r=—y=v=0
1 r=—-y=>u=0
:[x2+3x3+9x4] y=-—x+2=>u=2
0

y=xrx—2=0v=2

=143+ 9 = 13 unidades de trabajo »
La region en uv es

Otro método:

(8]

i J
0 0

rotF = =(1-1k

k
0
ox Jy 0z
2¢0+y z+2y O

ha?

F es conservativo, y admite funcién potencial ¢.

2
F(x,y)dxdy = / / F
¢ = 2> +xy+y* +¢, c=constante / Ray (@.9) Y Ruv (

B J <I7y>
[/‘/ = . = u,'U
/CF o ¢:|4

z(u,v),y(u, v))

du dv

2 2
1
48xy dx dy = 48 | —(u+v
— ar+ e + o2 [ o sevasan= [ a8 k0
. . 1 1
= 13 + ¢ unidades de trabajo [Q(U — U)} <2dv du)
E.F. 21. Evaluar 2 2
= 6/ / (u2 —1)2) dv du
// 48zy dx dy 070
R 2 ) ]
utilizando el cambio de variables =6 /0 2u” - gdu
1 1
z=5(u+tv) y=5(u—v) 9. 81’
2 2 =6|-u®—-u|l =0
donde la region R es el cuadrado con vértices V;(0, 0), 3 3 0
V2(1,1), V3(1,21).
R.F. 21. E.F. 22. Determinar las coordenadas del cilindro
or O 1 1 hiperbélico , :_1_q
(&Y | ouw w2 2 |__1 coE T
u,v % @ 1 71 2 que estan més cerca del origen.
ou Ov 2 2
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R.F. 22. Se requiere optimizar
D2 = =22 442422
sujeta a la restriccion
??+2°-1=0
Por tanto, se propone
L=2?+y*+ 22— Aa?-22 - 1)

Asi entonces

8L—O 2 2 x =0 1
=0 x—2\x = (1)
aL—O 2y=10 2
aiy_ ) Y= ()
aL—O 20 —2Xz =0 3
5 =0 x z= 3)
oL _ 2 _ .2 _
=0 —@-2-n=0 @
de (2) y=0
de (1) Ax=1 (5)
(5) en (3) 22422=0 =2=0 (6)
(6) en (4) 22 —1=0 =>r+1

Los puntos son P;(1,0,0) y P»(—1,0,0).

E.F. 23. Dado un campo vectorial v demostrar que
su divergencia es igual a la traza de su gradiente.

R.F. 23. Sea
v=fi+gj+hk
de donde
of dg Oh
. _9J9r 99 oh 1
divv dm+dy+dz (1)
fo fy [2
Vv = 9z Gy 9=z
he hy h.
trVv = fo+gy+h. (2)

Asf entonces, de (1) y (2)

div v =tr (Vv)

E.F. 24. Sea el campo vectorial

v=—5 ; rT=zxityj
Ir|
Obtener su funcién potencial en coordenada polares
y demostrar que dicha funcién satisface la ecuacion
de Laplace.

R.F. 24. Sean (p,0) las coordenadas polares, de
donde
r = zi+ yj = pcosbi+ senbj

r 1
W: ?(pcosei—l—sen@j)
r
1 . . 1
= ;(cosel +senfj) = ;ep

Por lo tanto

Asi entonces

L d [ ds\ 1 %
2 —_— —_ —_— —_— —_ —_—
Ve =3 (” >+ ZRRTD

p dp\ dp) p
1 d 1 +1(0)
dp dp |\ » p?
1
=—(0)+0
p()
=0

E.F. 25. Calcular el trabajo que debe realizar el
campo

F(‘T7y7 Z) = yl - ;L‘J
para mover una particula sobre la trayectoria
triangular de vértices V;(0,0), V2(1,0), V5(0,1), de
tal forma que la particula recorra una vuelta en
sentido antihorario.

R.F. 25. De V;(0,0), Va(1,0)

y=0; dy = 0; F=0-tj

r=t; dxr = dt; Fdr—0=1T,=0
De V5(1,0), V5(0,1)

z =t dx = dt;

y=1-4¢ dy = —dt;

F.dr = (1—t)dt+tdt=1dt

1
:>T2:/ ldt = t]) = 1
0
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De ‘/3(0, 1)7 Vl (07 O)

z = 0; dx = 0;
y =1t dy = dt;

F = —ti — 0j
Fdr=0=T;=0

Por lo tanto

T=Ti+To+Ts=—1

E.F. 26. Calcular el volumen, en el primer octante,

del solido limitado lateralmente por lo cilindros

y* = b

z? = by; beRT
y que queda abajo del plano
z=r+y

R.F. 26. Se tiene

b \/E’I'
V:// (x 4+ y)dy dx
TG

/0 my"'iy

dx
b [ 1 3 4
:/ m\/%+2bx—x—x] dx
0

z2
5

b 2b2
| 3 b 1 1
:/0 x\/5x2+§x—5x3—2—b2x4 dx
2 b b 1 1 b
_ 9 2 4 5
= |gevhr2 + g — et~ ot
0
2 1. 1. 1
— -3 bs—*bs— bd
5 +4 4 10
zibS
10

E.F. 27. Utilizando el teorema de la divergencia,

obtener
/ / F-nds
S

donde F(z,y,2) = 2i + 22yj + y*2k es la superficie

del cilindro

x2+y2:9 ;o —1<z<1

R.F. 27. Se tiene

de donde

//SF-nds:///R(divF)dv
:/03/()2w/_11r2(rdzd0dr)
:/Og/OQﬁ(Zr?’)der

3

:/0 (4r®7 dr)

=817

E.F. 28. Obtener los valores extremos de la funcion
fz,y,2) = zy®2°
sujeta a la restriccion
z+y+z2z=6, >0, y>0, z2>0
R.F. 28. La funcién de Lagrage es

L=uxy*2* — Nz +y+2—6)

de donde
oL 5 3
p 0, y°z2—=A=0 (1)
oL 3
d—y—O, 2eyz° — A =0 (2)
oL 5 3
o 0, 3xy 2z —A=0 (3)
oL =0 6=0 4
de (1) y (2) y=2x (5
de (1) y (3) y=2x  (6)
(5) v (6) en x+ (2z)+ (32) =6

r=1=y=2,2z=3

El valor extremo de f esta en el punto (1,2, 3).
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E.F. 29. Sea el sistema de coordenadas curvilineas
ortogonales (u, v, w), definido por:

T = UCOsv, Yy =usenvcosw, Z = usenvsenw

. x’ y) Z
Verificar que J () = hyhyhy
u, v, W

R.F. 29. Por un lado

J<%%z>_
U, UV, W

CcoS v —usen v 0
SENUVCOSW UCOSVCOSW —USeNn v sen w
senvsenw UCOSVSENwW  USENn v Cos w

= COSV (u2 sen v cos v cos® w + u? sen v cos v sen? w)
2 2 2
—+ usenv (usen VCOoSV + usen” vsen w)
= cosv (u”senvcosv) + usenv (usen®v)
Por otro lado

hy = |(cos2 v, SeN U COS W, Senv sen w)‘

= \/(1052 v + sen2 v cos? w + sen? v sen? w

= +/cos?v +sen?v =1

hy = |(—usen v, u cosv cos w, ucosvsen w)|

= uy/sen2 v + cos2 v cos? w + cos? v sen? w

= uy/cos?v +sen? = u

w = (0, —usenvsen w, usenvsenw)|

= U\/sen2 v +sen? w + sen? v cos2 w = usen v
= hyhyhy = (1)(uw)(usenv) = usenw

Por lo tanto, se verifica la igualdad.

E.F. 30. Dado el campo vectorial
F = fii+ foj + f3k;  f1, f2, f3 : funciones de z,y, 2

demostrar que
divrot F =0

R.F. 30. Se tiene
<8f3 Ofs 0fr  Ofs Of 8f1>
rotF = | —— — —— — ——~ — —

2 2 2 2 2 2
div (ro‘c]?‘):(af3 0°f O°f1  0°f3 0°f2 8f1>

0xdy 9207 oyoz - Oydxz’ 8z0x - 020y

E.F. 31. Calcular el trabajo realizado por el campo
F =yzi+xzj+ayk

para desplazar a una particula a lo largo de la curva

C:{yQ_ZQ:g
z=0

en sentido antihorario y completando una vuelta.

R.F. 31. El campo F es conservativo, ya que

F:Vf,donde %:xyz

De esta forma, el trabajo pedido es igual a cero,
puesto que la trayectoria es una curva cerrada.

E.F. 32. Por medio de integrales dobles, calcular el
area definida por

y>x2

- )

y<z , y=>1 , y<3

R.F. 32. Se tiene

Il
)\&J
/N
S
|
N
Ny
N~
QL
NS

4]
)

(&@—1— 9—1)

1
4
=0.7974 [u

E.F. 33. Utilizando integrales triples demostrar que
el volumen de una esfera de radio a, es

4
V= 571'(13
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R.F. 33. Se tiene

V:/R//dxdydx

2T W™ oa
—///Jx%zddwe
B 0. 6,0) "

0 0 O

2r T a

:///(p2sen¢)dpd¢d9

0 0

[}

2 1 a
-3

/sen¢ lgp 1

0

2m

a® g
= — - do
3 / { cos gb] .

de do
0

E.F. 34. Determinar si las siguientes afirmaciones
son verdaderas (V') o falsas (F). Se califican aciertos
INENOS errores.

1.

(@1

Si fx,y y g(x,y) tienen el mismo gradiente,
entonces son funciones idénticas.

Sir = r(t) es el vector de posicién de una
particula en funcién del tiempo. Entonces

d /
et = (1)

Una particula en movimiento alcanza su
velocidad maxima en el instante ¢ = 6 (antes y
después de ese momento su velocidad es menor
que cuando ¢ = 6). De lo anterior de deduce
que su aceleracion es cero en el instante ¢t = 6.

Si f tiene segundas derivadas parciales

continuas. Entonces rot(grad f) = 0.

/01 /jf(ac,y)dydx:/; /ylf(%y)dwdy

R.F. 34.

1.
2.
3.
4.
5.

F.
F.
F.
V.
V.

E.F. 35. Aproximar, utilizando diferenciales, el
valor de

In {(1.02)% + (0.96)%}

R.F. 35. Se plantea

f(z,y) =In [(x)i +(y)F — 1}

sabiendo que

fL,1)=[14+1-1=0

Siy; = f(1,1) y y? es la aproximacion de

In [(1.02)i +(0.96)F — 1

entonces

y2 =y1 +df (1,1)

af of
df = ——dx + —dy, dr = 0.02dy = —0.04
Ox oy
1 1
—ridr + -y sdy
df = 4 6
3 1
rd +ys —1
1 1
—(0.002) + =(—0.04)
df(0.0) = 4 =
= —0.00166
Finalmente

y? = 0—0.00166
= —0.00166

E.F. 36. La temperatura T en un punto P(z,y)
de una placa de metal colocada en el plano zy es
T = 42? — xy°.

1.

Determinar la maxima tasa de cambio de ;a
temperatura en el punto P(4, —2).

LEn qué direccién aumenta mas rapidamente
T en P(4,-2)7?
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R.F. 36. 1. La méxima tasa de cambio esta dada

por el modulo del gradiente |VT|

VT = oT, N oT,

= By‘]
VT = (890 —yg)i— 2y j
vT =28i+16j

(4,2)

Finalmente
VT = /1040 = 41/65 ~ 32.249
(4,2)

2. En la direccion del gradiente

VT| = 28i+ 16

(4,2)

E.F. 37. Obtener el trabajo realizado por el campo
de fuerzas

F(z,y) = (zy°)i+ (z%y);

al desplazar una particula del punto (0,0) al punto
(1,3) a lo largo de la curva y = 3z2.

R.F. 37.
F = (ay?)i+ (2°y)j
W = [ Fdr = /;vadx—l—ny

C:y=32% dy=6zdz 0<z<1
1

W:/ {(3x2)2dx+x2(3x2)(6xdx)]
0

Lo 27 ' 27
:/2733dx:—a: = —
0 6 o 6

9
=5 unidades de trabajo.

Otro método

i ]
rot F = 9 9 9. (2zy — 22y)k
or 0Oy Oz
zy? 2%y 0

=0

F es conservativo y admite funcién potencial ¢

| T e
9

=3 unidades de trabajo.

E.F. 38. Evaluar
//4(m2 + %) dx dy
R
utilizando el cambio de variables
1 1
z = 5(u+v) y=5u=-v)

donde la region R es el cuadrado con vértices (0, —1),
(17 0)7 (07 1) y (_L O)

R.F. 38.
; (a:y) _
U, v

La region es zy es

o= N
[N

0, 1)

(-1,0) (1,0)

0, -1)

y=—x+1=u=1
y=zrz—1=v=1
y=xz+1=0v=-1
y=—-z+1=>u=-1

La regién en uv es
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//f(w,y)dwdy

Rzy

du dv

_ / v f (2, v), y(u, v))

R
/ / 4(x? + y?) dx dy
Rzy

1 , 1 L] (1
i(u—i—v) +§(u—v) 3 du dv

; (azy)
U,V

I
I
H\,_.
|
H\H
—
I
()
+
<
()
N~—
QU
<
oW
N
I
‘\
L —
]
VR
<
()
+
wl
~___~
<9
<

E.F. 39. Utilizar los multiplicadores de Lagrange
para determinar los semiejes de la elipse, con centro
en el origen, de ecuaciéon

52% — 8xy + 5y°> —6 =0

R.F. 39. Los semiejes corresponden a la distancia, al
origen, minimo o maximo, de los puntos de la elipse.
Asi entonces la funcion objetivo es

d=z" +¢

o también

d:\/6:x2—|—y2

y como restriccion se tiene
522 — 8xy + 5y% — 6
Por lo tanto la funcion de Lagrange es

L=x?+y? - \5bz* —8zy +5y°> — 6

de (1) y (2)
A:5wi4y:5y€4x:’y:x (4)
:5xf4y:5yf4x:>y__x (5)
de (4) y (3)
22 6= 0 x:{ V3, P(V3,V3)
— V3,Q(=V3,-V3)
de (5) y (3)

1822 —6=0 z=

Finalmente los semiejes estdn dados por

a_|op|_¢(¢§):<¢g)2_¢a
S RICRCIE

E.F. 40. La ecuacién de una hélice circular esté
dada por

r =bcosti+ bsentj+ atk; a, b € R

Demostrar que si a?4+b> =1, entonces ks = by 7 = a,
en cualquier punto de la hélice dada.

R.F. 40. Para la curvatura

r’ = —bsenti+ bcostj + ak

de donde
v L (“bsenti+ beostj +ak)
=—=——"—|(—bsenti costj+a
/ NP 2
8L_0 2 10\ 8Ay =0 1 . v
aL 7:7/:72 2—COS 1— SenJ
==, 2 —10Az+8\y =0 (2 ds Il VB +a
dy
oL | T b _b _
SN0 (et - Say a5t -6) =0 (3) Tlas|l e 10T
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Cap 8. Ejercicios Finales.

Para la torsion

17T . .
= ——— = —costl — sentj
T!|ds
ds
B=Tx N =————(asenti— costj+ bk
b2+a2( ! )
dB B 1 ) )
E:m:m(acostl—&—asent_])
B a a
=l == - = =
T ds b2+a? 1 T=a

E.F. 41. Para la superficie descrita por

2w, u® 4 v, 0?2 —u?)

r(u,v) = (v
Obtener
1. Los puntos singulares

2. La ecuacion del plano tangente en el punto
P(x,y,z) parael cual u =1, v = 2.

R.F. 41. 1. Se requiere que
N i1 2J l; 0
=—X—=0=| — u —2u | =
Ou v 20 1 2
u=0
2w+ 2uv) =0, u(l+2v)=0= 1
v=5
v=_0
2(v—2uww) =0, u(l —2v) =0= 1
u=-;
4(0)(0) +1 =0,
no cumple
—(duv+1)=0= . 1 1 .
)\ 72) T =0
cumple
de donde

1\ (11, I
“\w) T\ ) T\ Ty

es el punto singular

2. Valuando N y r se tiene
N(10,—4,-9), P(3,3,3)
de donde
(r—3,y—3,2—3)-(10,-4,-9) =0
10z — 4y — =92 + 9 = 0, ec. plano tangente

E.F. 42. Calcular el volumen del sélido del primer
octante, limitado por las superficies

> +y?=az, z®+y2=2ay
Ademés, dibujar el solido.

R.F. 42. Del enunciado

z= 2(9&%@/2),113:{(0071/)932—(1/—602 <a’}

1
V://f(xQerz)dzdy
a
R

Ahora, cambiando a coordenadas polares

1 0<o< =
V—//r2<rdrd0),R3 =7 =2
a
R

0<r<2asenf
1 = 1 2a sen 6
2
= f/ [r‘*] do
a 0 4

0

de donde

= 4(13/2 sen* 0 do
0

™

3 [2]1] ’
= 4a / 5 1 — cos26 do
0

3 3 1
=a 172C0829+§ 1—cos40 || do
0

—339 29+1 492—33
= a 5 sen gsen —Zﬂa

0
La grafica del sélido es

4]

]

Ax+ y’= 2ay

))
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E.F. 43. Dado el campo vectorial
v = (32 — 4y)i + (22 + 2v)j

comprobar el teorema de Green, considerando la
trayectoria

o
-

0
R.F. 43. Para la integral de linea

r=t, dxr=dt

(0,0) = (2,0), {y oy

2
:>11:/ 3tdt =6
0

(2,0) = (2,1), r=2zdr=0
y=t,dy=dt
1
:>12=/ (4+2t)dt =5
0

r=2z,dr=0

2,0) — (2,1),
(2,0) = ( >{y:t7dy:dt

1
:»12:/ (4+2t)dt = 5
0

13
dt = ——
3

13 20

Para la integral doble

Z/(if—ij)dmdy:
:/01/2z(2x—4)da:dy
1

— [ @0,

0

1
= / (12 — 8y — 4y*)dy
0

1

4 20

= |}2y — 4y2 — 3y31 = 5
0

con lo que se comprueba el teorema de Green.

E.F. 44. Valuar la integral

///z\/x2+y2+z2dxdydz
v

donde V es el solido limitado en la siguiente forma

Va2 +y2 <z<4—a2 -9y

R.F. 44. El solido V' tiene como representaciéon en
coordenadas esféricas a

0<p<2 , 0<p<— , 0<O<2r

I

con lo que la integral esta dada por

27 T 2
_ 2
Ii/o /0 /0 (pcosd)(p”senodpdpdl)

2 T 2
= / / (sen ¢ cos @) l1p5] de¢db
0 0 5 0

32 2711, |°
= — —sen” ¢| db
5/, |2

0

E.F. 45. Determinar el o los valores de k € R, para
los cuales la funcién

flwy) =2 + kay + 3y
tendra un minimo en el punto P(0,0).

R.F. 45. Se tiene

of of of
7:2 _— _— =
Ox z+ky, Oxdy k, Ay ke + by
0? 0?
2f_, PI_,
Ox? Oy?
12 k| 9
h—’k 6)—12—1@‘ >0

= —2V/3<k<2V3
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E.F. 46. Obtener las coordenadas del punto, o de 1. Determinar si la curva es plana.

It tos, de 1
08 putos, de fa curva 2. Obtener las coordenadas del vértice de la curva

rtyt+r=1 (el punto de curvatura maxima).
¢ r=yz+5 R.F. 47. 1. Se tiene
v = (2t,2t,2)

que estén mas cerca del origen
r'=1(2,2,0) ; 'xr"#0='xr"|#£0

R.F. 46. Se tiene o= (0,0,0) xr ¥ =0

d> =D =z® +y> + 22 7 =0= siesplana
= L=2+y+22 - \(z+y+z—1)—da(yz—x+5) 2.
por lo que K = [ v = 4v2
|3 2212 +1
oL dk 1 _3
— =0, 20—XM+X=0 1 — = — 2 2 =
5 T = A1+ A (1) yr 0:,2\/§< 2)(% +1)72(4t)=0
oL
— =0, 2y—A+Xz=0 (2 22 4+1=0 =teC
Oy =
4t =0 =1t=0
oL
— =0, 22—=M+Xy=0 (3) El punto es
0z r(0) = 0i +2j — k
0L
N 0, —(@+y+z-1)=0 (4) E.F. 48. Sea la funciéon
oL . ( 15 =0 - f(r,0) = r2(1 + cos? )
—=0, —(yz—= =
0o Y en donde (r,0) son las coordenadas polares.
de (2) y (3) 1. Obtener Vf referido a la base {e,,es}
z=vy (6) 2. Determinar el lapaciano de f.
=Y () R.F. 48. 1. Se tiene
(7) en (4) 1d d
vf = 7197 + feQ
$1:1—2y R ,’]’,‘2:1 hrdT d9
=2r (1+cos?0) e, +r(—2senfcosb)e
©)y 1 en (5) (1 cos™ ) er Jer
2.
2 2
Yy —(1-2y)+5=0, y"+2y+4=0, yeR
( ) vif = 1 0 [ hodf\ O [ hrdf
(7)y @2 en (5) ~ hrho | dr \ hrdr ) d6 \ hgd6
2
-y —(1=2y)+5=0, 1[d
— 72 2 1 2
{ ) r[drr ( + cos 9)
Yy = = 2 =
— — d
2 2 + —r (—2senfcosb)
de
Los puntos son
= 4(2 52 2sen” f — 2 cos®
P1.2,-2) y Q(1,-2,2) (2 4 cos” 0) + (2sen” § — 2 cos” 0)
=4 +2+cos’ +2sen? 0
E.F. 47. Sea la curva =442
r(t) =i+ (> +2)j + (2t — 1) =6
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E.F. 49. Calcular el trabajo efectuado por el campo

1 . .
F= (W> (xi+yj)

para desplazar a una particula sobre la curva
r(t) = e*costi+etsentj

desde el punto P(1,0) hasta el punto Q(e®™,0).

R.F. 49. Se tiene

dr = e*(cost — sent)dti+ e*(sent + cost)dt

1
— (ot . t .
F= T T costi+ e'sentj)

= E(et costi+ esentj)
e

= e 2 costi+e *sent])

F -dr = [e 'cost(cost — sent)+

e 'sent(sent + cost)|dt

=e tdt
r =1=elcost
P =t=0
y =0=c¢clsent
x = e2™ =clcost
Q =t=2r
y =0=clsent

Por lo tanto
27 27
T:/ e“tdt= —e? =1—¢e 2
0

= 0.9981

E.F. 50. Calcular el volumen bajo la superficie
5 — la®+y?)

limitado por la curvatura =2 + y2 = 4

R.F. 50. Se tiene

V://e’”z“’2 dx dy
R

pasando a coordenadas polares

2m 2
2
Vv :/ / e” (rdrdf)
0 0
2m 1 2
:/ [erg} do
0 2 0

E.F. 51. Sea R una region del plano XY y C la
curva que representa al contorno de R.
Demostrar que el area de la region R esta dada por

1
Azifxdyfydx

R.F. 51. Aplicando el teorema de Green

d dx = d d dzd
]{x y—y fc—// %x_@(_y) xdy
R
Q/dA
R

1
:>A277{a:dy—yda:

2

E.F. 52. Un objeto se desplaza sobre un campo de
radiactividad que varia segtn la ecuaciéon

2500
472 + 9y2 + 22 — 38

R = 1000 +

1. En el instante en el que el objeto estd en el
punto P(3,—2,4) y se mueve en direccion del
punto P(6,4,2). ;Cual es la variacion de la
radiactividad?

2. ;Que valor tiene la maxima variacién de la
radiactividad en el punto P?

R.F. 52.
1. Se tiene
2500 p
VR =— G 107 7 38)2\8x, 18y, 2z)
VR| = —(24,-36,8)
p
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1
PQ = (3767 _2) ; €epy = ?(3767 _2)
dR 1
— = —=(24,-36,8) - (3,6, —2
= ds 7( ) ’ ) (7 ) )
160
T
dR
2. - =|VR|=4yI2I
S

max

E.F. 53. Para conducir agua para riego a través de
una barranca se desea construir un canal de seccién
trapezoidal, con hojas de lamina calibre 14. Si el
ancho de las hojas es de 24 pulgadas, calcular la
dimension de la base y el dngulo de inclinacion de la
lamina de tal forma que el canal tenga una capacidad
maxima.

R.F. 53. Dada la figura

\ 24—2x + 2x cos « M

se tiene

1
A= 5[(24 —22) + (24 — 22 + 2x cos )] (x sen )

de donde
0A
7 =0
= 24sen« — 4xsen o + 2z sen(—a) cosa = 0
0A
% = 0

= 24rcosa + 2r* cosa + 2%(2cos’a +1) =0

factorizando

2sena(12 — 2z +xcosa) =0

z(24cosa — 2z cosa + 2rcos’ a —x) =0
de donde
2r — 12
12 -2z +xcosa=0, cosa=
x
24cosa — 2z cosa + 2z cos? o —x =0

r=8 , a=060°

E.F. 54. Sea el sistema de coordenadas curvilineas
(u,v,w) , el cual esta relacionado con las
coordenadas cartesianas por medio de las ecuaciones

z

/22 + 42 + 22

u? :x2+y2+z2, COoSv =

tanw = g
x

1. ;El sistema (u, v, w) es ortogonal?

2. Determinar los valores de escala del sistema
(u,v,w).

3. Obtener el grad (u?cosvsenw), referido al

sistema (u, v, w).

R.F. 54.

1. El sistema dado es el de coordenadas esféricas,
para el cual es posible demostrar que si es
ortogonal

2. hy =1, hy,=wusenw, hy,=1u

V(u? cosvsenw) = —(2u cosvsen w)e,
u

1

usen w

1
+ —(u” cos v cosw)e,
u

(—u?senvsenw)e,

E.F. 55. El campo de velocidades de un fluido en
direccion de los ejes coordenados estan dado por

v = (227 —zy+22)i+ (2® —day+14°)j+ (v¥ — 22y +ayz)k

Obtener el valor de a € R, de tal forma que el fluido
sea incompresible.

R.F. 55. Para que sea incompresible se requiere div
v = 0, de donde

4z —y) + (—4x +2y) + (ay) =0 , a=-1

E.F. 56. Determinar si el campo vectorial
u = (doy + 2% +2)i+ (222 — 3)j + (222 + 4)k
posee funcion potencial ¢(z,y, z).

En caso afirmativo, obtenerla y valuarla en el punto
P(2,1,2), considerando que ¢(3,2,1) = 50.
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R.F. 56. Dado que
robou=0 = siexiste ¢
A partir de la diferencial exacta
u-dr
se obtiene
¢ =222y +x2° + 20 -3y +4z+c
de donde
$(3,2,1) =50 = 50=43+¢ c="7

Por lo tanto
$(2,1,2) = 25

E.F. 57. Obtener los puntos criticos de la funcién
flz,y,2) =23 + 322 + 2% + 22 — yz + 10
e indicar su naturaleza.

R.F. 57. Para los puntos criticos

0 0

ai;:0:>3a:2+6m:0;a::{2
0
a—f:O:>4y—z:0
of
—=0=-y+22=0
0z

con lo que

P(0,0,0), Q(—2,0,0)

son los puntos criticos Ahora, para su naturaleza

d?z
H1 = dm2 *6(£E+ 1)
0%z 0%z
02 Oydux (62 +6) 0
0%z 0%z
oyoy  0y?
=12(z +1)

(6z+6) 0 0
Hy=H = 0 4 -1
0 1 2

de donde, valuando en P: en P hay un minimo

Hi=6>0,
= H,=12>0,
H3; =48>0

A su vez, valuando en Q: en Q no hay méximo ni
minimo

H=-6<0,
=< Hy,=-12<0,
Hy = —48 < 0

E.F. 58. Si la posiciéon de una particula esta dada
por la funcién

r(t) = (3t +t*)i+ (3t — £7)j + 3’k : tiempo

determine el instante de una particula el cual su radio
de torsiéon es minimo.

R.F. 58. Se tiene
v’ = (3 + 3t%, —3t%,61)
' = (6t,—6t, 6)
" = (6,—6,0)
v’ xr’ = (18t% + 18, 18t* — 18, —36t)
v xr’)? = (18)2(2) (£ + 1)2

' xr” " = (18)(12) = 216
de donde el radio de torsion es
I x> (18)2(2)(t2 4 1)2

r/xr’ xr” (18)(12)

=3(t* +1)°
el cual es minimo para

d
d%:o = 6(t2+1)(2t)=0 , t=0

E.F. 59. Determinar si el sistema de coordenado
curvilineo (u, v, w), definido por

r=u+v ; Y=u—v ; z=wd

es ortogonal. En caso afirmativo hallar V f, referido
a la base {e,, e,, e, } siendo

f = 2uv?w?
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R.F. 59. A partir de

r=(u+v)i+(u—v)j+uwlk

se tiene
or . . 1,
d—u—l—&—J = ey E(l-i-‘])
or 1,
S=imi = e E(I—FJ)
Or 9
—=3wk = e,=k
dw
de donde

€y €y —m €y ey =€y ey

por lo que el sistema (u,v,w) si es ortogonal , a su
vez

1 af 1 0f 1 af
Vf_E@eu+E%ev+E%ew

1
= —2(2v2w2)eu + —(4uvw?)e,

V2
1
+ 3F(éluvw)e

E.F. 60. Obtener el trabajo necesario para mover
una particula material, desde el punto A(3,2,2) al
punto B(1,3,1), a lo largo de cualquier trayectoria,

bajo el campo
F = (6279?22 + 3)i + (423y2* + cosy)j(4ay?z — Tk

R.F. 60. Obteniendo la funcién potencial

o= /pdx—/G:EQyz +3)d

= 22°%y%2> +3z+ f(y, 2)

¢ 3 o, Of
a—y—Q:>4m yz +d7y

= 423y2? cosy
fy,z) = seny + g(2)

¢ = 223y%2 4 3z + seny + g(2)

00 .
5 R = 4232 + g(2) = 4a3y?2 — 7
g(z)==-Tz+c¢

pot lo tanto, el trabajo pedido es
T = ¢(B) — ¢(4)
= (14 + sen 3) — (859 + sen 2)
= —845.77 unidades de trabajo.

E.F. 61. Calcular el area de la cipula en forma de
paraboloide de ecuacion

limitada por el plano XY, de donde z, vy, 2z estan en
metros.

R.F. 61. Se tiene
92\ 2 92\ ? (= 22\ 2 — 2\ ? )
0z) T y = s +

1
= 4e® + 4y” + 625)

1
= 535025 +4r%)

Ahora para la region

9007x27y2_
25 )

de donde

2m 30 1
s :/ 5V/625 + 42 (1 dr d6)
0 0

30

SRR N e ]
=gs, [5om e )

2

274625 — 15625) [0}

= 300 .

= 5424.5 [u?]

E.F. 62. Calcular el volumen limitado por los planos
dr+2y+22—18=0 , 22+3y+2—3=0

y el cilindro 22 4+ y? = 4, en el primer octante.
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R.F. 62. Se tiene

2 Va—2x2 9—2zx—y
V= / / / dzdydx
o Jo 3—22—3y
2 pV4A—2x2
= / / (6 +2y) dy dz
o Jo
T 2
= / / (6 + 2rsenf)(r)dydx
o Jo
2
= / 3r2 + ~rdsen 9] db
0 3
0
z 16
= / (12 + sen9> do
O 3

6 1
= [120 — Ecosé df
0

16
=247 — —(—1
7 (1)

= 80.73 [u’]

E.F. 63. Comprobar que la funciéon

w(z,y) = arctan <y>
x

satisfacer la ecuacion de Laplace

0%w N 0%w 0
ox2 = oy?
R.F. 63.
Y
w(z,y) = ang tan <>
z
Y Y
ow 22 22 _ Y
or 2T P2 h g 2242
1+ Y 2
- x
Pw  (2®+y?)(0) —y(2z) 2y
9z2 (22 +y(2)2) (22 +y?)?

1 1
oy 2T 21 2yl
1 ¥
+ (m) )
Pw  (2®+y°)(0) —2(2y) -2y
W @) @rP

Sustituyendo en la ecuacion de Laplace

2xy 2xy
(z*+9?)  (2*+9?)

E.F. 64. Sean las superficies
F(z,y,2) =2z —y*>+ 22 +2
Gx,y,2)=2*+y*—2-38

1. Encontrar la ecuaciéon cartesiana del plano
tangente y las ecuaciones paramétricas de la
recta normal a la superficie G en el punto
P(2,-2,0).

2. Si las dos superficies se cortan en una curva,
determinar las ecuaciones simétricas de la recta
tangente a la curva de intersecciéon en el punto
P(2,-2,0).

R.F. 64. Sean n; el vector normal a F'; ny el vector
normal a G

1.

ny, = VG = (2z,2y,—1)

no = (4, —47 1)

.. para el plano tangente
4z —2)—4(y—2)—1(z)=0
dr—4y—2—-16=0

Para las ecuaciones paramétricas de la recta

normal
r=4t+2
y=—4t -2
z=—t
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mVFE = (1,-2y,2z2)

1 = (174,0)
P

v es el vector tangente a la curva de

interseccion
i j k

V=N XNg = 4 —4 -1 =4i—j+12k
1 4 0

.. las ecuaciones simétricas de la recta tangente
son
r—2 y+2 z

4 -1 12

E.F. 65. Se va a construir una caja con tapa de
madera de 1 cm de espesor. El largo interior va a
ser de 30 cm, el ancho interior de 25 cm y la altura
interior de 30 cm. Utilizar diferenciales para
determinar la cantidad aproximada de madera que
se empleard para construir la caja.

R.F. 65. La cantidad de material utilizado se
expresa en unidades de volumen

v =zYyz
dv=yzdr+ xzdy + xydz
de =dy =dz=2cm

z=30,y+25 2=30
dv = (25)(30)(2) + (30)(30)(2) + (30)(25)(2)

dv = 4800 cm>de madera.

E.F. 66. Se sabe que la derivada de la funciéon f en
el punto P(2,1) y en la direccion del vector u es 5

cuando u = —gi + gj, y en la direccion del vector v
3. 4,
es -10 cuando v = 751 + 53. Obtener
of
1. —
oz
(2,1)
0
,
Yy

3. La derivada direccional de f en el punto (2, 1)
y en direccion al origen.

R.F. 66.
B _of 4\ of| (3\
ol == (-5) 3, () -
of of
=—Ag] T3y, =P (1)
P P
afl (3\ of] [4
ol v, ()6, ()
of of
=35, tig,| =10 (2)
P P

E.F. 67. Calcular el valor de /F - dr donde

F = (4az — 32%y?)i + (2yz — 22%y)j + (v* + 22%)k

y C es la trayectoria cerrada dada por la interseccion
de la superficie 22 + y2? + 22 = a® y el plano z = 0.

R.F. 67. El célculo de /F - dr se simplifica si

C

VxF=0

y al calcular la rotacién se obtiene

i j k
VxF= 9 9 9
oz dy 0z

(daz — 32%y%)  (2uz —22%y) (v + 22?)

V xF = (2y — 2y)i + (622% — 622%)j+ (6 — 6)k
VxF=0

.. el valor de /F - dr es cero.

E.F. 68. Calcular el trabajo total realizado para
desplazar una particula en un campo de fuerzas dado
por

F = —3zi + 327 — 2zyk

alo largo de la curva z = 2, y = 2t—1, z = 2t3 desde
el punto donde ¢ = —1 hasta el punto determinado
por t = 1.
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R.F. 68. Para el campo
F = —3zi + 327 — 2zyk

se obtiene que V x F # 0 por lo que el trabajo
depende de la trayectoria y como la curva C' esté
dada por

r =12
C:{y=2t cont=-1lat=1
z =23

el valor del trabajo se obtiene como

W:/F-dr
1

:/ [3(2t3)(2t) +3(t%)%(2) — 2(t*) (2t — 1)6t | dt

1
= / (12¢* + 6t* — 25¢° + 12¢*) dt

-1

1
= 6t° — 4¢°

= (6—4) — (—6 —4)
=12

E.F. 69. Calcular el volumen de la region limitada
por los planos

z=2rx+t =0, y=0, 2=0, z+2y=2

R.F. 69.

2 pl-2
V://zdxdy:/ / xdydx
0 Jo
R

2 -2
V:// (2 + y) dy dx
0o Jo
x

1——

2 y2 2
V= 2zy + — dx
O 2
0
i T
2 T 1_5
V= 2 1-—— —=\d
/o T 5 + 5 T
2 [ 4 — 4 + 2
V:/ 20 — 2% + 386 * dx
0

2 [ , 1 =z a?
V= 20—+ z— -+ —|dv
0 2

v x  3x2  Tx3

12" 2 24
0

V=1+3 56 _

B 24 3

E.F. 70. Calcular el valor de

[ [
R

donde R es la region del plano XY localizada entre
las circunferencias de ecuaciones

x2—|—y2:4, x2+y2:16.

R.F. 70. Definiendo la region R en coordenadas
polares

R ={(p,0)]2<p<4,0<6<2m}

//efﬁﬂfdA://e*‘ﬁdA’
R R
s 4 2m R
// e Tty dAz/ / pe~ P dfdp
R 2 Jo

4 2
= 27T/ pd~ " dp
2

_ e
=2
T 2

= 77(6716 - 674)

4

2

E.F. 71. Mediante el teorema de Green, calcular el
valor de

/ (=32%)dx + (6zy +y>)dy
C

segun la trayectoria que lleva de Py(0,) a P1(2,1),de
P1(27 1) a p2(254)7y de P2(274) a PO(()?O)
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R.F. 71. Sean
M(z,y) = =32 y N(z,y) = 6zy +¢°

ON 6M_6 0—6
or oy youEw
R={(z,y|0< <25 <y<2)

ON OM
de—l—Ndy://——— A
C Rax 3y

I
S—
[V

—_
[\
&

()
8

[\)
IS
=

E.F. 72. Uno de los catetos de un tridngulo
rectangulo de incrementa de 3 a 3.2 cm, mientras
que el otro cateto se reduce de 4 a 3.96 cm. Utilizar
diferenciales para aproximar la variacion de la
longitud de la hipotenusa.

R.F. 72. Considerando a como uno de los catetos,
b como el otro y ¢ la hipotenusa se tiene que

da = —0.04 y db=0.2cm

de =7
c=+va?+ b2

do— acd (%db
‘2" mw

Oc a Oc a

o Va2 +12 = b2

cona=4yb=3

oc 4 4 de 3

da 25 5 b 5

3 4
de = £(0.2) + £(~0.04) = 0.088[cm|

E.F. 73. Comprobar que la funcion

w(z,y) = arctan (y)
x

0w O*w

tisface 1 ion de Lapl —+ =—=
satisface la ecuacion de Laplace - + RIE 0
Y
R.F. 73. w(x,y) = ang tan (x)
Yy Yy
gw 2 PV
or 20 22492 (22 +42)
1+ (Y
+ <x> 2
Pw  (2®+y?)(0) —y(2z) 2wy
or2 (x2 + yz)z - (xQ + y2)
1 1
ow - B z T
dy 2T P2 h g 2242
142
+ <z> )
Pw  (®+y°)(0) —=(2y) 2y
oy* (@ +y?) (@ +y?)?

Sustituyendo en la ecuaciéon de Laplace

2xy — 2y

(22 + 42)2 + (22 +42)2

E.F. 74. Se va a construir una caja con tapa con
madera de 1 cm de espesor. El largo interior va a
ser de 30 cm, el ancho interior de 25 cm y la altura
interior de 30 cm. Utilizar diferenciales para
determinar la cantidad aproximada de madera que

se empleard para construir la caja.

R.F. 74. La cantidad de material utilizado

expresa en unidades de volumen

v = TYz

dv=yzdr+ xzdy + xydz
de =dy =dz=2cm
x =30,y =25,2=30
dv = (25)(30)(2) + (30)(30)(2) + (30)(25)(2)

dv = 4800 cm® de madera.

se
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E.F. 75. Se sabe que la derivada de la funcién f
en el punto P(2,1) y en direccion del vector u es 5

cuando

_ 4,8,
U="5"5

y en direccion del vector v es -10 cuando

S
vV = 51—1— 53.
Obtener
0
o
(2’1)
0
, o
YN

3. La derivada direccional de f en el punto P(2,1)
y en direccion al origen.

R.F. 75.
0 4 0 3
oo om0
P “lp YIp
0 0
=4l g O s
x| p Y\,
0 3 0 4
D, f :VfV=8—f <5>+af <5>:—10
P Tlp Ylp
0 0
P YA R
Ox oy
P P

E.F. 76. Calcular el valor de / F x dr donde
c

F = (4vz — 32%y%)i + (2yz — 223y)j + (v* + 20H)k

y C es la trayectoria cerrada dada por la interseccion
de la superficie 22 + y? + 22 = a® y el plano z = 0.

R.F. 76. Para

F = (4az — 32%y)i + (2yz — 22%y)j + (v + 22?)k.

El calculo de / F X dr se simplificasi VXF =0y

c
al calcular el rotacional se obtiene

i j k
VxF= ﬂ 2 2
or oy 0z

(4zz — 32%y%)  (2yz —22%y)  (y* + 227)

V x F = (2y — 2y)i+ (6227 — 622%)j + (6 — 6)k

VxF=0 el valor de /derescero.
c

E.F. 77. Calcular el trabajo total realizado para
desplazar una particula en un campo de fuerzas dado
por

F = 3zi + 32%j + 22yk
a lo largo de la curva
z =2t

r=1t%, y=2t-1,

desde el punto donde t =
determinado por t = 1.

—1 hasta el punto

R.F. 77. Para el campo
F =3zi+32%j+ 2zyk
se obtiene que V x F # 0 por lo que el trabajo

depende de la trayectoria y como la curva C' esta
dada por

r = 1>
C: ¢ y=2tcon
z=2t3

el valor del trabajo se obtiene como

Wz/der
c
1

= / [3(2t3)(2t) +3(t)2(2) — 2(t*) (2t — 1)64 dt
-1

-1

1
= / [12754 + 6t — 24¢° + 12t4} dt

1
= 6t° — 4¢°

-1

= (6—4) — (—6—4) =12
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E.F. 78. Calcular el volumen de la region limitada
por los planos

z=2x4+y,r=0,y=0,2=0,z+2y =2
R.F. 78

z=2x4+y,r=0,y=0,2=0,z+2y =2

2 -2
://xdxdy:// zdydx
R 0o Jo
2 pl-2
V:// (2z +y)dydx
o Jo

1
2 2
V:/ 2xy+yf
0 2

4—4x+x
20 — 2% + )dz

2 .’L‘2
V= /<2x—x +—+>d
0 8
vo (L3 d
/0 2 2 ? v
2
V f_}_i_i

Vo143- 200
- 24 3

0

E.F. 79. Calcular el valor de

/ / eV dA
R

donde R es la region del plano XY localizada entre
las circunferencias de ecuaciones

2?2492 =422 +y? =16

R.F. 79. Definiendo la regiéon R en coordenadas
polares

R ={(p,

// zefmtdeA://e*psz’
R R
4 27 R
:/ / pe P dfdp
2 Jo

4
= 27r/ pe_p2 dp
2

N2<p<4,0<0<27}

E.F. 80. Mediante el teorema de Green, calcular el
valor de

/ (—=32%)dx + (6zy +y>)dy
C

segln la trayectoria que lleva de Py(0,0) a P1(2,1)
de P1(2 1)&P2( ) yde Pg( )aP()(0,0)

R.F. 80. Sean

M(z,y) = —32° y N(z,y) = 6zy+y°

ON oM _
or oy 0T
R={@ 0w <2, 5<y<2a)

ON oM
Mdm+Ndy:/ Y 204
c r Oz oy

I
S—
N

—
[\
8

[~}
S

[N~}
QU
&
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E.F. 81. Calcular el area de la superficie paraboloide

de la ecuacién 2az — 4a® + 22 4+ y2 = 0, que se
encuentra por arriba del plano XY
R.F. 81.

F(x,y,2) =2az — 4a®> + 2° +y* =0
20z —4a® = —(z2+y?) si z2=0 4a® =2%+y?
R={(p.0)0< p<2a,0<0<2r}

== 5

Vn 221+ 2yj + 2ak

n— = N
Vol /422 + 492 + 4a?
2a
k| = ———
2 /I2+y2+02

2 2+ 2+2
A:// Mdmdy
R a

1
A:f// VP2 + a?pdpdf
a R

1
A= a/02”/02“/)\/;)2—|—anpdp

3\ 2a
A= 1/0% ((02+a2)2>
a 3 o

A= % 027r ((4&2 +a2)% - a3> de
A= - [(5@2)% —(13} (9) :W
4 (\/57 - 1) o

A 27;a2 (\/5_ 1) [?]

E.F. 82. La formula para un gas ideal esta dada
por PV = kT, donde P representa la presion, V el
volumen, T la temperatura y k es una constante de
proporcionalidad. Demostrar que

oV 0T 9P

oT OP oV

R.F. 82. Sea F = PV — kT = 0 se deriva

implicitamente, obteniendo

OF
o ar  —k
oT oOF P
v
) oF
T 55 vV kvV[ P
apz_g?:__k2>Pk<—v>——lQ.E.D
s
OF
or _ _av_ P
oV oF  V
opP

E.F. 83. Sielradio y la altura de un cilindro circular
recto son funciones de su volumen y si el area total
(4rea lateral y bases), determinar la variacion del
radio con respecto al volumen en el punto en el que
r=2cmy h=10 cm.

R.F. 83. Teniendo r = r(V,A) y h = h(V,A)

obtener v
Volumen = 7r2h Area = A = 27rh + 7r?
F(V,A;r,h)=0 GV, A,r,h)=0
O(F, Q)
Or  d(v,h)
ov O(F, Q)
a(r, h)
OF OF
AF.G) | av an | _| -1 =
dv,h) | 0G G | | 0 2nr
vV oh
OF OF
AF.G) | av oh | 2mhr mr?
(v, h) B oG oG | 2k +4nr 2mr
v oh

= 47?r? — r?(2mh + 47r)

or —27r 1

v 2m2r2(2h — 2r —h)  wr(2r + h)

or_ L 1063
vV 2r(10—4)  12n
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Cap 8. Ejercicios Finales.
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