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PROLOGO

La escritura de un libro es una actividad de enorme responsabilidad. Es casi imposible
que al llevar al papel las ideas, se logre hacer sin error. Por esta razén, personas con
muchos conocimientos han preferido no escribir, con lo que se ha perdido la
posibilidad de recibir de ellas una informacién inestimable.

Cuando recién me hice cargo de la Coordinacién de Geometrfa Analitica, tuve que
enfrentar la dificultad de la carencia de literatura acerca del tema Superficies, sobre
todo en lo que respecta a la obtencién de su ecuacién, sea cartesiana, sea vectorial.
Quienes tuvimos la fortuna de ser discipulos del maestro Enrique Rivero Borrell,
supimos de su sapiencia en éste y muchos otros temas y de su oposicién a escribir
sobre las matemiticas que tanto dominaba. Por instancias del entonces jefe del
Departamento de Mateméticas Basicas, el ingeniero Héctor F. Godinez Cabrera, y sin
violar-la voluntad del maestro Rivero Borrell, escribi el Fasciculo de Superficies, con
la inspiracion de 1o que habia aprendido en el aula bajo la direccién del maestro
Rivero, pero dejando claro que la responsabilidad y los errores eran mfos.

Ante la aceptacién del fasciculo y con el apoyo de las autoridades de antes y de las
actuales de la Facultad de Ingenieria, motivado ahora por el jefe del Departamento de
Algebra y Geometra, ingeniero Francisco Barrera Garcia, me decidi a completar la
obra con los capitulos restantes del programa de la asignatura. Para llevar a cabo esta
actividad, he recibido todo tipo de ayuda o sugerencia, por lo que resulta imposible
que mencione a quienes han colaborado de una u otra forma conmigo; sin embargo,
merecen cita especial la maestra en ingenierfa Leda Speziale San Vicente por su
revisién técnica, la licenciada Amelia Guadalupe Fiel Rivera y la maestra en letras
Maria Cuairédn Ruidiaz, por su revisién gramatical y de estilo, el Taller de Anilisis
Gréafico de la Divisién de Ciencias Basicas por la elaboracién de las figuras, Ana
Marfa Sanchez Téllez por la captura definitiva y la correccién del material, todos
aquellos profesores o alumnos que se dirigieron a mi para mostrarme errores o
sugerencias y en particular, a las personas que estudien esta obra y que, con
benevolencia, me indiquen los errores que, seguramente, adn tiene este libro.

A pesar de la certeza de que todavia se encuentran fallas en esta obra, es mi deseo y
acepto mi responsabilidad de que vea la luz con la esperanza de que ayude a los
estudiosos de la Geometria Analitica en su aprendizaje.



El libro contiene cinco capftulos. Los dos primeros puede decirse son la herramienta
necesaria para el estudio de la Geometrfa Analftica. En el primero se presentan los
Sistemas de Referencia, elemento indispensable, mientras -que en el segundo se
describe el Algebra Vectorial que es una herramienta invaluable.

Los otros tres capitulos son en si el estudio de la asignatura. En el tercero se trabaja
con E! Punto, la Recta y el Plano. En el cuarto con Curvas y en el quinto con
Superficies. Todo el tratamiento de estos temas se basa en el Algebra de los Vectores.

Finalmente, se presenta en un apéndice un método para investigar si una superficie es
reglada 0 no. Este método fue ideado por el doctor Agustin Tristin Lépez, ex

catedritico de la Facultad de Ingenieria de la UNAM. Para su estudio es necesario
tener ciertos conocimientos de Célculo Diferencial de varias variables.

ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA
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CAPITULO 1

SISTEMAS DE REFERENCIA

1.1 INTRODUCCION

DEFINICION 1.1. La Geomerrfa Analitica es la parte de la Matemdtica que relaciona las dos
ramas principales de esta disciplina: el Andlisis y la Geometria.

Desde la aparicién del hombre sobre la Tierra, debié surgir la necesidad de contar y medir y,
probablemente, desde ese momento nacié la Matemdtica. Como puede ficilmente comprenderse,
las cosas en nuestro mundo tienen caracteristicas intrinsecas, es decir, no dependen de quien las
observa. Por ejemplo, un arco de curva tiene una longitud que es suya, un sonido tiene un
timbre que no depende de quien lo escucha, ni siquiera de si alguien lo oye; sin embargo, si se
quiere apreciar, comparar o reproducir esa caracteristica, es necesario un marco de referencia.

Pues bien, en Geometria Analitica, surge la necesidad de contar con dicho marco de referencia.

DEFINICION 1.2. Un sistema de referencia es un conjunto de elementos geométricos que
permiten la localizacién de un punto en una recta, en un plano o en el espacio.

Es pertinente hacer las siguientes observaciones:

—  Se habla de localizar un punto uinicamente, cuando se requiere en ocasiones de representar
curvas y superficies, pero dichos lugares geométricos estdn constituidos por puntos, de
manera que puede localizarse cada punto constituyente del lugar geométrico.

— Ladefinicién anterior no es de diccionario, ni siquiera puede decirse que es ortodoxa, pero
permite dar una idea de lo que se requiere para lo que sigue.

Para situar un punto cualquiera en una recta basta con fijar un punto de ella como origen, dar
un sentido y definir el tamaifio de la unidad de medicidn; es decir, convertir a la recta en un gje,
de tal manera que con indicar la distancia con un signo (distancia dirigida) puede localizarse al
punto en estudio.



En lo que respecta al plano, el sistema mds conocido en el bachillerato es el cartesiano derecho.
Se le da el nombre de cartesiano en honor del matemético francés Renato Descartes, cc_moc_ido
por su nombre latino Cartesius. Este sistema consiste en dos ejes en dngulo recto, por lo que
se le conoce también como sistema rectangular; 1a ubicacién de un punto se logra al conocer las
distancias del punto a cada uno de los ejes, la primera distancia se llama abscisa y la segunda
ordenada. No se insistird més en este sistema por el conocimiento que de €l se tiene del
bachillerato, tnicamente se explicard lo del sistema derecho por medio de las siguientes
definiciones.

DEFINICION 1.3. Un sistema cartesiano es derecho si al girar el eje de las abscisas noventa
grados para que coincida con el de las ordenadas, el giro tiene el sentido contrario al de las
manecillas de un reloj.

En algunas ocasiones es conveniente usar otro tipo de referencia, por lo pronto, existen también
sistemas cartesianos izquierdos. ‘

DEFINICION 1.4. Un sistema cartesiano es izquierdo si al hacer el giro de noventa grados
para que coincidan el eje de las abscisas con el de las ordenadas, dicho giro es en el sentido
que giran las manecillas de un reloj. o

Obsérvese que las definiciones de sistemas izquierdos y derechos son independientes de la
posicién horizontal, vertical o cualquiera otra de los ejes. En realidad, estas posiciones son

relativas. Cuando se establece un sistema cartesiano en un lugar de trabajo, puede interrogarse
(qué es vertical?

A continuacién en la figura 1.1 se muestran algunos sistemas rectangulares derechos.

Y
q
t
C ® 0
s—abscisas
' t—ordenadas
0 o obeci X u—abscisas
abscisas v—-ordenadas
y—ordenadas
s

FIGURA 1.1



En la figura 1.2 se presentan algunos sistemas cartesianos izquierdos.

s—abscisas
t-ordenadas

0 X
x-abscisos
y—ordenadas

u-abscisas
v—ordenodas

FIGURA 1.2

En el espacio un sistema cartesiano consiste en un conjunto de tres planos perpendiculares entre
sf (Figura 1.3).

11

{1

1V )i ed y

I fl/ﬂ i

VIl / 4

FIGURA 1.3

Nétese que los ejes de un sistema cartesiano en el plano dividen a éste en cuatro regiones llamadas
cuadrantes, mientras que en un sistema rectangular en el espacio, éste es dividido en ocho regiones
que se conocen como ocranies. En el plano, la clasificacién de los cuadrantes se logra con la
orientacién de los ejes; asi, por ejemplo, el primer cuadrante es aquel que se localiza en la regién
limitada por los semiejes positivos. En la figura 1.4 se sefialan los cuatro cuadrantes.
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En el espacio, para tener también una adecuada definicién de los octantes, en la interseccién
entre cada plano se tiene un eje en lugar de una recta, consiguiéndose asi una precisa
localizacién de un punto. Para la expansién de un sistema cartesiano en el plano a un sistema
en el espacio, por cada eje se hace pasar un plano perpendicular al plano original y en la
interseccién entre estos dos planos se tiene el tercer eje, conocido como el de las cotas;
entonces, las coordenadas cartesianas de un punto en el espacio son su abscisa, su ordenada y
su cota, en ese orden precisamente (Figura 1.5).

La orientacién de los ejes depende de si el sistema es derecho o izquierdo.

DEFINICION 1.5. Un sistema cartesiano en el espacio es derecho si al ver el plano abscisas-
ordenadas desde la parte positiva del eje de las cotas, el sistema en el plano es derecho.

Observador

I

g0° Y

FIGURA 1.6



1.2 SIMETRIA DE DOS PUNTOS

DEFINICION 1.6. Dos puntos A'y B son simétricos con respecto a un punto C si éste es el
punto medio de A y B.

DEFINICION 1.7. Dos puntos A y B son simétricos con respecto a una recta L si la recta que
pasa por A 'y B es perpendicular a L y el punto medio entre A 'y B pertenece a L.

DEFINICION 1.8. Dos puntos A y B son simétricos con respecto a un plano P si la recta que
pasa por A'y por B es perpendicular a Py el punto medio entre A y B pertenece a P.

En el caso en que se trate de un punto que pertenezca al lugar geométrico, su simétrico es él
mismo.

En particular es importante conocer la simetria de algiin lugar geométrico con respecto al origen,
o0 a los ejes o a los planos coordenados.
TEOREMA 1.1. Dos puntos son simétricos con respecto al origen si sus coordenadas

cartesianas correspondientes tienen el mismo valor absoluto pero diferente signo.

En efecto, sea el punto de coordenadas P(x, y, z) y sea el punto Q(-x, -y, -z); el punto
medio M entre P y Q tiene por coordenadas:

o XX, - Y. _ "2
IS I T T W T
Es decir:
M, 0, 0)

Q.E.D.

Los teoremas relativos a la simetria con respecto a los ejes y a los planos coordenados se
enuncian sin demostracién, pues se requieren conceptos de Geometria Analitica en el Espacio;
sin embargo, con un poco de razonamiento pueden ser evidentes.

TEOREMA 1.2. Dos puntos son simétricos con respecto a un eje coordenado si las
coordenadas cartesianas correspondientes al eje son iguales y las otras dos son iguales en valor
absoluto pero de diferente signo.



TEOREMA 1.3. Dos puntos son simétricos con respecto a un plano coordenado si cada una
de sus coordenadas cartesianas correspondientes a los ejes coordenados contenidos en el plano
son iguales y las del eje perpendicular son iguales en valor absoluto pero de signo diferente.

EJERCICIO 1.1. Sea el punto de coordenadas cartesianas R(-1,4,2). ;Cudles son las coordenadas del
punto simétrico a R con respecto a

a) el origen
b) el ejez
¢) el plano XY

SOLUCION:
a) T(1,-4,-2)
b) U(1,-4,2)
¢) S (-1, 4,-2)

En muchas ocasiones, ya sea por la dificultad en la medici6n o en los c4lculos, resulta conveniente usar
un sistema de referencia diferente al cartesiano.

DEFINICION 1.9. Todos los sistemas diferentes al cartesiano se llaman sistemas de
coordenadas curvillneas.

Existen muchas coordenadas curvilineas, de hecho, para algiin problema en particular, puede
inventarse un sistema de coordenadas curvilineas. En lo que sigue se tratard con los sistemas mas
comiinmente empleados en ingenieria.

1.3 COORDENADAS POLARES

Para ubicar un punto en el plano, ya se recordé que un sistema de uso comiin es el cartesiano;
sin embargo, otro utilizado con frecuencia es el polar, el cual consiste en un eje (el eje polar)
y un punto fijo en €l (el polo).

DEFINICION 1.10. Se llama semieje de medicion a la parte del eje polar que va del polo hacia
donde indica el sentido del ¢je.



Polo
} Eje polor

——

Semieje de medicidn

FIGURA 1.7

Las coordenadas polares de un punto son P(r, 8); donde r es la longitud del radio vector
y 0 es el argumento, de acuerdo con las siguientes definiciones.

DEFINICION 1.11. E! radio vector de un punto es el segmento de recta que va desde el polo
hasta el punto. Por abuso en el lenguaje se usard indistintamente radio vector y longitud del
radio vector.

DEFINICION 1.12. Un argumento de un punto es el dngulo que forman el semieje de medicién
y el radio vector.
P

{ Eje polar
Polo

FIGURA 1.8

Obsérvese que se ha empleado el articulo indefinido un en la definicién 1.12 para hablar del
argumento de un punto, en virtud de que un dngulo puede medirse positivamente, negativamente,
o bien, con miiltiplos de 2#. Por otra parte, la longitud del radio vector deberia ser siempre
positiva; sin embargo, si se definen longitudes negativas puede establecerse una correspondencia
muy Util entre las coordenadas cartesianas y las polares por medio de las ecuaciones de
transformacién que se explicardn posteriormente.

DEFINICION 1.13. Si un punto tiene por coordenadas polares P(r, 8), dicho punto puede
representarse también por P(-r, 6 + ).

Las observaciones anteriores provocan que la relacion existente entre los puntos de un plano y
sus coordenadas polares sea univoca; es decir, unas coordenadas polares representan un solo
punto, mientras que un punto puede estar representado por una infinidad de coordenadas polares.



EJERCICIO 1.2. Representar en una figura el punto 4 que tiene por coordenadas polares A (3,45°).

SOLUCION:
Para representar un punto en el plano cuando se conocen unas de sus coordenadas polares, conviene

primero localizar el argumento para que sobre la semirrecta dibujada se mida la longitud del radio vector
a partir del polo. Asf, para el punto A, se dibuja la semirrecta a 45°:

45°

Eje polar

Polo

FIGURA 1.9

Finalmente, se mide la longitud 3 sobre la semirrecta dibujada.

B

/4\ l - Eje polar
2\/ Polo

FIGURA 1.10

150°

EJERCICIO 1.3. Representar gréficamente al punto que tiene unas coordenadas polares B (-2,-30°).

SOLUCION:

Como se explicé, lo que conviene es dibujar primero la semirrecta sobre la que se ubicar4 el punto. En

este caso, dado que la longitud del radio vector es negativa, dicha semirrecta se dibujard
midiendo - 30° + 180° = 150°:



150°

} Eje polar
Polo

FIGURA 1.11

Ahora sobre esta semirrecta se miden las dos unidades a partir del polo:

8
150°

A } Eje polar
2\/ Polo

FIGURA 1.12

Aqui es conveniente hacer algunas observaciones:

—  En los gjercicios anteriores se han utilizado grados para medir los dngulos, cuando en las
definiciones se hablé de radianes. Esto carece de importancia mientras se tenga
congruencia en los célculos. Por otra parte, en algunas aplicaciones de las coordenadas
polares, por ejemplo en Cilculo, es indispensable trabajar con radianes.

—  En este sistema de referencia, en el eje polar no existe un semieje positivo y uno negativo,
por ello se definié a una de sus partes como semieje de medicién y también se hablé ya
del significado de la longitud de un radio vector negativo. Para mejor comprensién de esto,
véase en la figura 1.13 la representacién gréfica del punto P (-1, m):

~ Eje polar

Pole P("],Tl’)

FIGURA 1.13



Como se puede deducir, no existe un eje perpendicular al eje polar ni ha sido necesario;
no obstante, para determinar algunas caracteristicas de puntos o curvas, €s conveniénte
dibujarlo. A este eje suele llamérsele eje copolar o eje a 90 grados (Figura 1.14).

Eie polar

Eje polar
Palo

FIGURA 1.14

—  La relacién univoca entre los puntos de un plano y sus coordenadas polares en ocasiones
resulta inconveniente, para evitar esto suele emplearse el siguiente concepto.

DEFINICION 1.14. Se llaman coordenadas polares principales de un punto a aquellas en
donde el radio vector tiene longitud positiva y argumenio 0 < 6 < 2x.
EJERCICIO 1.4. Sea el punto de coordenadas polares:
M [—,ﬁ 55_”]
6
Representar a este punto por otras tres coordenadas polares diferentes, entre ellas las principales.

SOLUCION:
La primera forma de representacién puede ser cambiando el signo a r:

M [‘/7—’49'«

6

La segunda, si se deja el signo de r pero se modifica el argumento:

qes

10



Para la tercera, que deben ser las coordenadas principales, primero se convierte a positivo r:
M [ﬁ,_6é”]

Ahora, la longitud del radio vector ya es positiva, pero el argumento no es el principal. Para llegar a él,
se requiere restarle 27 tantas veces como sea necesario:

M [ﬁ ,%”—saw)]

finalmente:

M [ﬁ,g]

1.4 COORDENADAS CILINDRICAS

Al definir las coordenadas cartesianas, se habl6 de la necesidad de aumentar un eje perpendicular
a los dos del sistema cartesiano en el plano, con objeto de representar puntos en el espacio. De
manera similar, el sistema polar puede extenderse al espacio al agregar un eje perpendicular al
plano polar que pasa por el polo, el eje de las cotas (Figura 1.15):

Eje de las cotas

oo Eje polar

Eje polar

FIGURA 1.15

A este sistema se le llama sistema cilindrico y a las coordenadas que en él se miden se les
conoce como coordenadas cilindricas.
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Las coordenadas cilfndricas de un punto son P (r, 6, z), donde la primera cantidad es el radio
vector ya descrito en las coordenadas polares; la segunda, el argumento también usado en las
coordenadas polares; y la tercera, la cota utilizada en las cartesianas.

Como las cotas son las mismas que las usadas en las coordenadas cartesianas, el eje de las cotas
sf tiene un semieje positivo y otro negativo.

Para ubicar un punto en coordenadas cilindricas, conviene primero localizar la semirrecta en el
plano polar midiendo el 4ngulo del argumento, a continuacién se mide la longitud del radio
vector y finalmente la cota, positiva o negativa, en el sentido del eje o contrario a él.

Eje de las cotas

4P
z
r Eje copolar
0
Eje polar
FIGURA 1.16 '

El nombre de sistema cilindrico se debe a que un punto se localiza por medio de la interseccién
entre un cilindro circular recto de radio r, un semiplano que parte del eje de las cotas y que
forma un dngulo 6 con el plano que contiene al eje polar y al eje de las cotas, y un plano
paralelo al eje polar y que tiene una distancia z con dicho plano (Figura 1.17).

Plano horizontal
con altura z

y

™~ Plano vertical que pasa
por el origen

FIGURA 1.17
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Todas las observaciones que se hicieron sobre las coordenadas polares son vélidas para las
cilindricas; es decir, r puede ser positivo, negativo o nulo; 6 también puede tomar cualquier
valor real, y z desde luego que puede tomar cualquier valor.

1.5 COORDENADAS ESFERICAS

Otro sistema también muy utilizado en el espacio es el esférico. Este consiste en tres ejes
perpendiculares entre si, como en el cartesiano, y para lograr una equivalencia con dicho
sistema, se les seguird llamando el eje de las abscisas, el de las ordenadas y el de las cotas. La
diferencia entre los dos sistemas es que en el esférico no son tres distancias las coordenadas,
sino P(p, 6, ¢); donde p es la distancia del origen al punto en estudio. Al segmento que une
estos dos puntos también se le llama radio vector, © es el mismo dngulo usado en las
coordenadas cilindricasy ¢ es el dngulo entre el semieje positivo de las cotas y el radio vector.
(Figura 1.18).

FIGURA 1.18 FIGURA 1.19

Para lograr precisién en la localizacién de puntos en el espacio, se restringir4 el intervalo de medicién
de las coordenadas esféricas a valores positivos de p, vy 0 < ¢ < x. Con las restricciones
anteriores puede representarse cualquier punto en el espacio, pero otros autores podrian modificar
los intervalos; sin embargo, en lo que sigue se respetardn estas especificaciones.

El nombre de coordenadas esféricas se debe a que la localizacion de un punto en el espacio se
obtiene como la interseccién de una esfera de radio p, un semicono circular recto con vértice
en el origen y un semiplano que contiene al eje de las cotas, similar al descrito en las
coordenadas cilindricas (Figura 1.19).
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La manera de localizar un punto en el sistema esférico tiene parecido con la forma de ubicar un
punto en la corteza terrestre. Las coordenadas geogréficas son la altitud, la latitud y la longitud;
s6lo que la altitud de un punto se mide a partir del nivel medio del mar y no desde el centro de
la Tierra; la latitud, desde el Ecuador, distinguiéndose en latitud norte y latitud sur, a diferencia
del d4ngulo ¢ que se mide desde el semieje positivo de las cotas, que equivaldria al eje polar,
finalmente, la longitud se mide con origen en el meridiano de Greenwich. Esta coordenada si
es equivalente al dngulo 6. Quizés la similitud anterior hace que algunos autores llamen al
dngulo ¢ longitud y al dngulo 6, colatitud.

Una observacién importante es que las coordenadas usadas en Geometrfa Analftica consisten en
parejas o ternas ordenadas de niimeros; es decir, s{ importa y mucho el orden. Por ello debe
tenerse precaucién con el empleo de las coordenadas esféricas, pues algunos autores las definen
en el orden (p, ¢, 6). Esta observacién serd mds clara cuando se estudien las coordenadas
curvilineas en cdlculo.

EJERCICIO 1.5, Representar en un sistema cilfndrico al punto 4 (4, 60°,-1).

SOLUCION:

Eje de las cotas

4 Eje copolar

T
1

Eje polar
A4—L

FIGURA 1.20

EJERCICIO 1.6. Representar en un sistema esférico al punto B [7, %Zf, %] , silas coordenadas estdn.
expresadas en el orden (p, 0, ¢).
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SoOLUCION:

\\

0=3n2

FIGURA 1.21

1.6 ECUACIONES DE TRANSFORMACION
1.6.1 DE COORDENADAS CARTESIANAS A POLARES Y VICEVERSA

La obtencion de las ecuaciones de transformacion entre estos sistemas de referencia suele hacerse
por medio de una figura como la siguiente:

y | Eje copolar

b4

0 Ejie polar

0 {Polo X X

FIGURA 1.22

De la figura se tiene que:

x =rcos 0 .. ()

15



y =rsenf v (2)

que son las expresiones que permiten conocer las coordenadas .cartesianas de un punto si se
conocen sus coordenadas polares.

Por otra parte, de la misma figura:

< y? .. ()

<D
1

= ang tan 2 e (@)
X

que son las expresiones con las que pueden determinarse las coordenadas polares de un punto
si se conocen sus coordenadas cartesianas. Aqui es pertinente hacer las siguientes observaciones:

—  Las expresiones de transformacion se determinaron con un punto localizado en el primer
cuadrante, pero son vdlidas para un punto cualquiera. Como un ejercicio interesante, el
lector puede comprobar su validez para puntos ubicados en otros cuadrantes, empleando
identidades trigonométricas.

— Al obtener la expresién del radio vector se extrae raiz cuadrada y no se le asigna el doble

signo al cual se estd obligado a analizar. Esto se consigue con la definicién de longitudes
negativas ya explicadas.

— Para la obtencién del argumento, se usa la expresién ang tan que establece una relacién
que no es funcidn, lo que puede provocar complicaciones en su determinacidn, sobre todo
si irreflexivamente se utiliza para ello una calculadora. Por tanto se recomienda
ampliamente que nunca se utilice esta expresion sin razonar, deterrninando primero en qué
cuadrante se sitia el punto para saber el intervalo en el que se encuentra el argumento.

EJERCICIO 1.7. Obtener las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas polares son:

A@7), BGO), C(-z,Zgh D (-5,-2)

SOLUCION:
Al utilizar directamente las expresiones correspondientes:

A(-4.0: B@30); CG3.,1); D)5

16



En todos estos casos pudo determinarse estas coordenadas sin necesidad de emplear las ecuaciones. Por
ejemplo, para el punto D, el argumento es -E, de manera que al ubicar la semirrecta, ésta se dirige
hacia la parte negativa del eje de las ordenadas, pero como el radio vector tiene longitud negativa, su
medicién deberd hacerse en el sentido diametralmente opuesto, entonces, el punto D se localiza en la
parte positiva del eje de las ordenadas a una distancia de cinco unidades del origen.

EJERCICIO 1.8. Sean los puntos de coordenadas cartesianas:

A1), B(-1,3), CU,~3), D(-1,-/3).

SOLUCION:
Si se usan directamente las ecuaciones de transformacién, los puntos A y D tendrfan como coordenadas
polares:

y las coordenadas de los puntos B y C serfan:

&

Con un poco de razonamiento, puede observarse que esto no es posible, puesto que A est4 en el primer
cuadrante, mientras que D estd en el tercer cuadrante y no pueden tener las mismas coordenadas polares
ya que entonces el sistema polar no servirfa. Sin embargo, al notar que el punto D se sitda en el tercer
cuadrante, debe comprenderse que el argumento toma un valor entre 7 y .32_" Para saber cudl es ese
valor, conviene dibujar una figura:

Eje polar

o Polo Eje polar

N

FIGURA 1.23

17



De manera que al aplicar la férmula ang tan Y se tiene que el dngulo calculado es «, pues es el que

X
tiene como cateto opuesto —\/'3_ y como cateto adyacente -1.

Por lo que el argumento es

O=n+a
entonces, unas coordenadas polares de D son D [2,4_;

De manera similar se razona para el punto B, por lo que se tiene:

( 3
B 2,27,
9 34
c |2,27|;
|3
4 3
D |2,
. 3A

1.6.2 DE COORDENADAS CARTESIANAS A CILINDRICAS Y VICEVERSA

Dado que las coordenadas cilindricas se pueden considerar como las polares en el espacio, las
ecuaciones de transformacién son las mismas que las deducidas en el caso anterior, tomando en
cuenta, ademds, que la cota de las coordenadas cartesianas es la misma que la de las polares,

entonces las expresiones quedan:

x=rcos0
y =rsenf
2=z

que permiten la transformacién de coordenadas cilindricas a cartesianas.

18
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r=yx? sy’ r (4)

0 = ang tan .. (5

® I«

Z2=1z ... (6)

que son las expresiones para transformar de coordenadas cartesianas a cilindricas.

1.6.3 DE COORDENADAS CARTESIANAS A ESFERICAS Y VICEVERSA

Si un punto tiene coordenadas cartesianas P(x,y,z) y coordenadas esféricas P(p, 8, ¢), puede
observarse la relacion entre estos dos sistemas en la siguiente figura:

Z

FIGURA 1.24

En primer lugar, det tridngulo OPQ se deduce que OQ = p sen $. Ahora del tridngulo OQM:

=
[}

OQ cos 0

OQ sen 0

<
1]

tomando en cuenta el valor de 0OQ:
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¢ = ang cos z
p

pero, tomando en cuenta el valor de p deducido anteriormente:

Z

/2 v y?+ g2

¢ = ang cos

Entonces, las ecuaciones de transformacién de coordenadas cartesianas a esféricas son:

= Jx2 + y2 4+ 72 e (4)

o =
0 = ang tan f e (5)
¢ = Z e (6)

/x? + y? + 72

EJERCICIO 1.9. Sean los puntos
o In
A (4,7,-3), B (8,45°,0), C (0,7,1)
expresados en coordenadas cilfndricas. Obtener sus coordenadas cartesianas.
SOLUCION:
Para estas transformaciones basta con aplicar las expresiones directamente, s6lo conviene reflexionar con
el punto C, que al tener el valor de r nulo, lo que significa es que dicho punto se localiza sobre el eje

de las cotas, sin importar el valor del argumento.

Las coordenadas cartesianas son:
A (0, -49 _3);

B (4/2, 4/2, 0);

C@©0 1)
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1.1.

1.2

1.3.

1.4.

L.5.

1.6.

1.7.

1.8.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sea el punto A con coordenadas cartesianas derechas A(3,-5). ;Cudles son sus coordenadas
en el. sistema izquierdo obtenido al cambiar el sentido del eje de

a) las ordenadas
b) las abscisas

Si se cambia el sentido a los dos ejes, ;el sistema resultante es izquierdo o derecho?

Sea un sistema cartesiano derecho en el espacio. Si se cambia el sentido en el eje de las
abscisas y en el de las cotas, ;el sistema resultante es derecho o izquierdo?

Sean los puntos A(2, -1, 3) y B(-4, 3, 5), expresados en coordenadas cartesianas.
Determinar el punto P con respecto al cual A y B son simétricos.

Sea el punto A(2, -4, -1). Determinar las coordenadas del punto B que es simétrico a A
con respecto al punto P(1, -1, 3).

Transformar de coordenadas polares a cartesianas:
A(/2,45°), B(3,-60°), C(-2,120°), D(-1,-180°), E(0,123°).
Transformar de coordenadas cartesianas a polares:

A(4,4), B(-4,-4), C(-14/3), D\3,-1), E©,-8).

Para el punto P de coordenadas cartesianas P(-4,0), determinar tres pares de coordenadas
polares, entre ellas las principales.

Demostrar que las ecuaciones de transformacién de las coordenadas cilindricas de un punto
P(y, © , z) a sus coordenadas esféricas P(p, 6 , ¢), son:

6 =0

ang tan X
Zz

¢

1.9. Transformar las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos a coordenadas cilindricas:

A(3,3,3), B(-1,/3,0), C(0,-2,-3), D(0,0,7), E(/2,-y2,2).
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1.10. Transformar las coordenadas cilindricas de los siguientes puntos a coordenadas cartesianas:
A(1,45°,-2), B(3,-60°,-1), C(4,0°,-8), D(-5,-720°,-4) E(0,0°,0).
1.11. Transformar de coordenadas esféricas a cartesianas: |
A2, 45°, 45°), B(4,-60°,120°), C(2,2745°, 180°), D(S5, 90°, 90°), E(0, 321°, 123°).
1.12. Transformar de coordenadas cartesianas a esféricas:
A4, 4, 4), B(-1, 1, 1), C(0, 0, -5), D(0, -7, 0), E(-1, -3, 0).

1.13. Calcular la distancia entre los puntos A(-1, 45°, 1), expresado en coordenadas cilindricas,
y B (\,/2_ , 225°, 135°), expresado en coordenadas esféricas.
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CAPITULO 2

ALGEBRA VECTORIAL

2.1 INTRODUCCION

El ingeniero utiliza, para su trabajo, diferentes entes matemdticos que le permiten representar
a la naturaleza. En muchas ocasiones basta con conocer la magnitud de una distancia, el valor
de la temperatura, etc. Sin embargo, cuando se trabaja con fuerzas no es suficiente conocer su
magnitud, también es necesaria la determinacién de su direccién y de su sentido, y en algunos
casos, hasta de su posicién. De esto se desprenden las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.1. Se llama cantidad escalar a aquella que solamente posee magnitud.

DEFINICION 2.2. Una cantidad es vectorial si posee magnitud, direccion y sentido.

Algunos autores definen a un vector como una cantidad que tiene magnitud y direccién,
considerando que en la direccién va implicito el concepto de sentido. Para distinguir estas dos
caracteristicas, se puede decir que un vector que tiene la direccién del eje de las cotas puede
tener el mismo sentido del eje o el sentido contrario.

La razén de la preferencia de esos autores en la definicién susodicha estd en que tanto los
dngulos directores como los cosenos directores, que se definirdn en estas notas, permiten
especificar simultdneamente la direccidn y el sentido de un vector.

Por otra parte, en lo que sigue se trabajard con los vectores ajustidndose a la definicién 2.2,
aunque existen otras definiciones, las cuales son empleadas dependiendo del curso que se trate;
por ejemplo, en Algebra Lineal los vectores son elementos de una estructura algebraica llamada
espacio vectorial y deben cumplir diez axiomas de dicha estructura. La definicién aqui enunciada
se empleard expresamente por su utilidad en la Geometria. En lo que sigue, a los vectores se
les representar4 con una linea arriba de la letra, por ejemplo: a, &, N.



DEFINICION 2.3. Se llama segmento dirigido a un segmento de recta en el que se ha asignado
un punto origen y un punto extremo.

En forma grifica un segmento dirigido se representa con una flecha. En la figura 2.1, el punto
origen es A y el punto extremo es B.

e

FIGURA 2.1

2.2 REPRESENTACION GEOMETRICA DE UN VECTOR

En virtud de que un vector tiene magnitud, direccién y sentido, pero no importa su posicién en
el espacio, puede representarse geométricamente con el segmento dirigido que convenga; es
decir, un vector puede representarse por medio de una infinidad de segmentos dirigidos, todos
aquellos que tengan el tamaiio del vector, su direccién y su sentido, por ello, a los vectores asi
definidos se les llama vecrores libres.

2.3 REPRESENTACION ANALITICA DE UN VECTOR

Para representar analiticamente a un vector se usa una terna ordenada de niumeros
reales a = (a,, a,, a,), a los cuales se les denomina componentes escalares del vector o
niimeros directores del vector. Cuando se trabaja en el plano, puede utilizarse con una pareja

ordenada de niimeros reales o con una terna que tiene una de las componentes nula, dependiendo
del plano en el que se represente. En un aspecto abstracto, un vector suele definirse como una

eneada ordenada de nimeros reales, pero se insiste en el hecho de que en estas notas se usardn
los vectores con fines geométricos.
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DEFINICION 2.4. Sea el vecror v = (v, vy, v3) Sidicho vector se representa por el segmento
dirigido AB donde su punto origen es A(a,, a,, a)) y su punto extremo B(b,, b,, b)); las
componentes escalares del vector son: v\ = by - a;; v, =b, - ay; v, = b, - a,

EJERCICIO 2.1. Sea 2l segmento dirigido P_Q, donde: P(-1, 3, 0), Q(0, -3, 4). Determinar los
componentes escalares del vector representado por el segmento dirigido.

SOLUCION:
a=0 -(-1), -3 -3,4 -0 = (1, -6, 9).

EJERCICIO 2.2. Sea el vector N = (0, 0, 7). Determinar las coordenadas de los puntos origen y puntos
extremo de dos segmentos dirigidos que representen al vector.

SOLUCION:

Un segmento dirigido puede tener como punto origen el origen del sistema coordenado, entonces su punto
extremoes (0,0, 7), yaque (0,0,7) =(@© -0,0 -0, 7 - 0).

Otro segmento dirigido puede ser el que tiene por punto origen M (1, 1, 1), y como punto
extremo N (1, 1 8).

EJERCICIO 2.3. Sea el vector & = (-4, 8, 0). Si un segmento dirigido que lo representa tiene como
punto origen a A (2, ~1, 5); obtener las coordenadas del punto extremo del segmento.

SOLUCION:

Como los mimeros directores del vector se obtienen por las diferencias de las respectivas coordenadas
de los puntos limitantes del segmento dirigido, entonces b, = a, + u; para cada una de las
componentes. Finalmente:

by=-4+2=-2 b =8+ (-1)=7 b;=0+(-5)=-5.

El punto es
B(-2, 7, -5).

2.4 OPERACIONES CON VECTORES

DEFINICION 2.5. Se llama vector nulo o vector cero a 0 = (0, 0, 0). EI vecror nulo tiene
magnitud nula y no tiene definida ni su direccién ni su sentido.
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La representacién analitica escogida permite determinar las caracteristicas geométricas de un
vector; es decir, su magnitud o médulo, su direccién y su sentido.

Como se ha dicho, un vector es libre porque puede representarse en cualquier posicién del
espacio por medio de un segmento dirigido que tenga el médulo del vector, su direccién y su
sentido; sin embargo, existen otro tipo de vectores muy itiles, por. ejemplo, los vectores de
posicién que se definirdn inmediatamente; pero obsérvese que si se dice "un vector" sin
especificar que es de posicién, o con alguna otra distincién, se considerard como vector libre.

DEFINICION 2.6. Se llama vector de posicion de un punto P (p,, p,, P;) aquel que tiene su
punto origen en el origen de coordenadas y su punto extremo en el punto P.
Su representacién es igual a la de cualquier vector, pero se diferencia por afadirle la

especificacién de posicién. Es obvio que las componentes escalares del vector de posicion del
punto P son iguales, numéricamente hablando, a las coordenadas de P. Entonces:

P = (p; Py P3)-

2.4.1 MAGNITUD O MODULO DE UN VECTOR
La magnitud o mddulo de un vector es el tamafio de cualquier segmento dirigido que lo

representa. La determinacién del médulo puede hacerse por métodos gréficos, pero en forma
analitica se obtiene por la expresion:

~ [T 2. 3
la| = ya; + ‘122 * o
donde a,, a,, @, son las componentes escalares del vector.

Algunos autores le llaman al médulo de un vector "su norma“. Esta designacién no es
incorrecta, pero es mds acorde con un curso de Algebra Lineal donde no se alude a un
significado geométrico directo.

La expresion anterior tiene su justificacion en la aplicacidn reiterada del teorema de Pitdgoras.
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FIGURA 2.2

En la figura 2.2 se ha representado al vector a con el segmento dirigido OP. Se ha elegido
como su punto origen al origen del sistema coordenado, con lo cual no se pierde generalidad por
las razones expuestas. En dicha figura pueden observarse las distancias a,a, y a; queson
las componentes escalares del vector. Del tridngulo recténgulo OPQ se tiene

a| = 1+ a}

Por otra parte, del tridngulo ORQ, rectdngulo también:

| = fa? + 42
=ya, Tt q

Sustituyendo en la expresién anterior:

la| = Ja} + a; + a3

Obsérvese que el vector nulo tiene magnitud cero.

DEFINICION 2.7. Un vector es unitario si su médulo es igual a la unidad.

En particular, los siguientes tres vectores unitarios son muy titiles en el Algebra Vectorial:
i=(1,0,0; j=(,10; k=(,0,I).

Es de suma importancia no confundir las notaciones de vector, de punto y de escalar; sin
embargo, los vectores unitarios arriba definidos son tan conocidos, que se permite dejar de
escribir la linea superior a las letras i, j o k.
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2.4.2 DIRECCION Y SENTIDO DE UN VECTOR

Como se explicé en lineas anteriores, algunos autores prefieren definir como direccién a lo que
aqui llamamos direccién y sentido. La razén es que para determinarlas analiticamente se emplean
los mismos elementos matematicos.

DEFINICION 2.8. Los dngulos directores de un vector son los que forma un segmento dirigido
que representa a dicho vector con los ejes coordenados.

Asi, en la figura 2.3 pueden observarse los d4ngulos directores del vector v que
son «, B y vy; donde « es el dngulo que forma el segmento dirigido con el eje de las
abscisas; B, el formado con el eje de las ordenadas y y, con el de las cotas. Con esta
definicién, los dngulos directores varfan entre cero y ciento ochenta grados, y como puede
comprenderse, la direccién y el sentido estardn determincdos.

<|

" A

FIGURA 2.3 FIGURA 2.4

EJERCICIO 2.4. Sea un vector que tiene por dngulos directores: a = 90°, p =0°, y = 90°;
determinar los dngulos directores de otro vector que tenga la misma direccién pero sentido opuesto.

SOLUCION:

Cualquier vector que presente los dngulos directores que se conocen tiene la direccién y el sentido del
eje de las ordenadas, como puede apreciarse en la figura 2.4. Entonces, para que otro vector tenga la
direcci6én del mismo eje, pero de sentido opuesto, sus dngulos directores:

« =90°, P =180 y y =90°
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[
B
Y cans man.

FIGURA 2.5

DEFINICION 2.9. Los cosenos directores de un vector son los cosenos de sus dngulos
directores.

a a, a3

cose = —; cosPp = —=; cosy = —

|a| lal |a]
Como es I6gico, un coseno director puede ser positivo, negativo o nulo, dependiendo de que su
dngulo director correspondiente sea agudo, obtuso o recto, respectivamente. Si un coseno
director es igual a la unidad, el dngulo director es cero y si el coseno director es igual a uno
pero con signo negativo, su correspondiente dngulo director es de ciento ochenta grados.

Un vector nulo tiene direccién y sentido indeterminados.
Noétese que los vectores unitarios i, j y k tienen la direccién y el sentido de los ejes de las

abscisas, de las ordenadas y de las cotas, respectivamente.

TEOREMA 2.1. Sea el vecior no nulo a = (a,, a,, a;). Entonces sus cosenos directores
cumplen con ycoste + cos?p + costy = 1.

En efecto:

) 3 3
a a
Jeos?a + cos?p + cos?y = [—— + ‘:2 P SO
la)* la* |a?

Z_. 2 2
Jal ta4 ta

la?
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|a]?

1 yaque |a|l =0

Q.E.D
COROLARIO 2.1. Un vector unitario tiene por componentes escalares sus cosenos directores.
La demostracién es obvia.
EJERCICIO 2.5. Determinar los 4ngulos y los cosenos directores del vector v = (0, 0, -2).

SOLUCION:

Para la solucién de este ejercicio no es necesario aplicar las expresiones analfticas, pues basta con
observar que el vector tiene sus primeras dos componentes escalares nulas y la tercera no nula; por lo
tanto, su direccidn es la del eje de las cotas.

Por otra parte, al tener ¢l vector su tercer mimero director negativo y los otros dos nulos, significa que
su sentido es contrario al del eje de las cotas. No obstante las consideraciones anteriores, se obtendran
sus caracterfsticas empleando las expresiones:

[v] = yO? + 0 + (-2)* =2

cosa=-q=0;
2

cos|3=g=0;
z
-2

cosy = — = -1.
v 2

Ahora para los 4dngulos directores:
o =f =ang cos 0 = 90°;

y = ang cos (-1) = 180°.
EJERCICIO 2.6. Sea un vector & del que se conocen dos de sus cosenos directores

cos‘}: l,COSY'—'l;
, 3 2

calcular el otro de sus cosenos directores.
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SOLUCION:
De acuerdo con la expresion ycos’a + cos?p + cos? y = 1, si se eleva al cuadrado en
ambos miembros: '

cos’a + cos’p + cos’y =1
Entonces:
cos’a =1 -~ cos?p - cos’y
Sustituyendo:
coste =1 -1 -1 .3
4 12
Finalmente:

cosa = L3
23

Obsérvese que existe otra solucion si se considera el signo negativo de la rafz.

EJERCICIO 2.7. Determinar los dngulos directores de un vector que tenga sus mimeros directores

positivos y que sus cosenos directores sean iguales.

SOLUCION:
Seael vector a = (a,, a,, a;); paraque cos « = cos B = cosy, debecumplirseque a, = a,
entonces a@ = (a,, a,, 4,); a,# 0, por lo tanto,

q,
cos & = =
T, 2T 3
a +a +aq
p)
3a,
-4
a3
y como a, # 0, W3
cosa =

= a
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finalmente:

o =p =y =5474°

DEFINICION 2.10. Dos vectores @ = (a,, a,, @;) 'y b = (b, by, b)) son iguales si y sélo
si ag =b, a, =b, a;=Db,

DEFINICION 2.11. La adicién de dos vectores es la operacion entre a=(a,ay,a) Yy
b = (b, by, b)), de tal manera que a + b = (a, + by, a, + b,, a3 + by).
2.4.3 PROPIEDADES DE LA ADICION

TEOREMA 2.2. Sean los vectores a = (a,, a,, ay), b= (b, by, b)) y C = (¢, €5 C5);
entonces: '

i) a+ b esunvector ... cerradura,

i) a+(b+c)=(a+b)+7C ..asociatividad,

iii) 30=(,0,0) |0 +a =a ... existencia de elemento idéntico;
ivy Va3l -a| -a+a=o0 .. existencia de elementos inversos;

vJ a+b=>b+a .. conmutatividad.

La demostracién de estas propiedades es muy obvia; sin embargo, a manera de ejemplo, se
realizard la del inciso ii:

En efecto:
G+ (b+T)=(a,aya) + (b, by b) + (c}y & &) =

= (a,, a5, a;) + (b + ¢, by + ¢y, by + ¢y =

=[a, + by +¢c)a, + (b, *+ ¢, a;+ (b +cy =
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=[(ay * b) * e, (@ * b) + ¢y (ag + by + ¢j] =

Q.E.D.

Observaciones:

— El conjunto de vectores y la operacién de adicién con las cinco propiedades enunciadas
forma una estructura algebraica que se conoce como grupo abeliano.

— El elemento idéntico aditivo es el vecror nulo.

— Cada vector tiene un inverso aditivo, el cual tiene las mismas componentes pero con signo
contrario, con excepcion del vector cero.

— La operacién se llama adicion y el resultado de ella es el vecror suma o simplemente la
suma.

2.4.4 REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA ADICION

Como se explicd, un vector puede representarse por una infinidad de segmentos dirigidos, de
manera que puede usarse aquel que mds convenga, tan sélo hay que tener la precaucién de que
el segmento tenga la magnitud, la direccidn y el sentido del vector que representa. Esto hace que
dos vectores cualesquiera puedan representarse siempre por medio de dos segmentos dirigidos
que estén alojados en un plano. No se estd hablando de un plano coordenado, si asf conviene
podria elegirse un sistema coordenado en el que se haga coincidir el plano que contiene a los
vectores con alguno de los planos coordenados.

Por otra parte, los segmentos dirigidos seleccionados pueden colocarse de tal manera que sus
puntos origen coincidan con algtin punto conveniente. En lo que sigue se presentardn dos
maneras de representar geométricamente la adicién de vectores. Por facilidad, se usardn como
sinénimos las palabras vector y segmento dirigido, aunque ya se sabe que no lo son.

i) Regla del paralelogramo. Los vectores sumandos se colocan de tal manera que sus puntos
origen coincidan. Por el punto extremo de cada segmento se traza una recta paralela al otro
vector, de modo que al cortarse con la paralela al otro vector formen un paralelogramo. En la
figura 2.6, se representa el paralelogramo ABCD, donde dos lados adyacentes alojan a los
vectores sumando # y v. Posteriormente, se traza el segmento dirigido que tiene su origen en
el punto comiin a los origenes de los dos sumandos, A en la figura; y su extremo en el punto

35



de intersecci6n de las dos paralelas, C en la figura. Ese segmento dirigido representa al vector
suma # + V. Esta forma de representacién geométrica es de mucha utilidad en Mecénica. Allf

se le llama al vector suma resultante.
C

FIGURA 2.6

ii) Regla del tridngulo. Otra forma de representacién consiste en colocar dos segmentos
dirigidos, de tal manera que el segundo sumando tenga su punto origen que coincida con el
punto extremo del primero. El vector suma se representa con un segmento que tiene su origen
en el origen del primero y su extremo en el extremo del segundo.

(v}

FIGURA 2.7

Esta representacién permite sumar varios vectores con una misma figura, aunque no es posible
asegurar que mds de dos puedan estar alojados en un plano.

DEFINICION 2.12. Sean los_ vectores ay b; se liama sustracciéon a la operacion:
a-b=a-+ (- -b ); donde b es el inverso aditivo de b.

Esta definicién expresa que la sustraccién de dos vectores se realiza cuando al vector minuendo
se le agrega el inverso aditivo del sustraendo. La anterior consideracién tiene sus ventajas desde
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el punto de vista tedrico; sin embargo, desde un enfoque prictico basta con restar las

componentes del sustraendo a las componentes del minuendo; es decir, si
a = (a,, a, a,); b = (b,, b, by);
entonces:
a-b=(a -b,a,-b,a, - b
EJERCICIO 2.8. Sean los vectores m = (-1, 2, 5); 7 = (3,-4, 7). Obtener:
aym+ n
bym - n
¢) las componentes escalares de un vector x, de tal manera que m + X = .

SOLUCION:
a) m+n-=(-1275) + 3,4,

= (2,-2, 12).

b) m-n=(1275 -@3,-4,7

= (-4, 6,-2).

¢)Si m + X = n, entonces
X=n-m
por tanto:
x = (4,-6, 2).

Obsérveseque m - n 'y n - m tienen la misma magnitud, la misma direccién, pero sentidos opuestos.

DEFINICION 2.13. Sean el vector @ = (a, a,, a)) y el escalar A € ®; se llama
multiplicacion de un vector por un escalar o simplemente multiplicacién por un escalar a la

operacion:

Aa = (Aa,, Aa,, Aay).
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2.4.5 PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

TEOREMA 2.3. Sean los vectores a = (a, a,, ay), b = (b, by, by); y sean los
escalares A,, A, € #. Entonces:

i) Aa es un vector

i) (A *+ A)E = Aa + Mg
i) A,@ + b) =A@ + Ab
) A,(0,3) = (A,A,)7

V) la = a.

El conjunto de vectores junto con las propiedades enunciadas en los teoremas 2.2 y 2.3 forman
una estructura llamada espacio vectorial, 1a cual se estudia en Algebra Lineal.

Las demostraciones también son sencillas y se efectuard sdlo la del inciso iv.
A (A,a) = A[A(ay, a,, a)] =
= A(X,q,, A4, Aa) =
= [A,(2,a), A (X,8,), A (R,a5)] =
= [(AA,)a,, (AA)a,, (A A)a,] =

= (M\A)a
Q.E.D.

Otras propiedades interesantes de esta operaci6n se presentan en los teoremas que se enuncian
a continuacién.

TEOREMA 2.4. Sean el vector a = (a,, a,, a;) y el’escalar A; entonces:

iy0a=o;
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iy o o

Las demostraciones son obvias.

TEOREMA 2.5. Sean el vector a = (a,, ay, a)) v el escalar A; entonces, A a:
i) tiene médulo |\ |lal;

ii)si A >0, el vecror Aa tiene la misma direccion y el mismo sentido que a,
iii) si A <0, el vector Aa tiene la misma direccion y sentido opuesto que a.

En conclusidn, el resultado de multiplicar un escalar no nulo por un vector diferente del vector
cero, €s un vector con la misma direccién que la del original, con magnitud igual a la del vector
original multiplicada por el valor absoluto del escalar y con sentido igual al del original si el

escalar es positivo, o contrario si es negativo.

En efecto:

i) |Aa| = |(Aa,, Aa,, Aa))| =

J(ha)? + Aa)? - (Aay? =

2,2 2.2 2,2 _
\/lal+la2+la3 =

2, 2 2 2, _
‘/A(al +a, +a)) =

[2,2 2 2 _
A (ll+(12+a3—

tA |a] =

Pero como el médulo de un vector debe siempre ser no negativo:

|Aa| = |A] |a]
Q.E.D.
ii) La direccién y el sentido de a estdn dados por:
a a a
COS® = —-; cosp = —=; cosy = —
a la| la|
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Por otra parte. el primer coseno director de Aa = (Aa,, Aa,, Aa,) es:

Aa,
Cosal = 'I—):arl
Por la conclusidon del inciso i):
Aa,
coso, = =
' |allal
pero A > 0, entonces:
Aa,
COS(?(l S e— =
Alal
4
la]

que es igual al primer coseno director de a; los otros cosenos directores son respectivamente
iguales a los de a , como se puede demostrar siguiendo un procedimiento andlogo.

iii) La demostracién se deja al lector como ejercicio.
COROLARIO 2.2. Sea el vecior no nulo a = (a,, a,, a,); un vector unitario con la misma
direccion y el mismo sentido que a  es:

- 1
u=-— (a, a, a,)

|a|
2.4.6 REPRESENTACION TRINOMICA DE UN VECTOR
Los vectores se representan analiticamente por medio de ternas ordenadas de nimeros reales;
sin embargo, también suelen representarse con la llamada representacién trinémica, la cual
consiste en la utilizacion de los vectores unitarios /i, j y k; y las operaciones de adicién de
vectores y multiplicacién por un escalar, de acuerdo con el siguiente teorema.
TEOREMA 2.6. Sea el vector a = (a,, a,, a,); entonces a = a, i +a,j + a, k.

En efecto:

a, i +a,j+a,k=a(,00) +ay0,1,0) +ay0,0,1) =
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=(a,0,0) + (0,4, 0) + (0,0, a,) =
=(@,a,a)=a

Q.E.D.

EJERCICIO 2.9. Sean los vectores & = (2,-3, 5), v (1, 2,-3); obtener las componentes  del
vector w, de tal maneraque # + 3v + w = o,

SOLUCION:

W=o-i-37-

0, 0, 0) - (2,-3,-5) - 3(, 2,-3) =
= (-2, 3, 5) - @3, 60-9) =
= (-5,-3, 14).

EJERCICIO 2.10. Obtener un vector T que tenga la misma direccion que 5§ = -2i + j + 2 k, pero
con médulo igual a nueve unidades y con sentido opuesto al de 5.

SOLUCION:

Primero vale la pena encontrar un vector unitario con la direccion requerida:

i;: l (—2i+j+2k)=
V-2 + P+ 2

1 .
—(-2i+j+2k =
3¢ J )

Ahora, si este vector se multiplica por el escalar -9 se modificard en un vector con la magnitud nueve
y con sentido inverso, ya que el escalar es negativo:

§=—9p=—9(—_gi+l'+zk)=
3 3 3

=6i-3j-6k
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2.4.7 MULTIPLICACION DE VECTORES

Existen dos maneras diferentes de multiplicar vectores. En la primera de ellas el resultado es un
escalar, por lo que se le lama producto escalar; mientras que en la segunda, el resultado es un
vector y se conoce como producto vectorial.

2.4.8 PRODUCTO ESCALAR

DEFINICION 2.14. Sean los vectores a = (a,, a,, a) y b = (by, by, by). Sellama producto
escalar, producto interno o producto puntode ay b a a -b = ab, + a,b, + a;b,

El nombre de producto escalar resulta del hecho de que el resultado de multiplicar dos vectores
de esta manera es un escalar. Por otra parte, se le llama producto interno porque con “este
nombre se conoce en Algebra Lineal a una operacién que cumple con ciertas caracteristicas y
como esta multiplicacién de vectores las cumple, si se trata de un producto interno. Finalmente,
por la notacién empleada se le nombra prodiicto punto.

Es frecuente que los alumnos pregunten cudl es el significado geométrico de esta operacion y,

directamente, no existe. Tiene muchas aplicaciones no sélo en la Geometria, pero no una
interpretacion directa.

2.4.9 PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

TEOREMA 2.7. Sean los vectores a = (a,, a,, a;); b = (b, by, by); € =(c;, €3 €35 Y
el escalar A € R. Entonces:

Da-b=>b-a
iVa- b+ =a-b+a-c
iii) A@ - b = A(@ - b);

ivia-a>0, si a=0.

Las propiedades enunciadas en el teorema 2.7 son las que hacen que el producto escalar sea un
producto interno, de acuerdo con el Algebra Lineal.
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La demostracién de las propiedades es inmediata utilizando la definicién del producto escalar.
A manera de ejemplo se demostrard la propiedad iv:

En efecto:

a-a=aa +aa, +aa =
I TS T
=4 *a; t+a
perosi a # 0, entonces:
2 2 2
a, +a, +a, >0

Q.E.D.
De esta propiedad se desprende el siguiente corolario.

COROLARIO 2.3. Sea el vector a = (a,, a,, a,), entonces a - a = |a|>.

En efecto:
=al +a} +al - (1)

a
Q)
I

por otra parte,

la| = Ja} +a; + a3

elevando al cuadrado:
@ =af +a; + a7 - @
como los segundos miembros de las expresiones (1) y (2) son iguales, se concluye:

a-a-=|a
Q.E.D.

EJERCICIO 2.11. Sean los vectores § = (4,-2, 0),  =-3i + 5j -k. Calcular 5 - 7.
SOLUCION:

51 = @)=3) + (-2)5) + O)-1) =
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= -12 -10 + 0 = -22.

EJERCICIO 2.12. Sea el vector N = (1, 2, 3). Determinar el conjunto de vectores B, que cumplan
con N-B =0.

SOLUCION:
Si _
B=bi+bj+bk
entonces:
N - B = (1)b) + )by + (3)by) = 0
por lo que:
b, +2b, +3b, = 0

si

b, =x, b=y

by = -(2x + 3y)
finalmente:

(§|§=(-2x-3y,x,y)conx,ye$.}

TEOREMA 2.8. Sean los vectores a = (a,, a,, a,); b= (b, b,, by); entonces

a - b= |a||b| cos 8, donde © es el dngulo que forman dos segmentos dirigidos, con sus
orfgenes concurrentes que representan a los vectores.

En efecto:

Sia+*ib, AeR, A =0 Supéngase que los vectores estdn representados geométricamente

por los segmentos dirigidos de la figura 2.8, los cuales estdn alojados en dos lados contiguos de
un tridngulo:
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FIGURA 2.8

por la ley de los cosenos:
I? = |a? + |b]* - 2|a]|b] cos ©
2|a]|b| cos 8 = |a|* + |b]? - |2

pero, de la figura 2.8:

2]
1}

2
|

S

entonces: _ _
21| |b| cos 8 = |a? + |b] - |a@ - BJ?

[l
&
D)
+
S
ol

2|a||b] cos 6 -@-b-@-b
por distributividad:
2|@||b| cos® =a-a+b-b-a-a+a-b+b-a-b-b
cancelando y tomando en cuenta la conmutatividad:
2|al|b| cos 8 = 2(@ - b)

finalmente:

|@||bl cos ® =a - b
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Sia=Ab, AeR, A =0

pero:

>

o

Sl
I

l(l;'l;)=

M1z (1)
Por otra parte, se requiere demostrar que:
Ab - b = |Ab]||b|cos 6 =
= |A]|b||]cos B
entonces, la igualdad:
A[616] = |2[]b]|blcos
se cumple para
A>0si 6=0°

ypara A <0 si 6 = 180°.
Q.E.D.

El teorema anterior permite calcular el producto escalar de dos vectores de otra manera diferente
a la definicion; sin embargo, no es en ese hecho que radica su importancia. En primer lugar,
dicho teorema ofrece la posibilidad de calcular el dngulo que forman dos vectores; por otra
parte, proporciona las bases para determinar las condiciones de paralelismo y perpendicularidad
de dos vectores.

2.4.10 ANGULO ENTRE DOS VECTORES

De la afirmacion del teorema 2.8, se tiene que: -

a-b = |a]|blcos 6
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entonces:

] -
g -
a-‘b
COSG-‘-—-——;—-

|a] |bj
o bien:

|
S

6 = ang cos

Y
=

Es evidente que las dos expresiones anteriores sélo son vilidas si ambos vectores son diferentes
del vector cero y, geométricamente, esto es 16gico pues el vector nulo no tiene definida una

direccién y no podria hablarse del dngulo que forma éste con cualquier otro vector. Mds
adelante, se retomardn estas ideas.

Obsérvese que el producto punto de dos vectores no nulos al ser un escalar, puede ser positivo,
negativo o nulo. Por la tesis del teorema 2.8 puede deducirse que si el producto escalar es
positivo, el coseno del dngulo que forman los vectores también es positivo, entonces dicho
dngulo es agudo:

ol
o]}

FIGURA 2.9

Por otra parte, si el producto interno es negativo, el coseno también es ncgativo y, por lo tanto,
el dngulo que forman los vectores es obtuso:

FIGURA 2.10
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Finalmente, si el producto escalar es nulo, el coseno también y el dngulo que forman es recto:

b

90°

FIGURA 2.11

De esta ultima conclusidn se tiene la condicién de perpendicularidad entre dos vectores.

2.4.11 CONDICION DE PERPENDICULARIDAD DE DOS VECTORES

TEOREMA 2.9. Dos vectores @, b son perpendiculares siy sélo si @ - b = 0.

Obsérvese que en el teorema 2.9 no se excluye la posibilidad de que alguno o ambos vectores
factores sea el vector nulo, lo que ocurre es que se aceptard que el vector cero es perpendicular
a todos los vectores.

En los cursos de Geometria Analitica suelen utilizarse como sinénimos los términos
perpendicular y ortogonal, y en estas notas también lo haremos, aunque en rigor no sean
sin6nimos. El estudiante de Algebra Lineal aprenderd que para otros productos internos debemos
distinguir estos dos conceptos, pero como sélo se empleard el producto escalar, pueden
considerarse sinénimos.

2.4.12 UNA CONDICION DE PARALELISMO DE DOS VECTORES NO NULOS
TEOREMA 2.10. Dos vectores no nulos a, b son paralelos si a = Ab, AeR A=#0.

La demostracion se apoya en la del teorema 2.9 y se deja al lector.

Cuando se trabaje con el producto vectorial se enunciaré otra condicién de paralelismo entre dos
vectores; sin embargo, para fines prdcticos, la ya enunciada es mds sencilla en su aplicacién.
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EJERCICIO 2.13. Calcular el d4ngulo que forman los vectores
u=-i-j+akyv=(2-3,~1).

SOLUCION:

<l

0 = ang cos A A
lee] ]

D@ + (-1(3) + @D

= ang cos =
W1 +1 +16+/4 +9 +1
- angcos 234
V18 /14
= ang cos 3.
V252
= 100.89°

EJERCICIO 2.14, Obtener la representacidn analitica de un vector que sea perpendicular
au (3, -1, 3); que sea paralelo al plano XY y que tenga médulo igual a 10 unidades.

SOLUCION:

Un vector v = (v, v, V), perpendicular a &, debe cumplir con:
BV =0G,-1,3) - (v, vy ) = 0
entonces:
v, - v, + 3y, =0
pero cualquier vector paralelo’al plano XY tiene la caracteristica:
V= (v, 0
tomando en cuenta esto:
vy ~v, =0

v, = 3y,
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entonces:
v = (v, 3v, 0)
como el vector debe, ademds, tener magnitud de diez unidades:
i+ ovi =10
J1ov = 10

elevando al cuadrado ambos miembros:

finalmente, un vector con las caracterfsticas deseadas es:
v = ~/10 i - 3/10 j.

EJERCICIO 2.15. Obtener un vector que sea perpendicular al tridngulo que tiene como vértices a los
puntos A(3,-2,-1); B(1, 2,-2); C(4,-5,-5).

SOLUCION:
Si se determinan dos segmentos dirigidos alojados en dos lados del tridngulo y se obtiene un vector que
sea perpendicular a ambos lados, también lo serd al otro lado pues un tridngulo siempre est4 en un plano;
de manera que:

AB =(1-3,2+2,-2+1) =(-2,4,-1)

AC = (4 - 3,5 +2,-5 + 1) = (1,-3,-4)

Sea el vector p = (p,, p,, Py), para que sea perpendicular a AB debe cumplirse:

AB -p =0,
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entonces:

(-2, 4,-1) - (P, P P)) = 2p, +4p, - p; = 0
andlogamente, para que sea perpendicular también a AC:
AC -p=0;

(1, -3,-4) -y, ppp) =p, - 3p, -4p; =0

multiplicando ambos miembros de la ecuaci6n (2) por 2 y suméndola a la ecuacién (1):

-2p, -9, =0

. (1)

.. (2)

.. 3)

como se tiene una ecuacién con dos variables, existe una infinidad de soluciones;

si p, = 18, sustituyendo en (3):

py =4

llevando estos valores a (l‘):

p, = 38
de manera que un vector perpendicular al tridngulo es:

p=38i+18j-4k

Este ejercicio puede resolverse de una manera més préctica, una vez que se enuncie el producto vectorial

de dos vectores. Se recomienda al lector repase el ejercicio 2.19 en ese momento y vea su solucidn.

2.4.13 COMPONENTE VECTORIAL DE UN VECTOR EN LA DIRECCION DE
OTRO Y COMPONENTE ESCALAR DE UN VECTOREN LA DIRECCION

DE OTRO

DEFINICION 2.15. Se llama componente vectorial de un vector @ en la direccién del

vector b ala proyeccién perpendicular de a sobre la direccién de b.

Puede imaginarse esta componente como la “sombra" del vector a sobre la direccién de b.

La notaci6n que se utilizard es comp vect; a, aunque otros autores usan comp vect aj.
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FIGURA 2.12

A la componente vectorial suele llamdrsele también proyeccion de a en la direccion
de b. Entonces, su notacion es proy; a.

Reflexionando un poco puede deducirse que la comp vect; a al ser un vector tiene magnitud,
direccién y sentido. Su direcci6n es la misma que la del vector b, su sentido sélo puede ser el
del vector b o el contrario, y su magnitud se obtiene a continuacion:

Sean los vectores a, b, mostrados en la figura 2.13:

s
ap- Y
cO

FIGURA 2.13

del tridngulo rectdngulo que tiene por lados concurrentes @ y comp vect; a

|comp vect; a| = |a| |cos 6] o (D
La expresién (1) permite calcular el médulo de comp vect; a pero no resulta préctica. Si se
multiplica y divide el segundo miembro de (1) por |b], lo cual siempre es posible hacer, dado

que |b| = 0, puesto que no puede ser el vector nulo porque tiene que definir una direccién en
la cual se va a proyectar a;
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|a] |b] |cos 6]
||

\comp vect; a| =
pero |a] |b| cos 8 = a - b.

Ademds, como se explicé, el cos 6 puede ser positivo, negativo o nulo y el médulo de un
vector no puede ser negativo, de manera que la magnitud de la componente vectorial estard dada
por:

|comp vect; a| = la b

6]

En las aplicaciones, el signo del producto escalar a - b es importante, pues expresa:
i) si cos 6 >0, el dngulo 8 que forman ay b es agudo y, por lo tanto, la proyeccién
de a en la direccién de b tiene el mismo sentido que el vector que recibe la proyeccion;

es decir b;

if) si cos 8 =0, el d4ngulo 8 es de 90° y la proyeccién de a@ en la direccién de b es el
vector nulo;

iiij) si cos 8 <0, O esobtusoy comp vect; a tiene sentido contrario al de b.

Con base en estas consideraciones, la expresién que permite obtener la proyeccién deseada con
mddulo, direccién y sentido es:
comp vect; a = 2 L —I:-
6| |b]
puesto que al multiplicar el escalar que sefiala el médulo y el sentido de la proyeccién por un
vector unitario en la direccion y sentido de b, se obtiene el vector requerido.

Al escalar citado, se le conoce como la componente escalar de a en la direccién de b y se
representa por:
- _a-b
comp esc; @ = —
||

Como se menciond la comp esc; a es positiva si la proyeccién de a en la direccién de b y

el vector b, que recibe la proyeccidn, tienen el mismo sentido; es nula si son ortogonales y es
negativa si son de sentidos opuestos.
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EJERCICIO 2.16. Sean los vectores a = 3i - 6j + 9k y b= (-1, 1,-1)

a) comp esc; a;

b) comp esc; b;
c) comp vect; a;

d) comp vect; b;

SOLUCION: -
~_a-‘b
a) comp esc;a = —— =
5
_ (3,-6,9) - (-1, 1,-1)
V(-1 + Q) + (1P
=3-6-9.
V3
--18
V3
b) comp esc; b= b;a =
|a
. | S
V9 + 36 + 81
=18 __ 6
V126 J14
- _ 5
¢) comp vect; a = comp escp a —IEI_ =
= —E M). =
i
= (69_6’ 6)
d) comp vect; b= comp esc; b ﬁ =
a
= _i (3"6’ 9) - _2 (l, _2’
/& /1%
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EJERCICIO 2.17. Sean los vectores representados en la figura 2.14, alojados en el plano YZ. Determinar:
a) comp esc; v,
b) comp vect; v,

¢) las coordenadas del punto B.

y
B
- v 2
- 45
2 -
A
]
0 ] l4 ) x
FIGURA 2.14

SOLUCION:
a) En este caso no es necesario efectuar ningiin cdlculo, pues por observaci6n:

comp esc; v = -2

El signo negativo se debe a que el sentido de la proyeccién de v en la direccién de &, que es la
misma que la del eje Z, es opuesto al sentido de u.

b) También aquf no es necesario realizar c4lculo alguno:

comp vectz v = (0, 0, 2)

¢) Para obtener las coordenadas de B solamente serd necesario determinar las componentes escalares
de v, pues de acuerdo con la figura 2.15 se tiene: b = a + v,
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FIGURA 2.15

endonde a y b son los vectores de posicién de A y B, respectivamente. Entonces:
a=(0,4,2);

©, 2, 2);

v
pues la componente en Y es igual a la componente en Z, ya que el 4ngulo que forma el vector con el eje
Y es de 45°. Por lo tanto:

b=0,42+022 =64

Finalmente, las coordenadas cartesianas de B son:

B(0, 6, 4).

2.4.14 PRODUCTO VECTORIAL

DEFINICION 2.16. Sean los vectores a = (a,, a, a;)) 'y b = (b,, by, by); se llama producto
vectorial o productocriza a x b = (a, by - a; b)i - (a, b, - a, b)j + (a, b, - a, b) k.

Como se menciond, el nombre de producto vectorial proviene de que el resultado de multiplicar
dos vectores de esta manera es un vector y se llama producto cruz porque la notacién empleada
es con una cruz. Es muy importante que se use la notacién correcta, ya sea para el producto
escalar o para el vectorial, pues como son dos operaciones diferentes podrfa prestarse a
confusiones. Algunos autores, sobre todo europeos, suelen representar al producto vectorial con
la notacién _

alhb.
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La definicién anterior puede ser dificil de recordar, por lo que de manera prictica se sugiere
usar una forma mnemotécnica, la cual consiste en un "pseudodeterminante”:

El lector que conozca el célculo de un determinante de orden tres puede emplear este arreglo
para una operacion préctica.

2.4.15 PROPIEDADES ALGEBRAICAS DEL PRODUCTO VECTORIAL
TEOREMA 2.11. Sean los vectores @, b y . yel escalar » € ®; entonces:
i) axb=-(@bx a); a esta propiedad se le conoce como anticonmutatividad.
i) ax@®+d =axb+axé disributividad por la izquierda;

i) @+b)yxc=axc+bxc distributividad por la derecha;

iv) (A@) x b =a x (Ab) = A(@ x b)

vV oxa=axo-=o.

2.4.16 PROPIEDADES GEOMETRICAS DEL PRODUCTO VECTORIAL

TEOREMA 2.12. Sean los vectores no nulos a y 5, entonces:

i) |axb | = |a| Ib_ | sen 6; donde © es el dngulo que forman los vectores factores;

i) ax b es un vector ortogonal tanto a a como a I;,

iii) el sentidode @ x b es el que se sigue con la regla de la mano derecha; es decir, si el
dedo medio de la mano derecha apunta al prefactor, el dedo pulgar al posfactor, entonces

el dedo indice apuntard al producto, vedse figura 2.16.

vy axb=6w=ay b son paralelos.
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FIGURA 2.16

Casi todas las demostraciones de estas propiedades se efectian usando exclusivamente la
definicién de producto vectorial, por ello no se considera iitil realizarlas aqui; Gnicamente se
haré la del inciso i del teorema 2.12 por tener aspectos interesantes.

i) En efecto:
Sean los vectores @ = (a,, ay, a;), b = (b, b, b,).
Se tiene que
|| |b| sen & = |a] |b] Y1 - cos? 6 =

pero

Qi
S

cos O =

=

8

entonces:

_ - - b}
1) |b] sen 6 = |a| |b| 1-(“_ -] -
=

= J|aPpl* - @ - B =

= J(alz +ay + a3)(b; + by + by) - (ab, + ab, + azb)y’
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desarrollando y simplificando:

|a]|b| sen 6 = ‘/(azb3 - ab)’ + (ab; - ap)? + (a,b, - @b} =
= |a x b)
Q.E.D.
De las propiedades enunciadas se desprenden observaciones muy importantes:
— La multiplicacién de dos vectores en forma vectorial es cerrada.

— Esta operacién no es conmutativa, de manera que resulta imprescindible especificar cudl es
el prefactor y cudl el posfactor.

— El producto vectorial de dos vectores es perpendicular al plano en el que pueden alojarse los
dos factores.

— EI producto vectorial de dos vectores no nulos puede ser el vector cero; por lo que la
propiedad iv del teorema 2.12 constituye la otra condicién de paralelismo anunciada.

De la propiedad i del teorema 2.12 se tiene una aplicacién del producto vectorial a la geometria.

2.4.17 APLICACION DEL PRODUCTO VECTORIAL EN EL CALCULO DEL
AREA DE UN PARALELOGRAMO

TEOREMA 2.13. Sea el paralelogramo de la figura 2.17:

FIGURA 2.17
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el drea del paralelogramo estd dada por:
Area = |7 x b|;

donde a 'y b son dos vectores que se alojan en dos en dos lados no paralelos del
paralelogramo.

En efecto:

De la Geometrfa Elemental se sabe que el 4rea de un paralelogramo se obtiene de multiplicar
las longitudes de la base y de la altura, entonces de la figura 2.17:

Area = |a| h;
pero, de la misma figura se tiene que
h = |b| sen 6;
por lo que:
Area = |a| |b| sen © =
= |a x b|

Q.E.D.

EJERCICIO 2.18. Sean los vectores # =4 i -2j+5k v =(-1,-2,7); determinar:

a) U xv;
b) v x u.
SOLUCION:
i j k
A uxv={4 -25]|=
-1 -2 7
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4 5
-17

-j =

+

,’45
1
-2 7

4-ﬂ
-1 -2

(-14 + 10)i - (28 + 5)j + (-8 - 2)}k =

4i-33j-10k

i j k
b) vxu=[-1-27|-=
4 -25

(-10 + 14)i - (-5 - 28)j + (2 + 8)k =
=4i+33j+10k

EJERCICIO 2.19. Determinar un vector que sea perpendicular al plano que contiene al tridngulo de
vértices A( 3,-2,-1); B(1, 2,-2) y C(4,-5,-5).

SOLUCION:
Este problema fue resuelto en el ejercicio 2.15, pero ahora se har4 usando el producto vectorial y, como
se verd, el tratamiento es mds sencillo. El vector ortogonal a dicho plano se obtiene con el producto
vectorial de dos vectores alojados en dos lados del tridgngulo. En el ejercicio 2.15 se obtuvo la expresién
analftica de dichos vectores, entonces:

i j k

ABxAC=|-2 4 1 |=
1 -3 -4

= (-19,-9, 2)
Como puede observarse, los resultados son diferentes en el ejercicio 2.15 y en éste; sin embargo, ambos

vectores son paralelos. Nétese que sus nimeros directores son proporcionales y en el enunciado se
mencionaba un vector perpendicular lo que significa que no es \inico; y en este caso hay una infinidad.

EJERCICIO 2.20. Calcular el 4rea del pentdgono irregular que tiene por vértices los puntos:
A(l, 4, 1) B0, 4,3) C2,4,7); D@4, 4,5 y EG, 4, 1)
SOLUCION:

Al observar las coordenadas de los vértices, todos estos puntos tienen la misma ordenada, lo que significa
que el pentdgono estd alojado en un plano paralelo al plano XZ, véase figura 2.18:
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i(— PS50 Y
/ ‘
FIGURA 2.18

Si el pentdgono se observa de frente, como se indica por el individuo que aparece en la figura 2.18, lo
que se mirarfa serfa el pentdgono de la figura 2.19:

z c
D
8
A (2
0 X
FIGURA 2.19

entonces, el 4rea del pentdgono es igual a 1a suma de las 4reas de los tridngulos ABC, ACD y ADE.
Ahora bien, para calcular dichas 4reas, puede tomarse en cuenta que el drea de un tridngulo es igual a
la mitad del 4rea de un paralelogramo, como se puede apreciar en la figura 2.20:

b

o]

FIGURA 2.20
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Entonces, el drea del pentdgono es:
Area = %LTBxR] . %|R‘xA_D| . %lA_D x AE|
por lo que es necesario obtener las componentes escalares de los segmentos dirigidos requeridos:

AB=(0-1,4-43-1)=(10,2);

AC = (1, 0, 6);
AD = (3,0, 4);
AE = (2, 0, 0).

Por otra parte, los productos vectoriales son:

i jk
ABxAC=(-102|=0,8,0)
1 06

ijk
Rxm: 106 2(0’14:0);
304

ijk
04|=,8, 0.
200

n
o
X
a
ty
i
)

finalmente;

Area = -;-(8) . %(14) . %(8) = 15 unidades de 4rea.

2.4.18 PRODUCTO MIXTO O TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

DEFINICION 2.17. Sean los vectores a, b y & sellama producto mixto, o producto triple
escalar,a [@a b ¢cl=axb-c

Obsérvese que:

— El resultado de la operacién es un escalar.
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— No se han incluido paréntesis para indicar cudl operacién debe efectuarse en primer lugar,
ya que es obvio que debe determinarse primero el producto vectorial pues el producto escalar
es, l6gicamente, un escalar que no podrfa multiplicarse en forma vectorial por un vector.

— En la notacién [@ b ¢] no se escriben los operadores porque carece esto de importancia,
de acuerdo con la tesis del siguiente teorema.

TEOREMA 2.14. Sean los vectores a, b y c; entonces:
axb-c=a-bxc

El teorema puede demostrarse efectuando las operaciones del miembro izquierdo, después las
del miembro derecho, y comparando los resultados.

TEOREMA 2.15. Sean los vecrores a = (a,, a,, a); b= (b by by) ¥y C = (cp, €3 €);
entonces:

4 4 4
[@ b &=|b b b

¢ 6 G
En efecto:

cl=a-bxc-=

1]
ol |
h—l‘

(@), a5 a3) * [(bye; - bycy), - (b5 = bycy), (b, - byey)] =

a,(bycy - byc) - ay(bie; - bycy) + aybic, - byey) =

b, b, b, b, b, b,
= a, -a + a, =
C, G ¢, ¢ ¢, €
a, a, a,
€ € G

Q.E.D.



2.4.19 ALGUNAS PROPIEDADES ALGEBRAICAS DEL PRODUCTO MIXTO

TEOREMA 2.16. Sean los vectores a, b y c; entonces:

) [@ba=-[@ch
i) [@ba=[pbca=[ab
iii) [a b ¢} =0, si alguno de los rtres vectores es el vector nulo.

La demostracién de este teorema es evidente si se aplica la propiedad de los determinantes, la
cual sefiala que el valor de un determinante cambia de signo si se intercambian dos lineas
paralelas de €I, de manera que en el caso del inciso i, al intercambiar dos renglones, el signo
se altera, mientras que en ii, al hacerse dos cambios de renglén, el valor del determinante no
cambia ni en signo. Esta afirmacién ii) puede enunciarse de la siguiente manera: si se idealizan
tres vectores colocados en una circunferencia, figura 2.21, el producto mixto de estos vectores
puede realizarse tomando como primer vector a cualquiera de ellos y continuar con los que estdn
en la circunferencia en el sentido que siguen las manecillas de un reloj. A esto algunos autores
le llaman cambiar ciclicamente a los vectores.

FIGURA 2.21

La conclusion iii también se deriva de que un determinante vale cero si una linea tiene
tinicamente ceros.

2.4.20 ALGUNAS PROPIEDADES GEOMETRICAS DEL PRODUCTO MIXTO

TEOREMA 2.17. Sean los vectores no nulos a, ¢ y b, entonces:

i) [@ b € =0 siy sélo silos tres vectores pueden alojarse en un plano.
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ii) El valor absoluto de [a b T) es igual al volumen del paralelepipedo que tiene alojados
en tres lados concurrentes a uno de sus vértices a los vectores a, b y c.

FIGURA 2.22

En efecto:

i) Si a, b y ¢ pueden alojarse en un mismo plano, axbes perpendicular al plano que
contiene a ¢, por lo tanto, @ x b - ¢ = 0. Por otra parte, si @ x b - ¢ = 0 implica
que a x b 1 ¢, esto significa que el vector ¢ puede alojarse en el plano que contiene
aayab.

iy [@bc=axb-c-=
= |a x b| |c] cos ¥

ol
x

FIGURA 2.23

Pero por el teorema 2.13 se tiene que la x b | es igual al 4drea del paralelogramo que tiene por
lados concurrentes a a@ y a b, que es la base del paralelepipedo de la figura 2.23. De esa
misma figura se tiene que:

h = |c| cos ¥,
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por lo que:
@b d=|axblh=V
Q.E.D.
EJERCICIO 2.21. Calcular [u v W] si:

#=(231, vV=j-4k w=(3,5,-6)

SOLUCION: 231
[t v wp=|0 1 -4]|-=
3 5 -6

=

1 -4 0 -4 01
-3 +
3 -6 35

= -2(14) -3(12) + (-3) = -67.

El Algebra Vectorial suele utilizarse para demostrar teoremas de la Geometria Elemental, lo que
en ocasiones resulta mds simple que usando los recursos propios de la Geometria. Se presenta
como ejemplo el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 2.22. Demostrar que si el drea de un tridngulo rectdngulo es igual a un cuarto del cuadrado
de su hipotenusa, entonces el tridngulo es isdsceles.

ol
of

80°

a

FIGURA 2.24



En efecto:

Sea el tridngulo rectdngulo de la figura 2.24, en el que se han alojado arbitrariamente tres
vectores; esto significa que la asignacién del sentido de los vectores no influye en la

demostracidn.
Por hipétesis:
Area = lIE 2
4
pero
Area = ll&' x b
2
igualando:
l,- 7| 1 2
—la x b} = =|c
@ x b] = 2]

| . 1,-
—|al|b| sen 90° = =|c|?
(a1 e

2(a||b| = |2

Por otra parte, por ser un tridngulo rectdngulo se cumple el teorema de Pitdgoras:

a? + [b* = Ic?
igualando (1) y (2):
lal® + |b]* = 2/allb|
al* - 21a|lb] + [b* = 0
(1a] - [B]f* =0
a| - |b] =0
ja = |b|

por lo que el tridngulo es isdsceles.
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2.1

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Sea el segmento dirigido AB = (-2,-2, 5); si su punto extremo es B(7,-5, 6),
determinar las coordenadas de su punto origen A.

Sea el vector u = (-1, 4, 7), si se representa con un segmento dirigido que tiene su
punto origen en A(3,-3,-2), determinar las coordenadas de su punto extremo.

Determinar el valor del escalar A € &, de tal manera que |a] = A|b| si
a=i-8j+32k b-=(-26-9)

Determinar las coordenadas del punto extremo del segmento dirigido con punto origen
coincidente con el origen de coordenadas y que representa a un vector con dngulos
directores obtusos e iguales, y con médulo igual a 27 unidades.

Sean los vectores u =i ~ 4 k;
vector X, de tal manera que & - 2V +

v=0,-50); w=(@,9, 3). Obtener el
X =w

Demostrar que para cualquier pareja de vectores @ y b se cumple:
@ + b| < |a] + |b|.

Comprobar que los puntos A(3, 8,-5), B(-1,0,5) y C(-3,-4, 1) forman un tridngulo
rectdngulo y determinar en cudl vértice se tiene el 4ngulo recto.

Sea el vector unitario u = 2 i +u,j- 1 k. Determinar un vector v de magnitud 36
unidades y que tenga la misma direccién que # (Hay dos soluciones).

Determinar comp vectza si a = -3i+2j-2ky N es un vector perpendicular
simultineamente a # = (-8, 0, 1) ya v =2 - k.

2.10. Determinar comp vect; a y comp vect; a, para los vectores del ejercicio 2.9.

2.11. Si comp vect; @ = (-6, 6, =T) y b = (18,-18, 21) ;cudnto vale comp esc; a?

2.12. Si comp esc;a = -7 y b = (2, 1,-2), icudl es la comp vect; a?
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

70

Sean los vectores ¥ =2i-j+4k y v=4i-3j+2k, alojados en las
diagonales de un paralelogramo; calcular el 4rea del paralelogramo.

Sean los vectores 5 y f, de tal manera que § - t= -4y |5x t| = 8; calcular el
dngulo que forman 5 y .

Sean los vectores #, v y w, de tal manera que [u v w] = -4; si:

u=(0,-20; |[v|]=4 |w =2y u forma 30° con V,
determinar el 4ngulo ¢ queforma W con un vector perpendicular tantoa ¥ comoa V.
Demostrar que la suma de los cuadrados de dos lados de un tridngulo es igual al doble del

cuadrado de la mediana del tercer lado mds la mitad del cuadrado del tercer lado (teorema
de Apolonio).

Demostrar que axbxo)=@-0 b - @ I;) ¢; para cualquier trfo de vectores
a, b y c (doble producto vectorial).

Demostrar que, en general, para tres vectores no nulos a, b yc

ax((bx?d#*@xb) xc



CAPITULO 3

EL PUNTO, LA RECTA Y EL PLANO

3.1 INTRODUCCION

Los dos primeros capitulos han tratado de herramientas que son ttiles para el estudio de la
Geometrfa Analitica; sin embargo, es en este tema en el que propiamente se inicia lo
correspondiente a esta materia. Para comenzar, lo deseable serfa establecer una definicién de
punto, s6lo que éste es uno de los conceptos matemdticos que se aceptan sin definir y se
comprenden de una manera intuitiva.

3.2 EL PUNTO
3.2.1 REPRESENTACION ANALITICA DE UN PUNTO

Un punto se representard analiticamente por sus coordenadas en cualquiera de los sistemas
estudiados en el capftulo 1, Sistemas de referencia. En forma vectorial se representard a un
punto por su vector de posicién. '

Recuérdese que existe una correspondencia biunfvoca entre los vectores de posici6n y los puntos

en el espacio y que las componentes escalares de un vector de posicién coinciden numéricamente
con las coordenadas del punto que representa el vector.

3.2.2 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre los puntos A(a,, a,, a;) y B(b, b,, b,) es igual al médulo del segmento
dirigido AB, que, como se puede observar en la figura 3.1, es igual a |4B| = |b - a|.



FIGURA 3.1

Si se calcula esta magnitud, se obtiene:

16 - al = b, - a ) + ®, - a) + (b, - a)
que es la expresién escalar para calcular la distancia entre dos puntos. Resulta obvio que:
b - a| = |a - b

por lo que carece de importancia la eleccién del punto origen y del punto extremo.

EJERCICIO 3.1. Calcular la distancia entre los puntos A(-1, 4, 2) y B(-1, 0, 6).

SOLUCION:
Los vectores de posicién de los puntos son:

a=-i+4j+2k b=-i+6k

Entonces, la distancia es:

d={(-1+17+@4~0f+2-6 =

d=4y/2 unidades de longitud.
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EJERCICIO 3.2. Sea el punto P(5, 7, -3). Determinar las coordenadas cartesianas de un punto R que se
encuentre en la direccién del punto Q(7, 6, -1) y que diste de P dos terceras partes de la distancia que
existe entre Py Q.

SOLUCION:

Para resolver este problema puede usarse el dlgebra de los vectores. Un segmento dirigido que une a los
puntos Py Q tiene por componentes:

PQ = (71-5, 6-7, -1+3) = (2, -1, 2)

entonces, el punto R tiene por vector de posicién:

- - 2-
r=p+—P
P+3 Q
por lo que:
Fo(19 19 5
33 3

finalmente, las coordenadas de R son:

3.3 LA RECTA

Al igual que para el punto, no se pretenderd establecer una definicién formal de recta, ya que
se trata de otro concepto que puede aceptarse intuitivamente. En lugar de eso, se enlistaran las
formas en las que se puede fijar la posicién de una recta en el espacio.

Una recta queda definida en el espacio si se conocen:
— un punto de ella y la direccién de la recta, definiéndose ésta con un vector;

— dos puntos de la recta;
— dos planos no paralelos que la contengan.
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3.3.1 REPRESENTACION VECTORIAL DE LA RECTA

Una ecuacién vectorial de la recta L es la descripcién matemdtica de c6mo se mueve un vector
de posici6én para que con su desplazamiento, su punto extremo barra todos los puntos de L.

Para determinar una ecuacién vectorial de una recta se necesitan como datos las coordenadas de
un punto de ella, o el vector de posicién de dicho punto; y un vector que indique la direccién
de la recta, que se conoce como vector director.

Sea el punto P, (%, ¥ %), con vector de posicién p, = (¥p Yo Z,)» Un punto de la recta L,
y sea el vector u = (a, b, ¢) un vector director de L:

Fo

FIGURA 3.2

Cualquier punto R que pertenezca a L puede obtenerse como la suma del vector p_o m4s un
vector con la direccion de # y con la magnitud necesaria para alcanzar al punto R:

Z

FIGURA 3.3
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esdeci: 7 =p, + Al; A € R

El escalar A es un pardmetro que permite aumentar o disminuir el médulo del vector y hasta
invertir su sentido, con lo que se recorre toda la recta. Entonces, la ecuacién vectorial de L
queda:

|

= (xo: Yo ZO) + Aa, b, ¢); Ae€eR

o bien:

x|

=% +Aa,y,+ Ab,zg + Ac); A €R

Obsérvese que el procedimiento anterior para alcanzar cualquier punto de la recta L fue utilizado
para la solucién del ejercicio 3.2.

3.3.2 REPRESENTACION PARAMETRICA DE LA RECTA

Una vez que se conoce una ecuacién vectorial de la recta L es muy sencillo determinar su
correspondiente expresién paramétrica, por igualdad de vectores de la ecuacién vectorial

r=(xg+Aa,y, + hb,zy + Ac); A €R

como el vector r representa un punto cualquierade L, ¥ = (x, y, ), entonces:

(7, 2) = (x, + Aa , y, + &b, 75 + Ac)

las ecuaciones paramétricas correspondientes son:

X =X, + Aa
L{y=y+Ab ;2 €R
z2 =2+ Ac
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Es conveniente sefialar que:

—  Una recta no tiene una sola ecuacién vectorial ya que el punto de apoyo P, tiene que
pertenecer a L como unica condicién, por lo que si se elige otro punto resulta otra
ecuacién. Por otra parte, el vector # debe indicar la direccién de la recta y, entonces,
también hay una infinidad de vectores directores.

—  La representacién paramétrica de una recta tampoco es tnica, por las mismas razones
expuestas.

—  Cualquier ecuacién vectorial de una recta y, por lo tanto, sus correspondientes ecuaciones
paramétricas, contienen un solo pardmetro. En el capitulo 4, Curvas, se generalizard este
hecho para cualquier curva. ‘

— La determinacién de la representacién paramétrica de una recta cuando se conoce una de

sus ecuaciones vectoriales o viceversa, es muy sencilla con el concepto de igualdad entre
vectores.

EJERCICIO 3.3. Determinar una ecuacién vectorial y sus correspondientes ecuaciones paramétricas de la
recta R que conuene al punto 4 de coordenadas A(-1, 0, 5) y que es paralela al vector v = (3, -2, 0).

SOLUCION: '
Una ecuacién vectortal de R es:

r=(-1,0,5) +t(3,-2 0

o bien:

r=(-1+3-25); tekR

las correspondientes ecuaciones paramétricas son:

x=-1+3
R{y= -2t 7 teR
z=95

obviamente no importa ni el nombre del punto de la recta, ni del vector director, ni del pardmetro.
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EJERCICIO 3.4. Determinar una ecuacién vectorial de la recta L que pasa por los puntos P(3,-2,~1) y
0@, 3, -6).

SoLucION:

Para la ecuaci6n vectorial se requiere de un punto que pertenezca a la recta y se conocen dos, pero
también se necesita de un vector director, el cual puede ser el segmento dirigido PQ.

m = (-la 5)-5)
si se emplea al punto Q como apoyo:

@, 3,-6) + m(-1,5,-5); m € R

r

3.3.3 REPRESENTACION CARTESIANA DE LA RECTA
Existen dos formas de representacién cartesiana de una recta: la forma simétrica y la general.
a) Forma simétrica de las ecuaciones de la recta

Recordando las ecuaciones paramétricas de una recta:

X =xy+ Aa
L{y=y,+Ab ;L €R
2 =7+ AC

si las tres componentes del vector director son diferentes de cero, puede despejarse al pardmetro
de cada una de las ecuaciones paramétricas e igualar, obteniéndose:

L.Jx-x‘,:y-)’o_Z‘Zo
| a b ¢

Esta es la llamada Jorma simétrica de las ecuaciones de la recta L.
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El hecho de que en la forma simétrica se tengan dos signos de igual significa que se necesita
siempre de dos ecuaciones cartesianas para representar a una curva cualquiera, en este caso
particular, una recta. Es frecuente que se piense que son tres ecuaciones; sin embargo, son sélo
dos ecuaciones independientes. Posteriormente en este mismo tema, se verd que cada una de
estas ecuaciones representa un plano; es decir, los puntos que satisfacen simultdneamente las
ecuaciones de dos planos son los que forman la recta de interseccién.

EJERCICIO 3.5. Sea la recta L de ccuaciones paramétricas:

= -3t
4 -2t ;teR
=1+ 5t

x
L:{y
Z

Determinar unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica,

SOLUCION:
De cada una de las ecuaciones paramétricas se despeja ¢:

igualando:

Si en cualquier vector director de una recta una de sus componentes es nula, esto significa que dicho
vector es paralelo a un plano coordenado, precisamente al que tiene por nombre el de las variables cuyas
componentes son diferentes de cero; asf, si la segunda componente del vector director vale cero y las
otras dos componentes son diferentes de cero, el vector es paralelo al plano XZ, de manera que la recta
también serd paralela a dicho plano, lo que quiere decir que la ordenada de todos los puntos de la recta
serd la misma y una de las ecuaciones de la recta asf lo debe indicar. La otra ecuaci6n se obtiene con lo
seflalado previamente.

EJERCICIO 3.6. Determinar las ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta que contiene a 10s
puntos M(1,-3, 7) y N(1, 2, 9).
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SOLUCION:
Un vector director de la recta puede ser el segmento dirigido MN; es decir:

MN = (0, 5, 2)

como la primera componente de este vector es nula, la recta es paralela al plano YZ, por lo que la abscisa
de todos los puntos de la recta es constante e igual a uno, ya que ambos puntos de la recta tienen dicho
valor como abscisa; entonces, las ecuaciones de la recta, si se emplea al punto N como apoyo son:

Si cualquier vector director de una recta tiene dos componentes nulas, se sabe por el 4lgebra vectorial
que esos vectores son paralelos al eje coordenado que lleva por nombre el de la variable para la cual el
vector director tiene componente no nula; por ejemplo, si un vector tiene su segunda y su tercera
componente nulas y la primera diferente de cero, el vector es paralelo al eje X y, por lo tanto, la recta
con esa direccién tiene ordenada y cota constantes y sus ecuaciones deben indicarlo asf.

Un vector director no puede tener sus tres componentes nulas pues no indicarfa una direccién
determinada.

EJERCICIO 3.7. Determinar unas ecuaciones paramétricas y las cartesianas en forma simétrica de la recta
P que pasa por el punto Q(-4,-1, 0) y que es paralela al eje Z.

SOLUCION:

Un vector director de la recta P puede ser & = (0, 0, 7) o cualquiera que tenga sus dos primeras
componentes nulas, de manera que las ecuaciones paramétricas pueden ser:

x=-4
P.{y=-1 ;meR
b4

= Tm
0 simplemente:

x
P:iy=-1 ;yyeR
b4
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Por otra parte, las ecuaciones cartesianas en forma simétrica son:

. lx
P:{
y

El hecho de que no intervenga la variable z significa que ésta puede tomar cualquier valor; ademds,
recuérdese que una recta queda representada siempre por dos ecuaciones cartesianas.

] [}
1 |
[l

b) Forma general de las ecuaciones de la recta

La forma general de las ecuaciones cartesianas de una recta puede simbolizarse de la siguiente
manera:

Aix+B y+Ciz+D =0
A, x+By+Cy,z+D,=0

Por el momento considérese esta representacién como una definicién, a reserva de que cuando
se estudie el plano, se verd que cada una de las ecuaciones cartesianas de una recta representa
un plano, por lo que los puntos que satisfagan a los dos planos constituyen la recta de
interseccién de dichos planos. Esto obviamente provoca que existan una infinidad de parejas de
ecuaciones cartesianas de una recta, pues existen una infinidad de planos que la contienen.

EJERCICIO 3.8. Sea la recta W de ecuaciones:

2 -y+5=0
W:
x+y+3z-14=0

Determinar unas ecuaciones cartesianas, en forma simétrica, de W.

SOLUCION:

Para obtener las ecuaciones en forma simétrica de W, se cuenta con sus ecuaciones en forma general, de
manera que si de éstas pueden conocerse dos puntos de W, entonces puede tenerse un vector director. Es
conveniente aclarar que no es la dnica manera de resolver este ejercicio, pero que un método mds
sencillo, quiz4s, se podr4 aplicar cuando se estudie el plano.
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Un punto de W debe satisfacer sus dos ecuaciones, de manera que si arbitrariamente se asigna un valor
a una de las variables, al resolver el sistema resultante se tendrén los otros valores de las coordenadas

(1)

del punto; asf, si z = 0:

2x -y = -5
x+y=14 w.(2)
sumando (1) y (2):
3x=9 = x=3

Jlevando este valor a (2):
3+ y = 14 = y = 11

entonces, un punto de Wes A(3, 11, 0).

...(3)

Ahora, siy = 1:
2x-1+5=0
«..(d

x+1+32-14=0
de inmediato, de (3) se obtiene que x = -2; y considerando este valor en (4) se tiene que z = S; por lo

que otro punto de W tiene por coordenadas:

B(-2, 1, 5).

El segmento dirigido AB = (-5,-10, 5) puede servir como vector director de la recta, pero como sélo

interesa su direcci6n, el vector director que se usar4 es:

AB = (1, 2,-1)

= -

(¥ 3 N

Tomando al punto 4 como apoyo, las ecuaciones quedan:

W:{x-3=y-2u=-z
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3.3.4 RELACIONES ENTRE RECTA Y PUNTO

a) Distancia entre un punto y una recta

DEFINICION 3.1. Se llama distancia de un punto a una recta a la distancia minima entre los
dos; es decir, la que se mide perpendicularmente a la recta.

90°

FIGURA 3.4

Para calcular la distancia entre un punto Q y una recta L, considérese la figura 3.5

FIGURA 3.5

En la figura se tiene el tridngulo QMP en el que los vértices son el punto Q, del cual se desea
calcular su distancia a la recta L; el punto M que es el punto de la recta L que se encuentra a
la minima distancia del punto Q y el punto P, que es un punto cualquiera de la recta L. Por la
definicién de distancia de un punto a una recta, sea cual sea el punto P que se elija de L, se
formard un tridngulo rectdngulo con el cateto QM. En dicho tridngulo, el dngulo 0 es el
formado por el vector ¢ - p yel vector u que indica la direccién de L. La distancia d es igual
a la longitud del cateto QM; de la figura 3.5:

d=|qg-p|lsen6
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si se multiplica y divide entre el médulo de #, que no puede ser nulo ya que se trata de un
vector director:

. Ja-plla) sene
i

pero

g - Pl |u] sen & = |(

]
i
1
S’
X
=i

finalmente, la expresién queda:

g 1@ -5)xi
H

EJERCICIO 3.9. Calcular la distancia del punto A(2, 3, 6) a la recta L de ecuaciones:

22 + 2
8

L:{x+2=7-y=

SOLUCION:

Para aplicar la expresién deducida, es necesario conocer uno de sus vectores directores y un punto
cualquiera de ella. Debe tenerse precaucién porque la expresi6n analitica de L no est4 en forma simétrica,
aunque lo parece. Para que fuera la forma simétrica, los coeficientes de las variables x, y, z deberfan ser
la unidad. Para determinar lo que se requiere, puede trabajarse para llegar a unas ecuaciones
paramétricas, si se igualan las ecuaciones dadas a un pardmetro A:

x+2=7—y=228+2=).

considerando la primera igualdad:

Xx+2=A = x=-2+12

ahora, de la segunda:
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de la tercera:

por lo que la recta L queda expresada paramétricamente:

, =-2+2
Lsy=7-2a ;A €ER
z=-1+42

de esta expresion puede tenerse un punto de la recta si t = 0: P(-2, 7,-1). Por otra parte, un vector
director puede ser:

i‘- = (1’_1’ 4)

la distancia estd dada por:

|u]
por lo que:
E-p"(4s-4’7)
entonces:
i j k
(a-p)xu=|4 -47|=-9i+9j
1 -14

la distancia es, entonces:
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finalmente:

d = 3 unidades de longitud.

EJERCICIO 3.10. Para la recta L del ejercicio anterior, determinar las coordenadas del punto M,
perteneciente a L, localizado a 1a menor distancia del punto A.

SOLUCION:

La expresidn analitica de cualquier segmento dirigido que tenga su punto origen en un punto de la recta
L y su punto extremo en el punto 4 es:

PA=(2,36-(2+27T-2-1+41)-=
=@ -X-4+27-42)

de todos los segmentos dirigidos expresados, s6lo uno tiene la caracterfstica de perpendicularidad con la
recta L, es decir, con el vector u: entonces:

PALu = PA-u=0

(4-2-4+2,7-41)-(1,-1,4 =0
efectuando el producto:
4 -2 +4-)+28-161 =0
36-181=0 = 1=2

llevando este valor a la expresién paramétrica de L:

-2+2=0
7-2=5
-1+42) =17

=
n

entonces M(0, 5, 7).
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3.3.5 RELACIONES ENTRE RECTA Y RECTA
a) Angulo entre dos rectas

DEFINICION 3.2. El dngulo entre dos rectas es el dngulo que forman sus vectores directores.
Es decir:

donde u es un vector director de una de las rectas y v es un vector director de la otra.

Con esta definicién es claro que dos rectas siempre forman 4ngulo aunque no tengan puntos en
comiin, ya que dos vectores siempre forman dngulo. También se tiene que dos rectas en realidad
forman dos 4dngulos, los cuales son suplementarios.

EJERCICIO 3.11. Calcular el dngulo agudo que forman las rectas L y M expresadas por:

2x-3___5-z
L: 4 2
y=-3

M: p=Q2-344-1) ;teR

SOLUCION:
Para obtener un vector director de cada una de las dos rectas, si en la primera de las ecuaciones de L se

divide en el primer miembro, tanto en el numerador como en el denominador entre dos; y el segundo
miembro, entre menos uno:

como L ya estd expresada ahora cartesianamente en forma simétrica, uno de sus vectores directores es:

b = (2, 0,-2)
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pero, como lo que importa es su direcci6n, para trabajar con nimeros mds pequeiios puede elegirse como
vector director de L a:

a = (1, 0,-1)
Por otra parte, de la ecuacién vectorial conocida de M se tiene que uno de sus vectores directores es:
¢ = (-3, 0,-1)

por lo que uno de los 4ngulos que forman L y M es:

6 = ang cos a ¢
la]c]
sustituyendo:
0 = ang cos (l) 0:"1) : (_3a 0 -1)
/3 /10
= mg COs -3 M l =
V20
= ang cos ;2._ =
V20

= 116.57°

como se requiere calcular el dngulo agudo y los dos dngulos que forman las rectas son suplementarios,
se tiene:

B =180° - 0

finalmente:

B = 63.43°

b) Condiciones de perpendicularidad, paralelismo y coincidencia

TEOREMA 3.1. Sean las rectas L 'y M con vectores directores & y v, respectivamente,
entonces:
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i) Ly M son perpendiculares siy sélo si u - v = 0; _

ii) LyMsonparalelassi u =Av ;A eR ;1 %0, 05i uxv =0

iii) algunos autores dicen que L y M son coincidenies si L' y M cumplen con las condiciones de
paralelismo y un punto cualquiera de L pertenece también a M, aunque realmente se trata
de la misma recra representada con dos diferentes expresiones.

La demostracién del teorema anterior es una consecuencia de la definicién 3.2 y de las
propiedades de los vectores.

EJERCICIO 3.12. Determinar si las rectas T y R son perpendiculares, paralelas o coincidentes, si:

x=3+m
T:yy=-1-2m ;meR
z2=4-m

Rr=Q2-2h1+4h5+2h ;heR

SOLUCION:
De las expresiones analiticas de T y de R se puede ver que unos de sus vectores directores son,
respectivamente:

up=i2j-k y uy=-2i+4j+2k%k
es evidente que
i = 2
por lo que se cumple con una de las condiciones de paralelismo; por otra parte, un punto de T es:

P3,-1, 4)

ahora bien, si x = 3 en la expresi6n vectorial de R, se tiene:

3=2-2h = h=-=
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sustituyendo este valor en la ecuacién de R:
r=@2+1,1-25-1) =(3,-1, 4)

que es el vector de posicién del punto P, por lo que el punto también pertenece a R y se trata de la misma
recta pero con expresiones diferentes, o bien, son rectas coincidentes.

¢) Interseccién entre dos rectas

* DEFINICION 3.3. Cuando dos rectas en el espacio se intersecan se dice que se cortan y si no
tienen interseccion,entonces se cruzan.

Para determinar las coordenadas del punto de interseccién de dos rectas que se cortan, debe
trabajarse simultdneamente con sus expresiones analiticas. Para mayor facilidad, es recomendable
usar las expresiones paramétricas de ambas rectas, con o que se reduce el niimero de incégnitas.

EJERCICIO 3.13. Si las rectas L y M se cortan, determinar las coordenadas de su punto de interseccién,
donde:

Mr=G6-m6-2m-3+2m) ;meR
por la recomendacién anterior, se obtienen las expresiones paramétricas de L y de M:
4 +n

x
L:sy=1-n ;yn €R
z2=3+2n

x=5-m
M{y=6-2m ;meR
2=-3+2m
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Es l6gico que el pardmetro utilizado para expresar a L no tiene por qué ser el mismo que el empleado
para M, por lo que deben darse nombres diferentes. Igualando las abscisas y las ordenadas se obtiene un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Si los valores de los pardmetros que resuelven el sistema
satisfacen también a la ecuacién obtenida al igualar las cotas, esto, significa que las rectas se cortan; si
con dichos valores se llega a una igualdad obvia como 3 = 3, es una misma recta y su interseccién son
todos los puntos; y si se llega a una incongruencia como 3 = 2, las rectas se cruzan,

4+n=5-m
l1-n=6-2m
simplificando y ordenando:

resolviendo el sistema;

igualando las cotas:
3+2n=-3+2m
sustituyendo los valores obtenidos:
3+2(-1)=-3+2()

que sf se satisface, por lo que sustituyendo el valor de n en las ecuaciones de L o el de m en las de M
se tienen las coordenadas del punto de interseccion:

I1@3,2 1)

d) Distancia entre dos rectas
DEFINICION 3.4. Se llama distancia entre dos rectas a la minima distancia entre las dos.

Obviamente si las rectas se cortan su distancia minima es cero, pero si son paralelas o se
cruzan, su distancia minima es la que se mide perpendicularmente a ambas.
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FIGURA 3.6

Sean las rectas L y M de la figura 3.6, en la cual estdn representados los vectores & y v, que
son vectores directores de L y de M, respectivamente. La distancia d entre L y M también se
representa ahi. Dicha distancia se mide en la direccién perpendicular a ambas rectas, esta
direccién puede obtenerse por medio del vector # x v. Si se elige un punto P de larecta Ly
un punto Q de la recta M, escogidos aleatoriamente, analizando con detenimiento la figura,
puede deducirse que la distancia buscada es igual al médulo de la proyeccién del
vector ¢ ~ p-en la direccién del vector # x v; o lo que es lo mismo, es igual al valor
absoluto de la componente escalar del vector ¢ - p en la direccién de # x Vv, es decir:

d = I(E"E)ax;l
la x v|

Obsérvese que en esta expresion, las barras del numerador sefialan valor absoluto ya que
encierran un escalar, mientras que las del denominador significan el médulo de un vector. Por
otra parte, aunque en el numerador se tiene un producto mixto, no se recomienda calcularlo
como un determinante, ya que el valor del producto vectorial entre los dos vectores directores
debe usarse también en el denominador. Finalmente, si las rectas son paralelas, la expresion
anterior conduce a una indeterminacién pues u x v = 0, por lo que tanto el numerador como
el denominador serdn nulos. Entonces, si las rectas son paralelas, 1o aconsejable es calcular la
distancia entre ellas por medio de la obtencién de la distancia de un punto de una de ellas a la
otra recta.

EJERCICIO 3.14. Calcular la distancia entre las rectas R y S de ecuaciones:
x=-1
R:
y =- 3 Iz + 9
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S:5=(2,-4+3,-9-1 ;teR

SOLUCION:
Primero se obtendr4n los vectores directores. Para la recta R, si en su segunda ecuacién se dividen ambos
miembros entre -3:

x=-1

R: y
~ =z -3
_3 Z

De aquf se deduce que uno de sus vectores directores es # = (0,-3, 1).

Ahora para § resulta mds sencilla la deduccién pues se cuenta con una ecuacién vectorial y uno de sus
vectores directores es v = (0, 3,-1).

Como puede observarse, las rectas son paralelas, Para calcular la distancia entre ellas, se calculard la
distancia de un punto de R a la recta §.

Un punto de L es P(-1, 0, 9). Como se conoce un vector director de S, serd necesario determinar un
punto de ella. Este puede ser Q(2,-4,-9). De acuerdo con la férmula:

d= I(E'p-)x;l

fu|
que es la expresién que permite calcular la distancia de un punto a una recta.

qg-p=1(2,-4-9) - (-1, 0, 3) = (3,-4,-12)

i j ok
@-p) xit=|3 -4 -12| = (-40,-3,-9)
0 -3 1

entonces:

d=\/1600+9+8l _ | 1650
51 \lw
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finalmente:

' d = 13 unidades de longitud.

EJERCICIO 3.15. Calcular la distancia entre las rectas:

Lr=@+30i+(-3-20j+(20k :teR

SOLUCION:
Unos vectores directores de las rectas L y M son, respectivamente:

7= 3,-2-2) yv=00,]I).

Es claro que las rectas no son paralelas, Ahora:

. ij k| |
ExV=[3 -2 2|=-20+3j+6k
13 0 1

Por otra parte, un punto de L es P(4,-3, 0); mientras que un punto de M es Q(2, 2,-5).
Entonces: ' o

a - p- = (2’ 2’-5) - (4¢-3’ 0) = (_2’ 5'_5):
aplicando la expresién correspondiente:

= I('2, 53_5) * (_2s 3: 6)| =
49

7

]

7 unidades de longitud.
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3.4 EL PLANO

Tal como se procedié con el punto y con la recta, no se intentard definir al plano. Se considera
que una definicién resulta complicada y hasta cierto punto iriitil, ya que intuitivamente se tiene
la nocién de un plano. De nuevo, mejor se reflexionard sobre las formas en las que se puede
determinar la posicién de un plano en el espacio.

La posicién de un plano queda determinada si se conoce:

— un punto de €l y dos vectores directores no paralelos;

— tres puntos no alineados del plano;

— una recta contenida en él y un punto del plano que no pertenezca a la recta;
— dos rectas que se cortan, contenidas en el plano;

— dos rectas paralelas que pertenezcan al plano;

— un punto del plano y un vector perpendicular a él (vector normal).

3.4.1 REPRESENTACION VECTORIAL DEL PLANO

Recuerdese que una ecuacién vectorial de una recta es la descripcién matemdtica del
desplazamiento de un vector de posicién para que toque todos los puntos de la recta con su
extremo. De manera andloga, una ecuacién vectorial del plano P es la descripcién matemdtica
del movimiento de un vector de posicién para que con su punto extremo recorra todo el plano.

Para establecer una ecuaci6n vectorial del plano P es necesario contar, como datos, con las
coordenadas de un punto A que pertenezca al plano y que sirva como apoyo, y con las
componentes de dos vectores 4 y v paralelos al plano pero no paralelos entre sf, es decir, dos
vectores directores.

F 4
P
mu ) ;
R é_ A I<‘/
(3
0 y
} ¢
FIGURA 3.7
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De la figura 3.7 puede deducirse que para que cualquier punto R de P sea alcanzado por un
vector de posicién, y procediendo de manera similar que con la recta, al vector de posicién del
punto de apoyo A puede sumirsele un vector que lleve la direccién de & pero de tal magnitud
que sumédndole otro vector, pero ahora con la direccién de v y con un médulo adecuado, toque
al punto R; es decir:

r=a+mu+nv ;mneR

Esta es la ecuaci6n vectorial del plano y en ella m y n son pardmetros que permiten asignar la
magnitud que se necesite a los vectores m u y n v, los cuales son paralelos a los vectores
directores.

Obsérvese que, como con la recta, hay una infinidad de ecuaciones vectoriales para un mismo
plano P, ya que basta‘con tener otro punto de apoyo, o algiin vector director diferente, para que
la ecuacién sea distinta.

Por otra parte, también es conveniente aclarar que lo que se representa en la figura 3.7, y en
cualquiera otra en la que se muestre un plano, es un segmento del plano puesto que su extensién
es infinita, lo que impide su representacién. Si se le dibujan extremos o bordes sélo es para dar
una idea de la localizacién del plano, pero obviamente no termina ahi. Por iltimo, nétese que

las ecuaciones vectoriales de un plano tienen en ellas dos pardmetros, a diferencia de las de la
recta en las que interviene un solo pardmetro.

EJERCICIO 3.16. Obtener una ecuacién vectorial del plano que contiene los puntos A4 (3, -2, 0),
B@4,0,1) C(-2,5,1).

SOLUCION:

Como punto de apoyo puede servir cualquiera de los tres que son dato. Ahora, para los vectores
directores se usardn los segmentos dirigidos 4B y AC.

AB = (1, 2, 1);

AC =(-5,1, 1)
entonces, si el punto de apoyo es C, la ecuacién resulta:

r=(2,510)+m(1,2,1)+n(-571 ;mneR
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finalmente:

r=(-2+m-5n5+2m+7n1+m+n ;mnekR

3.4.2 REPRESENTACION PARAMETRICA DEL PLANO

Para establecer las tres ecuaciones paramétricas del plano P basta, como en el estudio de la
recta, con usar el concepto de igualdad entre vectores.

EJERCICIO 3.17. Determinar una ecuacién vectorial y sus correspondientes ecuaciones paramétricas, del
plano que contiene a la recta L y al punto A4 si:

Lp=(3+1t5-21 ;teR

A(l, 4, 5).

SOLUCION: g

El punto de apoyo del plano puede ser 4 y uno de sus vectores directores es el de la recta. El otro puede
ser un segmento dirigido de un punto cualquiera de la recta al punto A:

u=(1,1,-2);

un punto de L es B(-3, 0, 5); entonces:
v=(1,4,5) -(3075) =(4,4,0

o bien:

w=(,10)
para la ecuacién vectorial:

r=(,4,5) +a(l, ,-2) + p(1,1,0) ;a, P €R

0 bien:

r=(1+a+p4+a+p,5-2a) ;a peR
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y sus correspondientes ecuaciones paramétricas:

x=1+¢+p
Liy=4+a+p «, p eR
z2=5-2a«a

3.4.3 REPRESENTACION CARTESIANA DEL PLANO

,Para establecer la representacién cartesiana del plano, puede procederse como con la recta; es
decir, eliminar los pardmetros con las tres ecuaciones paramétricas. Légicamente en este caso,
al ser dos pardmetros, el resultado serd una sola ecuacién. Aunque ese puede ser el camino,
conviene mis trabajar de otra manera. Para ello, recuérdese que se dijo que la localizacién de
un plano queda determinada si se conoce un punto de él y un vector perpendicular al plano, al
cual se denomina vecror normal.

Sea el plano P de la figura 3.8, de dicho plano se conoce el punto A o su vector de
posicién a, y un vector normal N. Por ser el vector normal perpendicular al plano P,
cualquier segmento dirigido que tenga su punto origen en A y su extremo en cualquier punto que
pertenezca a P también serd ortogonal a N: (r-a)- N =0.

FIGURA 3.8

A esta expresién algunos autores le llaman la ecuacién normal del plano.

Del desarrollo de esta ecuacién puede obtenerse con facilidad 1a ecuacién cartesiana del plano.
Asf, si el punto A tiene por vector de posicién @ = (x,, ¥,, z,) y el vector normal
es N = (4, B, C); como el punto R es un punto cualquiera, su vector de posicién
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es r = (x, y, 2); entonces:

(%5 2D - &, ,2)] @4 B, C) =0

(x'xo,)’-yo,z-zo)-(A,B,C)=0

Ax -x) +By -y)+Clz-2) =0

Ax-Ax, +By-By, +Cz-Cz,=0

Ax+By+Cz-Ax, -By -Cz,=0

si se hace:

D=-Ax,-By -Cz
se llega a la ecuacién cartesiana del plano:

Ax+By+Cz +D=0

EJERCICIO 3.18. Determinar la ecuacién cartesiana del plano

x=3+m-2n .. (1)
n:{y=1-m+n . (2) ;mon €R
zZ=2m-n w (3)

a) eliminando los pardmetros de las ecuaciones paramétricas;
b) por medio de la ecuacién normal.

SOLUCION:
a) Sumando término a término (1) y (2):

x+y=4-n ...(4)
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multiplicando por dos a (2) y sumdndosela a (3):

2y+z2=2+n

ahora sumando (4) y (5):

R e -

xX+3y+z=6.

b) De las ecuaciones paramétricas, dos vectores directores del plano son:

u=(-2 1,-1

entonces:

21
n
L T
oy,
b ol

-2 1 -§=(,31
1 -1 2

un punto del plano tiene por vector de posicion:

a=(31,0)

por lo que:
2 -3G,1,0]-1,31=0

x-3y-1,2-131)=0
,'x-3+3y-3+z=0

xX+3y+z-6=0

que es la misma ecuacién de .

...(5)



Si D es igual a cero, al satisfacerse la ecuacion para las coordenadas del origen, significa que el plano *
contiene al origen.

Si uno de los coeficientes A, B o C es nulo y los otros dos no, el plano tiene un vector normal paralelo
a un plano cocordenado, por lo que el plano serd perpendicular a dicho plano coordenado.

Si dos de los coeficientes A, B o C son nulos, el vector normal al plano es paralelo a un eje

coordenado, por lo que el plano serd paralelo al plano coordenado que es perpendicular al vector
normal.

Los tres coeficientes A, B y C no pueden valer simultdneamente cero, pues entonces el vector normal
serfa el vector nulo y esto es imposible, ya que no indicarfa una direccién determinada.

3.4.4 RELACIONES ENTRE PLANO Y PUNTO
a) Distancia de un punto a un plano

DEFINICION 3.5. La distancia mds corta entre un punto y un plano se llama distancia dé un
punto a un plano. Esta distancia es la que se mide perpendicularmente al plano.

FIGURA 3.9

De la figura 3.9 puede observarse que la distancia del punto B al plano P es igual al m6dulo de
la proyeccién del vector b - a enladireccién de N. Elvector b - a es el que une cualquier
punto de P, en este caso A, con el punto B; y N es un vector normal al plano P. Obviamente,
esta distancia también es igual al valor absoluto de la componente escalar de b - a enla
direccién de N; es decir:

g-lcb-a) N
N
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EJERCICIO 3.19. Calcular la distancia del punto B(-1, 7, 4) al plano P de ecuacién cartesiana
3x -4z -6 =0.

SOLUCION:
Para poder aplicar la expresién, se debe conocer un punto del plano y uno de sus vectores normales.

De la ecuaci6n del plano, siz = 0:
Ix-6=0 = x=2
como y no interviene, esto quiere decir que puede tomar cualquier valor, de manera que un punto de

Pes A, 1, 0).

De la misma ecuacién, un vector normal es N = (3, 0,-4), entonces:

Al

-a-= (-3,6, 4
la distancia es:

d = J(_3a 6’ 4) ° (3’ 0:°'4)| =
V9 + 16

- 1-9-16 _

5

= 5 unidades de longitud.

3.4.5 RELACIONES ENTRE PLANO Y RECTA

Las posiciones relativas entre una recta y un plano en el espacio sélo pueden ser: que la recta
y el plano sean paralelos, que la recta esté contenida en el plano, en cuyo caso la interseccién
entre los dos es la recta en toda su longitud, y que la recta y el plano tengan un solo punto de
interseccién.

a) Interseccidén entre un plano y una recta

Al igual que para cualquier pareja de lugares geométricos, la manera de determinar la
interseccién entre ellos es hacer simultdneas sus representaciones analiticas. En este caso en
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particular, conviene trabajar con la ecuacién cartesiana del plano y con las ecuaciones
paramétricas de la recta, con lo que al sustituir los valores de las variables x, y, z en la ecuacién
del plano, el problema se reduce a una ecuacién con una inc6gnita; sin embargo, también se
puede trabajar con la ecuaci6n cartesiana del plano y con las ecuaciones cartesianas en forma
general de la recta; o bien, con las ecuaciones paramétricas de ambos lugares geométricos. Para
estos casos, se tendrd un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.

Sea cual sea el camino elegido, si el sistema tiene una sola solucién, el plano y la recta tienen
un punto de interseccién; si el sistema tiene una infinidad de soluciones, la recta estd contenida
en el plano y tienen una infinidad de puntos de interseccién. Si el sistema no tiene solucién, el
punto y la recta no se intersecan, lo que indica que son paralelos.

EJERCICIO 3.20. Sean el plano P de ecuacién x - y + 2z = 1 y la recta L de ecuaciones:

Ly -2=2
“|5x+y=5

Determinar la interseccidn, si existe, entre Py L.

SOLUCION:

Dado que la recta L estd expresada en la forma general de sus ecuaciones cartesianas, se hardn
simultdneas las tres ecuaciones, la del plano y las de la recta:

x-y+2z=1 (D)
2x +y-z=2 ...(2)
5x +y=S5 ...(3)

sumando (1) y 2):
Ix+2z2=3 ..(d

sumando (1) y 3):
6x +2z =6 «..(5)

La ecuacidn (5) es igual a la ecuacién (4) multiplicada por dos, por lo que no son independientes. Esto
quiere decir que el sistema tiene una infinidad de soluciones; por lo tanto, la recta est4 contenida en el
plano y la interseccién entre amhos es la recta.

EJERCICIO 3.21. Obtener el punto de interseccidn, si existe, entre el plano:

P 3x-y+22=35
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y la recta:

x=5+2
R{y=8+3t ;teR

N
L]
!

-

SOLUCION:
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuacidn cartesiana del plano:

36 +20-8+3)+2(-n =5
15+6t-8-3t-2t=35 - t=-2

Como el valor del pardmetro es tinico, sf existe un punto de interseccion, cuyas coordenadas se obtienen
al sustituir el valor del pardmetro en las ecuaciones de la recta:

X=5+2(-2) =1

y=8+3(-2 =2
2= (-2 =2
entonces:
i1, 2, 2).

EJERCICIO 3.22. Obtener, si existe, el punto de interseccién entre el plano 4 y la recta T si:

A:2x +y -2z - 1

1l
o

-3 z+4
: 1=2 =
T{x+ > 2

SOLUCION:
Como se indicd, conviene emplear una expresién paramétrica de la recta T:

2 2

para la primera ecuacién paramétrica:

x+1=2A - x=A-1
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procediendo de manera andloga se tiene:

x=a-1
T'{y=3+22 ;1€eR
z=-4+2)

ahora, sustituyendo x, y, z en la ecuacién cartesiana de A:
20 -1+ (3+2))-2(-4+20)-1=0
2L, -2 +3+21+8-41-1=0

reduciendo términos semejantes se llega a una incongruencia:

lo que significa que la recta y el plano no tienen puntos en comiin.

b) Angulo entre recta y plano

DEFINICION 3.6. El dngulo entre una recta y un plano es el que forma la recta con su
proyeccién perpendicular sobre el plano.

FIGURA 3.10

De la figura 3.10 se observa que el dngulo 6 y el que forman el vector normal al plano-con el
vector director de la recta son complementarios, y por un teorema de trigonometria, se sabe que:

sia+fp =90°, cosa =senf
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entonces:

6=angsen————1!.u
N

IN| |u|
donde N es un vector normal al plano y # es un vector director de la recta.

¢) Condiciones de perpendicularidad, paralelismo y continencia

TEOREMA 3.2. Sean el plano P con vector normal N y la recta L con vector
director u; entonces si:

i) IE =AM, A#0, LeR 6 Nxiu=0 larecta y el plano son perpendiculares;
ii) 1_\{ ~u =0; larectay el plano son paralelos;
iii) N -u = 0; yunpunto de la recta pertenece al plano, la recta estd contenida en el plano.

EJERCICIO 3.23. Calcular el 4ngulo que forman la recta R y el plano P si:

]
o

R 2x + 3y -52-3
) -x +3y -2z +1

n
(=}

P: 5/3x +5/3y + (8/3+9/22)2-/3=0

SOLUCION:

Para poder aplicar la expresi6én correspondiente, es necesario conocer un vector director de R y un vector
normal a P. Este iiltimo resulta sencillo de obtener, ya que el plano estd expresado en forma cartesiana;
sin embargo, como de la recta se conocen unas ecuaciones cartesianas en forma general, tendrd que
trabajarse un poco mé4s. En el gjercicio 3.8 se tuvo esta necesidad y se resolvi6 con la determinacién de
dos puntos de la recta para usar el segmento dirigido que los unfa; ahora lo que se har4 es considerar que
cada una de las ecuaciones de la recta representa un plano, por lo que el producto vectorial de los dos
vectores directores expresard un vector perpendicular a ambos. Como todos los vectores perpendiculares
al primer vector normal son paralelos al primer plano y todos los ortogonales al segundo vector son
paralelos al segundo plano, un vector perpendicular a ambos vectores directores debe ser paralelo a los
dos planos, por lo que seialar la direccion de la recta de interseccién:

u =N,

1 X N,
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como:

N =Q23-5y N =(13,-2)

entonces:
i j ok
B=123-5(=9i+9j+9%
-13 -2

pero como sélo interesa la direccién, mejor se emplea como vector director de R a:

de l1a ecuacién de P se tiene:

N = (5/3,5/3, 8/3 + 9/2)

el dngulo es:

(5/3,5/3, 8/3 +9/2) - (1, 1, 1)
V15 + 75 + 192 + 144/6 + 162 3

0 = ang sen

ang sen 5‘/§+5‘/§+8‘/§*9ﬁ
V504 + 144/6 /3

18/3 + 92
Y1512 + 4326

= ang sen

60°

EJERCICIO 3.24. Sea el plano P de ecuacién cartesiana:

x+y-3z-1=0.
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Determinar una ecuacién vectorial de la recta simétrica a:

x=1+ 3t
L:{y=-2+2t ;teR
z2=3 -2t

con respecto a P.
SOLUCION:

En primer lugar puede determinarse, si existe, el punto de interseccion entre L y P, sustituyendo las
ecuaciones de R en la de P:

AQ+3)+(2+20-33-200-1=0
eliminando paréntesis:
1+3t-2+2t-9+6t-1=0
reduciendo términos semejantes:
11 - 11 =0 - t=1

por lo que, parat = 1 en las ecuaciones de la recta:

x=1+31) =4
y=-2+2(1)=0
z=3-20) =1

entonces, el punto de interseccidn tiene por coordenadas 1(4, 0, 1).

Por otra parte, un punto cualquiera de L se obtiene si se toma ¢ = 0:

x=1+30) =1
y=-2+20) = -2
z=3-20) =3

si se llama a este punto A. sus coordenadas son A(1,-2, 3).
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El punto simétrico de A, que se llamar4 B, con respecto al plano P, tiene un vector de posicién que se’
obtendrd con la expresién:

b = a + 2 comp vecty Al
entonces:

Al = (3, 2,-2)

El vector de posicidn del punto B es:

b=(1,-23) +2 [(3» 2,-2) - (1, 1,-3) ] , 1,-3)
<179 JT+1+9

- (1,-2, 3) + 2 [_11_] Q, 1,-3)
yit) i

=(1,-2,3) +2(1, 1,-3) =
= (3, 0,-3)
Un vector director de la recta buscada puede obtenerse con el segmento dirigido BI:

Bl = (1,0, 4)

Finalmente, si se emplea como punto de apoyo al punto I, la ecuacién vectorial es:

r

4,0,1) +2(1,0,4) ;A €R

3.4.6 RELACIONES ENTRE PLANO Y PLANO

De la posicidn relativa de dos planos en el espacio se tiene que los planos s6lo pueden o ser
paralelos o cortarse. Algunos autores dicen que si dos planos son paralelos y un punto de ellos
pertenece también al otro, los planos son coincidentes, en realidad se trata del mismo plano
representado de dos maneras diferentes. Para poder determinar esta posicién relativa de dos
planos, conviene obtener el dngulo entre ellos.
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a) Angulo entre dos planos

Sean los planos P y Q de la figura 3.11. Si estos planos se ven de canto, con sus respectivos
vectores normales, en la figura 3.12:

FIGURA 3.11 FIGURA 3.12

Por un teorema de la Geometria Elemental que relaciona el dngulo formado por rectas
respectivamente perpendiculares, se tiene que el dngulo formado por los planos es igual al
formado por sus vectores normales; es decir:

<

6 = ang cos

02' ozl

=

De esta expresién se desprenden las siguientes condiciones.

b) Condiciones de perpendicularidad, paralelismo y coincidencia

TEOREMA 3.3. Sean los planos Py Q, con veciores normales N, y N, ; respectivamente,
entonces, Si:

i) Ny - N, =0, los planos son perpendiculares;

A N,

=
[

ii) ;A =0, A eR, 6 N, x _N_Q = 0, los planos son paralelos;

iii) Ny=iN, ;2+0, LeR, 6N, x N, = 0, y un punto de P pertencce también a
Q, se trata del mismo plano o, como dicen algunos autores, los planos son coincidentes.
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EJERCICIO 3.25. Determinar la ecuacion cartesiana del plano Q que es paralelo al plano P y que pasa
por el punto de interseccién entre las rectas L y M si:

P. 5x -2y +3z-7=0

x=6+4t
L{y=-2-t ;telR

2=6+2t

x=-1-1
M:{y=-10-3t ;tekR

z2=7+1t

SOLUCION:
El plano Q. al ser paralelo a P, puede tener como vector normal el mismo vector normal de P; es decir:

N = (5,-2, 3)

Por otra parte, para obtener las coordenadas del punto de interseccién entre L y M, pueden hacerse
simultdneas sus expresiones. Para evitar confusiones, el pardmetro de la recta M se renombrard como m:

x=-1-m
Mi{iy=-10-3m ;teR

z2=7T+m

igualando abscisas y ordenadas se llega a:

6 +4t=-1-m
~2-1t=-10-3m
ordenando:
4 + m = -7
-t +3m = -8
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resolviendo el sistema:

Sustituyendo el valor de ¢ en las ecuaciones de L se tiene P(2,-1,4). Al sustituir el valor de m en las

ecuaciones de M se llega al mismo punto. Las coordenadas del punto de interseccién son P(2,-1, 4).
Finalmente:

(. 5. 2 - 2.-1,4)] - (5,-2,3) = 0

x-2,y+1,2-4)-(5-2,3=0

5x -10-2y-2+3z-12=0

5x -2y +3z-24 =90

¢) Interseccién entre dos planos

Para determinar la expresién analitica de la recta de interseccién entre dos planos no es
conveniente dar lineamientos, pues depende de c6mo se desee expresarla para trabajar con los
planos.

EJERCICIO 3.26. Sean los planos:

P x-y+52+2=0;

Q 2x+3y-47-7=0.
Determinar la expresi6n analftica de la recta de interseccién entre P y Q de manera:

a) cartesiana en forma general;
b) cartesiana en forma simétrica;
¢) vectorial;

d) paramétrica.

SOLUCION:
a) Unas ecuaciones cartesianas en forma general, de la recta de interseccién de Py Q, son las mismas
ecuaciones del plano trabajadas simultdneamente:
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R ~=x-y+52+2=0
"l2x+3y-42-7=0

b) Para la forma simétrica es necesario obtener un vector director y un punto de apoyo. Para el vector
director se tiene:

u = N, x -ﬁ;
i j k

u=|-1-1 5 }|=(11,6,-1)
2 3 -4

Asimismo, para obtener un punto de apoyo, si se hace y = 0 en las dos ecuaciones, se llega:

-x+5z2+2=0
2x-4z-7=0
resolviendo el sistema, se tiene que un punto es P (%, 0, %)
Las ecuaciones son:
£ 2 -1
2.y __ 2
-11 6 -1

¢) Con los valores obtenidos puede escribirse una ecuacién vectorial:

R: F=(2-11t,6z,1-:) . € R
2 2

d) Las ecuaciones paramétricas:

x=2-11t
2
R{y=6t ;IGR
z:l—t
2
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d) Distancia entre dos planos paralelos

Como se reflexiond, dos planos en el espacio o son paralelos o se cortan. Légicamente, si se
cortan su distancia es nula. Ahora, si son paralelos la distancia entre los dos es siempre la
misma, independientemente de dénde se mida. Por ello, para calcular esa distancia puede
obtenerse como la de un punto cualquiera de uno de los planos al otro, empleando la expresién
deducida para el cdlculo de la distancia de un punto a un plano.

EJERCICIO 3.27. Calcular la distancia entre los planos:

P: -2x +3y-62-32=0

Q r=(3+3m7+2n-9-m+n ,mneRr

SOLUCION:

Si los planos P y Q no son paralelos. su distancia es cero, de otra manera se procederfa como se
describi6. Entonces, se obtendrd un vector normal a cada plano. Para P es inmediato y su vector normal
puede ser:

N, = (-2, 3,-6)
Para Q, como se conocen dos de sus vectores directores, se tiene:
Ny=iaxv
De la ecuacién vectorial de Q se tiene:

u=(30-1; v=(021

entonces:

2i - 3j + 6k

N O -~
'
—
1

113



Como puede observarse 7\7, = - N_Q , porlo que Py Q son paralelos o es el mismo plano. Se procederd
al cdlculo de su distancia; si ésta es nula, se trata del mismo plano representado de dos maneras diferentes
y si es diferente de cero. son dos planos y ya se habr4 calculado la distancia entre ambos.

Un punto de Q es A(-3. 7,-9) y para encontrar las coordenadas de un punto de P en su ecuacién puede
tomarse y =z =0:

2 -32:=0 = x-=-16

por lo que un punto de P es B(-16, 0. 0).

Un vector normal a ambos es:

N = (-2, 3,-6)

de la expresién:

¢-1@-b N
IN]

a-b=.3,17,-9

entonces:

4= 104379 - (-2,3-6)| _ |-26 + 21 + 54|
V& + 9 + 36 7

= 7 unidades de longitud.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
3.1. Calcular la distancia entre los puntos P(2,-1, 4) y Q(6,-2, 12).

3.2. Sean los puntos A(3, 2, 0) y B(11,-2,-1). Obtener las coordenadas de los puntos C yD
que se localizan en los tercios del segmento AB.

En los ejercicios del 3.3 al 3.6 determinar una ecuacién vectorial, sus correspondientes
ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta que
se indica. La solucién no es tnica.

3.3. Recta que pasa por el punto P(2, 3, 6) y que es paralela al vector & = (2, 3, 6).

3.4. Recta que contiene a los puntos A(1,-3,2) y B(3,-3, 2).

3.5. Recta paralela a la recta:
xX-2y+4-3=0
2x +y-2z=0

y que contiene al punto P(1, 0,-1).

3.6. Recta perpendicular al plano XZ y que pasa por el punto de interseccién entre las rectas:

x=1+1¢
L{y=6+3t ;teR
2=6+2t
x=1-2t
M:{y=-2+2t ;teR
z=3-1

3.7. Determinar las coordenadas del punto A simétrico del punto P(1,-1, 3) con respecto a la
recta:
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x=-1
L{iy=4+m ymeR
8 + 3m

N
"

3.8. Determinar una ecuacién vectorial de la recta M, simétrica de'L con respecto a la recta

R, si:
x=2-1
L:sy=1+2t ytER
z=-1+5

Rly-y-oy-1_12-13
' 2 5

3.9. Sean las rectas:

x=-74+3m
L:{y=9-2m ;ymeR
z2=-2+2m
x =1
M: 8 -y
_:z+7
2

Determinar si las rectas se cortan o se cruzan. En caso de que se corten, obtener las
coordenadas de su punto de interseccidn; en caso de que se crucen, su distancia.

3.10. Para las rectas del ejercicio anterior, determinar las coordenadas del punto A de L, y las
del punto B de M, para las cuales su distancia es la minima entre las dos rectas.

En los ejercicios del 3.11 al 3.14 determinar una ecuacién vectorial, sus correspondientes
ecuaciones paramétricas y su ecuacién cartesiana del plano que se sefiala. La solucién no
es unica.

3.11. Plano que contiene al punto A(-3, 1, 2) y tiene dos de sus vectores directores:
u=-i+k v=4i+3j
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3.12. Plano que contiene a los puntos A(1,-1,3), B(4, 0,-2) y C(-1, 2, 3).

3.13. Plano que contiene a las rectas:

x=-2+2
L:sy=1+¢ it eR
2=3+3

3y—z+1=
M:
x+y-2-2=0

3.14. Plano que contiene a las rectas:

L x-y+3z2+4=0
l2x+2y+2-6=0

M: x-3 _1-y _ 22+4
) 3 2 5

3.15. Calcular uno de los dngulos que forman las rectas:

x=2-1
R {y=4+5t ;teER
z=1+2
x +4 -y-3
T 5
2 =2
3.16. Calcular la distancia entre las rectas:
xX=5+m
R:{y=3 ym € R
z2=1-m
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3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

118

+z2-2=0
B {

Sea la recta

-4 _y~+1
R: = =Z
055

y sea el plano:

1

P 2x+y-22-7=0

Determinar si la recta es perpendicular, paralela u oblicua al plano P; o bien si estd
contenida en é€l.

Demostrar que la distancia del origen al plano

P: Ax +By+Cz+D =0

es igual a:

a- 12
IN|

en donde N es un vector normal al plano.

Determinar la ecuacidn cartesiana de cada uno de los dos planos perpendiculares a la recta
L, y que se localizan a una distancia de 5 unidades de longitud del origen, si:

L {3x =2y =2
Sean los planos de ecuacién:

P x+y+2-3=0

Q -x+2y+3z-12=0

Determinar la ecuacion cartesiana de cada unos de los planos bisectores de Py Q.



CAPITULO 4

CURVAS

4.1 INTRODUCCION

La Geometria Analitica se ocupa de dos situaciones, principalmente:

— determinar las caracteristicas de un lugar geométrico cuando se conoce su representacién
analitica o;

— determinar la representacién analitica de un lugar geométrico cuando se conocen sus
caracteristicas.

Estas situaciones se aplican a cualquier lugar geométrico, en lo que sigue se estudiardn para las
llamadas curvas.

DEFINICION 4.1. Una curva es el lugar geomérrico de todos los puntos del espacio que
satisfacen alguna de las tres condiciones siguientes:

i) dos ecuaciones cartesianas del tipo F(x, y, z) = 0;

ii) una ecuacion vectorial en la que interviene un pardmetro;

iii) tres ecuaciones paramétricas con un pardmetro.

4.2 REPRESENTACION CARTESIANA

Es conveniente hacer notar que no todo par de ecuaciones cartesianas del tipo mencionado
representan una curva. Esta situacién se presenta por la razén de que cada una de las ecuaciones
cartesianas puede representar una superficie, como puede verse en el tema correspondiente, de



manera que si las dos superficies tienen interseccién, ésta es una curva. Por supuesto que si las
superficies no tienen interseccién, las ecuaciones que las representan no pueden resolverse
simultdneamente. SR

Las curvas pueden ser planas o alabeédas, entendiéndose por alabeadas precisamente aquellas
que no son planas.

EJERCICIO 4.1. Sea 1a curva de ecuaciones

2

x?+yt=gz
2x-y+3z2-17=0
Determinar si el punto P(3. 4., 5) pertenece a la curva.

SOLUCION:

Si el punto pertenece a la curva, sus coordenadas deben satisfacer simultdneamente a las dos ecuaciones;
de manera que:

By + @y = (6
23) -4 +35)-17=0
que es cierto; por lo tanto, el punto si pertenece a la curva.

EJERCICIO 4.2. En caso de que las ecuaciones siguientes representen una cuiva, determinar las
coordenadas de un punto de ella.

x+2y-52-5=40

Ix-2y+2+1=0
SOLUCION:
Como en las dos ecuaciones intervienen las variables x, y'y-z, puede darse un valor arbitrario a alguna
de las variables, resultando un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Por ejemplo,

si z=0, entonces: .

x+2y-5=0

3x-2y+1=0
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que tiene por solucién x=1; y=2, que con el valor arbitrario asignado a z da por resultado el
punto Q(1,2.0).

EJERCICIO 4.3. Determinar las coordenadas de algiin punto que pertenezca a la curva de ecuaciones
(z-1F +(y+7y =3x
(x=2)2+ (y+ T+ (z-1)=

SOLUCION:
Si se sustituye la primera ecuacién en la segunda queda:

(x=2)+3x=1,
desarrollando el binomio x*-4x+4+3x=1.
Reduciendo términos semejantes:
x*-x+3=0:

que es una ecuacion con rafces complejas, lo cual significa que las ecuaciones anteriores no representan
una curva.

Nota:
De los ejercicios anteriores puede observarse que en los dos primeros sf se tiene la representacion de una
curva, aunque en el caso del ejercicio 4.2 se trata de las ecuaciones de dos planos, de 1o que se desprende
que su interseccidn es una recta, lo cual no debe sorprender ya que una recta es una curva de curvatura
cero.

Por otra parte, para determinar las ecuaciones de un punto de la curva, se fij6 un valor a una de las
variables, lo que geométricamente significa “cortar” a la curva con un plano paralelo a uno de los planos
coordenados: en el caso del ejercicio 4.2, se determind la interseccién de la curva con el plano z=0.

EJERCICIO 4.4, Sea la curva de ecuaciones

Xi+yi+zi=4

=y

determinar si es plana o alabeada.

121



SOLUCION:

Si en las ecuaciones de la curva, se sustituye y = 0 = z = 0 por la segunda ecuacién. Si se toma en
cuenta en la primera x = +2; entonces, dos puntos de la curvason P (-2,0,0) y P,(2.0,0); luego, un
vector de un punto de la curva a otro de ella es TPz =(4,0,0).

Otro punto cualquiera de la curva se obtiene ddndole el valor de un pardmetro a una de las variables, por
ejemplo: y=2A; A#0 = z = A; lievando estos valores a la primera ecuacién: x*=4-2\% si se
considera el valor positivo de la rafz ya que lo tnico que interesa es tener la representacion de cualquier
otro punto de la curva: R(y4-2X> ,\,\); entonces, el segmento dirigido que une al punto fijo P, con
el otro punto cualquiera de la curva es ﬁ=(\/4-212 +2,4,4). Si se multiplican vectorialmente los dos
segmentos dirigidos anteriores se obtiene: m xﬁ=(o, -4),41) lo que significa que un vector
perpendicular a los dos segmentos dirigidos anteriores tiene siempre la misma direccién y esto quiere
decir que los puntos de esa porcidn de curva estdn en un mismo plano. Una situacién similar se presenta
al considerar el valor negativo de la rafz, por lo que puede afirmarse que la curva es plana.

Observaciones:

— Para determinar si una curva es plana pueden seguirse otros procedimientos menos elaborados; por
ejemplo, en un curso de cdlculo se estudia el concepto de torsidn que permite investigar si la curva
es plana, pero esto rebasa los alcances de este libro.

— Como se explicd anteriormente, cada una de las ecuaciones cartesianas de una curva corresponden a
las de una superficie, que al cortarse forman una curva. En el ejercicio 4.4, la segunda ecuacién es
la de un plano, asi que por este hecho. la curva es plana, siempre que el plano corte a la superficie
representada por la primera ecuacicn y ese es el caso.

En el mismo gjercicio, la curva estudiada es una circunferencia. En la figura 4.1 puede observarse una
esfera con centro en el origen y radio dos. Esta esfera estd representada por la primera ecuacién de
la curva. La segunda ecuacidn es la de un plano perpendicular al plano YZ. En la misma figura 4.1
se ilustra la interseccion entre la esfera y el plano, que es la circunferencia.

z

=y

7K oy 42t =

|/ Y

FIGURA 4.1
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EJERCICIO 4.5. Determinar si la curva

.3
y ‘ZZ
es simétrica con respecto al:
a) Plano XY
b) Origen
SOLUCION:

a) Para determinar si la curva es simétrica con respecto al plano XY recuérdese que un punto
P(x,y,z) tiene por simétrico con respecto a dicho plano a Q(x,,-y.2); entonces. si se
cambia y por -y en ambas ecuaciones y éstas no se alteran, la curva es simétrica y no lo es si
alguna de ellas 0 ambas se alteran,

Para nuestro caso, al cambiar esta variable en la primera ecuacion queda x°+(-y)*+z°=1 queresulta
x*+y+zi=1 : por lo que no se alterd.

Ahora, en la segunda ecuacion -y =-22z la cual es diferente de la original, por lo que la curva no

£l w

es simétrica con respecto al plano XY.

b) Para determinar la simetrfa con respecto al origen. se cambia x por -x, y por -y y z por
-z, 'y si las ecuaciones no se alteran: entonces existe simetrfa con respecto a dicho punto.

4.3 REPRESENTACION VECTORIAL Y PARAMETRICA

DEFINICION 4.2, Una ecuacién vectorial de una curva es una regla maremdtica que indica
el desplazamiento de un vector de posicién para que su extremo barra la curva en toda su
longitud.

DEFINICION 4.3. Se llama pardmetro a una variable que permanece constante durante un
proceso matemdtico. Es frecuente que a un parametro simplemente se le considere una variable
mas; sin embargo, en las representaciones cariesianas de los ejemplos anteriores, las variables
son x, y y z, pudiendo describirse tales curvas relacionando a dichas variables con un
pardmetro, como se explicard en lo que sigue.

Para representar vectorialmente a una curva basta con la utilizacion de un parimetro, mientras
que para la representacién de una superficie son necesarios dos. Esto puede comprenderse
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facilmente si se observa que la expresion cartesiana de una curva estd constituida por dos
ecuaciones y para conocer un punto de la curva, bastard con elegir un valor de cualquiera de las
tres variables, ya que quedard un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, es decir, las
otras dos variables. Si el sistema es compatible determinado, esto significa que para el valor
elegido sf existe un punto de la curva, si el sistema resulta compatible indeterminado, esto indica
que hay infinidad de puntos de la curva que tienen la coordenada elegida y si el sistema es
incompatible, la curva no tiene puntos con el valor escogido de la coordenada.

Por otra parte, se ha dicho que una superficie requiere de una sola ecuacién cartesiana para su
representacion y el hecho de que se necesiten dos pardmetros para su ecuacion vectorial también
puede comprenderse con un razonamiento andlogo al anterior: al tenerse una ecuacidn cartesiana,
se requiere elegir dos de las variables para fijar un punto de la superficie. Podria decirse que
para las curvas se tiene un grado de liberrad, mientras que para las superficies, dos.

La forma simbdlica en que se representa a las curvas vectorialmente es r = x(1)i + y(1)j + z(nk
y su representacién paramétrica resulta inmediatamente de aqui:

x = x(n)
C:{y =y
z =2z

Vale la pena considerar lo siguiente:

— El nombre del pardmetro carece de importancia. Es frecuente usar la letra s para
representar dicho pardmetro, pero esto es porque en muchas aplicaciones, sobre todo en
Fisica, el pardmetro suele ser el tiempo.

—  En ocasiones se emplea 6 para denotar el pardmetro y, como se dijo carece de
importancia este hecho, sélo que no debe confundirse con el dngulo que se utiliza en la
representacion polar de las curvas.

—  Las variables x, y y z estdn relacionadas con el pardmetro, pero no necesariamente de
manera funcional. Es decir, la relacién establecida entre x y el pardmetro no es
necesariamente una funcién, como las que se definen en un curso de cdlculo, y asi las
otras dos, aunque en la prdctica si resulta muy conveniente que la eleccion del pardmetro
sea tal que las tres relaciones sean funciones.

En las aplicaciones de la Geometria Analitica, una buena eleccién del pardmetro puede tener
como consecuencia que algunos problemas de solucién muy complicada, o hasta sin posibilidad
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de solucidn, si se manejan en forma cartesiana, puedan trabajarse vectorial o paramétricamente.
A esta eleccién del pardmetro suele llamarse, abusando del lenguaje: parametrizacion.

No existe un método general que permita parametrizar las curvas. Puede recurrirse a Ja
Geometria, en otras ocasiones al Algebra, a la Trigonometria, pero siempre al ingenio.

En lo que sigue se mostrard con ejemplos la parametrizacién de ciertas curvas, haciendo énfasis
en algunas conocidas.

EJERCICIO 4.6. Sea la circunferencia

Representarla vectorial y paramétricamente.

SOLUCION:

Antes de intentar su representacicn vectorial y paramétrica, conviene analizar la situacién. La curva,
seglin el enunciado es una circunferencia. Si se observa la primera de las ecuaciones, se ve que
corresponde a lo que en el bachillerato se dijo es una circunferencia con centro en el origen y radio igual
a cuatro; por otra parte, la segunda ecuacion es la del plano xy esto se debe a que, como se dijo. cada
una de las ecuaciones de la curva represerita una superficie, en este caso, la primera es la de un cilindro
circular recto con eje coincidente con el gje z y radio cuatro. que al cortarse con el plano xy forma la
circuntferencia.

Como un primer intento para llegar a las formas vectorial y paramétrica de las ecuaciones de la
circunferencia, puede considerarse como pardmetro a la variable x: x = . de manera que al despejar
de la primera ecuacion a y:

y = /16 - 1*
entonces., la ecuacidn vectorial resulta:

F=1[ £/16 - t20};, -4 st x4

y las correspondientes ecuaciones paramétricas son:

xX =1
C: y=i)16“t2
z2=0
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La parametrizacién anterior no es muy conveniente, en virtud de que la segunda de las ecuaciones
paramétricas no es una funciéon. De manera que si se toma sélo el signo positivo se describe a la
semicircunferencia superior, aquella que tiene ordenadas positivas (véase figura 4.2a), mientras que al
usar el signo negativo, se tiene la semicircunferencia inferior (véase figura 4.2b); esto significa que se
requerirfan dos ecuaciones vectoriales para una sola curva y seis ecuaciones paramétricas:

7 =lt.//16-17 0]

;-4<1<4 y

7:=lt.-‘/|6~t: ,0]

x=t =t
C:qy=v16-1° C.:)y=-/16-1" ;-4s1<4
2=0 2=0
y y
-4 0 4
- 0 . Y x
a) b)
FIGURA 4.2

Si se eligiese ahora como pardmetro a la variable y no ayudarfa mucho, pues se tendrfa un problema
similar, ya que si y =m. al despejar a x de la primera ecuacién cartesiana se
tendrfa: x = +y16-m?%, -4 < m <4 y ¢l doble signo provocarfa una situacion similar a la anterior, s6lo
que ahora se describirfa la semicircunferencia derecha con el signo positivo (figura 4.3a) y la izquierda,
con ¢l negativo (figura 4.3b).
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y y
4 4 L 4
x X
0 0
-4 4 | 4

a) . ‘ b)

FIGURA 4.3

Por otra parte, si se elige como pardmetro x* = n, lasituacién se complica, pues x = +y/n y para cada
uno de los signos se tienen ahora dos valores de y, esto lleva a que se requieren cuatro ecuaciones
vectoriales, una para cada cuarto de circunferencia.

Para lograr una mejor parametrizacion, es mds conveniente recurrir indirectamente a la trigonometrfa.
La primera ecuacién cartesiana puede escribirse:

|
i

+
-2
(F]
]
—

et
=

Si ahora se establece una analogfa entre la ecuacién anterior y la identidad sen’a + cos’a = 1; entonces.
al hacer ' '

*

2

el b4
sen‘ « : cos* @ = =—
16

]
lu

ahora se trabajar4 con la primera de estas expresiones, ya que las conclusiones a las que se lleguen serdn
similares que si se trabajara con la segunda.

16 sen? «

*
It

14 sen o

*
[}

Al parecer no se ha ganado nada pues también al extraer raiz cuadrada ha surgido el doble signo; sin
embargo, si se escoge el intervalo de variacién del pardmetro, de tal manera que queden representados
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todos los puntos de la curva, puede eliminarse este problema. La ecuacidn vectorial queda:
r=4senai+dcosaj, 0<a<2r

y las ecuaciones paramétricas:
X =4sen o
C:iy =4 cos a; O<a<2rm
z=0

La parametrizacién anterior es mucho mds adecuada que las otras; sin embargo, es posible ain llegar a
una mejor, al menos es la més frecuentemente usada en la practica. Esta se tiene si en lugar de establecer
la analogfa consen® & + cos® & = Ise realiza concos’ @ + sen? 8 = 1.El cambio de nombre del
pardmetro se ha hecho a propdsito, pues geométricamente son dos dngulos diferentes, como se describird
después, mientras que el cambio de posicidn de los sumandos, aunque algebraicamente se sabe que es
vélido, permite entender de manera més ficil que ahora la analogfa esx® = 4 cos® 0; y*= 4 sen? 0.

Si se continida con el trabajo algebraico se llega a la ecuacién vectorial:
r=4cos0i+dsen0j, 0s50<2n

y a las ecuaciones paramétricas:
x=4cos O

C{ y =4sen8, 0<0<2x
z2=0

La explicacién de por qué es mds ventajosa la iltima parametrizacién radica en el hecho de que el
pardmetro ccelegido en la pendltima de las parametrizaciones es el dngulo medido a partir del eje de las
ordenadas y hasta el radio vector que une al origen con el punto en estudio. Por ejemplo, si o = 0
entonces x = 0: y = 4: por otra parte, sia = T entonces x = 2; y = 243 . Los dos puntos obtenidos estdn
representados en la figura 4.4 como los puntos A y B, respectivamente.

Por otra parte, en la tltima de las parametrizaciones, el 4ngulo@ corresponde al que se mide desde el eje
de las abscisas hasta el radio vector del punto en estudio. Como ejemplo, considérense ahora los puntos
Cy D de la figura 4.5, obtenidos ahora siBentonces x = 4, y = 0 para el punto C; y para D,

e=§, x=2, y=2/3
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y y
A
D
B a
0
C
-4 0 4 X -4 0 4 X
FIGURA 4.4 FIGURA 4.5

En los dos casos el sentido de medicién es el directo: es decir, el contrario al de las manecillas de un
reloj. Posteriormente, en los cursos de cédlculo, se estudiard que la opcion del dngulo 0 es mds adecuada.

Si se hubiera elegido alguno(s) de los signos negativos en cualquiera de las dos dltimas parametrizaciones,
se hubiera modificado o el punto de inicio del recorrido. o el sentido de medicion del dngulo. Se deja al

lector el andlisis de estas modificaciones.

EJERCICIO 4.7. Determinar unas ecuaciones paramétricas para la elipse de ecuaciones cartesianas (figura 4.6).

Ll S
E: 4
y=3
Z
€/ +
g 3
0 y
/6//
X
FIGURA 4.6
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SOLUCION:
Para este caso nuevamente conviene usar la misma identidad trigonométrica y establecer la igualdad:

- 62
X6 | cos g
4
despejando:

x=6+2cos b

Por otra parte.

(z-7)* = sen® 0
que conduce a

z2=7+senb;

tfinalmente, las ecuaciones paramétricas resultantes son

x=6+2cos0

E: y=3 . 0sB<2x

z=7+sen B

EJERCICIO 4.8. Determinar una ecuacidn vectorial para la pardbola de la figura 4.7 de ecuaciones
cartesianas

-3¢ =20-4
2=35
r4
S
c\
3 0 4 y
X
FIGURA 4.7

130



SOLUCION:

En este caso, aunque también podrfa emplearse alguna identidad trigonométrica, resulta més adecuado
tomar como pardmetrox = 7;al sustituir en la primera ecuacién de P y despejar:

Yy

N i) M
2 '

~1)2
Por lo que la ecuacién vectorial esp = 7i + [(_72_3)_ + 4] J+5%;, Trt€R

EJERCICIO 4.9. Sea la hipérbola de ecuaciones cartesianas

(}'_3)2 _ (z_l)z___l
H: 4

5
x=0
determinar unas ecuaciones paramétricas.

SOLUCION:

En primer lugar, la hipérbola en cuestién estd alojada en el plano YZ (véase figura 4.8). Ahora, para
lograr una buena parametrizacin, conviene de nuevo emplear una identidad trigonométrica, pero como
no se tiene una suma de cuadrados igualada a la unidad, lo mds aconsejable es la utilizacién de alguna
identidad en la que intervenga una diferencia de cuadrados igualada a la unidad, y ésta puede ser:

sec 8 -tan* B =1

Ahora, como en ejercicios anteriores, puede establecerse una analogfa, resultando:

3 +2secf 0<B8<2w

]
i

1+;/5—tanﬁ

s
"
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N

\\>Z/

N\l =

FIGURA 4.8

En el ejeicicio anterior, al fijar el intervalo de variacién del pardmetro como0<f <2, se asegura que
todos los puntos de la hipérbola estdn descritos por las ecuaciones paramétricas obtenidas; sin embargo,
existen valores del pardmetro para los cuales no estdn definidas ni la secante ni la tangente, esto es
cuandocos B = 0; B = X, 8 = 3_;.Lo cual significa que para estos valores del pardmetro no existen
puntos de Ia hipérbola. De aquf es conveniente dar la siguiente definici6n.

DEFINICION 4.4. Sean las ecuaciones paramétricas de una curva

x = f@) --(1)
cly = 40 (2)
Z = h() ...(3)

Se llama intervalo paramétrico I, al conjunto de valores de t € R para los
cuales x, y, z € R, simultdneamente en las ecuaciones (1), (2) y (3).

La definicion anterior es equivalente a la siguiente, pero que estd escrita en términos de cdlculo.

DEFINICION 4.5. Se llama intervalo paramétrico 1, a la interseccion de los dominios de las
relaciones (1), (2) y (3).

EJERCICIO 4.10. Sea la curva
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Determinar:
a) el intervalo paramétrico;
b) los valores que pueden tomar las abscisas, las ordenadas y las cotas de los puntos de la curva.

SOLUCION:
La ecuaci6n vectorial de la curva conduce de inmediato a las ecuaciones paramétricas

f
X = =\/5-u ...
‘l = l
T\ 25 -u® --(2)
z2=5u+1 ..(3)
L

a) Para determinar el intervalo paramétrico, primero se obtendrd el dominio de la
relacion x = -/5-u . Para ello debe resolverse la desigualdad 5 - w = 0. Al aplicar algunas
propiedades de las desigualdades u <5, por lo que el dominio de la expresién es D =(-00,5].

Por otra parte, para el dominio de la segunda expresiin

L

V25 - u°

debe trabajarse ahora con la desigualdad 25 - »* > 0, enla cual no se ha considerado la igualdad
con cero pues al estar el radical en el denominador, el cociente no existirfa si dicho denominador fuera
nulo. Es importante enfatizar que el cociente no se indetermina como dicen equivocadamente algunas
personas. Para eliminar todo tipo de dudas, se sugiere que se estudien las formas indeterminadas en
cualquier libro de célculo.

)I =

Ahora bien, la desigualdad puede escribirse (5 + w) (5 - u) > 0.

Para que el producto sea positivo los factores deben tener el mismo signo, de manera que se presentan
dos casos.

Primer caso: 5 +u > 0y S5 -u > 0, esdecir w >-5yu < 5 en donde la conjuncién y
indica que las dos desigualdades deben cumplirse simultdneamente, o sea, se trata de la interseccién
de dos conjuntos y esta interseccion puede escribirse -5 < ¥ < 5.

Segundo caso: 5 +u < 0yS -u < 0, queconducea u < -Syu > 5.

Como la interseccion entre estos dos conjuntos es el conjunto vacfo, y el dominio de la segunda

expresion estd dado por la solucién del caso uno o la del caso dos y ahora la o significa unién entre
conjuntos, se tiene que ¢l dominio de la funcidn es D = (-5,5).
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Ahora bien, la tercera de las ecuaciones paramétricas es z = Su + 1 y en ella puede observarse que
para que exista z. el pardmetro u puede tomar cualquier valor real, de manera que D, = (-o0,0).

Finalmente, el intervalo paramétrico es
lp= Dx n 'Dy n D:
por lo que
1, = (-5,5).

b) Para obtener ahora los posibles valores de las coordenadas de los puntos de la curva, el camino a
seguir no es exactamente la determinacién del recorrido de las tres funciones paramétricas, sino un
subconjunto de cada uno de estos recorridos, aquel que corresponde a los valores del intervalo
paramétrico. En primer lugar, para las abscisas debe considerarse qué valores puede tomar x si el
pardmetro toma sélo los valores de IP.

Como los valores de las abscisas estdn dados por la ecuacion
x==y5-u ..(1)
y el pardmetro puede tomar valores en [ =(-5.5); lo que puede hacerse es elevar al cuadrado la

ecuacion (1). x*=5-u que representa media pardbola, por el signo negativo de la ecuacidn original.
Para llevarla a su forma ordinaria. puede escribirse:

x*= - -5).

La representacion gréfica de la semipardbola puede verse en la figura 4.9.

-5 S
0/ ’
—1 /7

FIGURA 4.9
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Entonces, los valores posibles de las abscisas estdn en (-y10 ,0).

Ahora para las ordenadas se trabajard con la ecuacién (2):

Y= b ()

V25-u?
Esta ecuaci6n no corresponde a ninguna de las curvas cénicas estudiadas en el bachillerato; por lo que
no es posible trabajarla como en el caso de las abscisas.

Lo que puede hacerse es analizar la ecuaci6n y percatarse que se trata de un cociente de numerador
constante, asf que la variacién del cociente dependerd de la variacién del denominador. Si el
denominador aumenta, el cociente disminuye y viceversa. En este caso, el denominador es la rafz de
una diferencia, a 25 se le va a restar una variable. Ante esto, el valor menor del cociente lo toma
cuando a 25 se le resta cero, dedondesi u =0 = y = 3
Por otra parte, si u»-5 = y—»+o0 ysi u»5 = y-—»+co, esto lleva a que las ordenadas varfan
en el intervalo (—5.,+oo).

Para
Z="5u+1 ...(3)

que es la ecuacién de una recta, bastard con sustituir los valores extremos del intervalo paramétrico,
por lo que las cotas varfan en (-24,26).

EJERCICIO 4.11, Sea la curva

x=4 ..(1)
F{ y =cos 26 «(2); 0<Osm.
zZ=sen 0 ..(3)

Determinar las ecuaciones cartesianas de la curva e identificarla.

SOLUCION:

La ecuacién (1) indica que se trata de una curva alojada en un plano paralelo al YZ; por otra parte, sin
poder establecer una regla general, cuando se trata de eliminar un pardmetro de dos ecuaciones que
contienen funciones trigonométricas, generalmente conviene emplear algunas identidades. Para este
ejercicio, la ecuacién (2) puede escribirse

y = cos® © - sen? 8, (@)
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De la ecuacién (3):

sen 0 = z? .5
(5) en (4):
y = cos? 8 -z,
de donde:
cos’ B =y + 22 ...(6)
ahora, como

sen?© +cos? 0 =1

sustituyendo (5) y (6) en esta identidad:
22 +y+z2 =1

reduciendo términos semejantes y llevando la ecuacion a su forma ordinaria:

2* = -% o-1) (7

que podrfa pensarse que representa una pardbola. Sin embargo, obsérvese que el pardmetro varfa en el
intervalo [0,7], lo que lleva a que las cotas s6lo pueden tomar valores positivos, que son los dnicos que
puede tomar la funcién seno en los dos primeros cuadrantes; y la ordenada puede tomar valores positivos
y negativos, pues estd igualada con el coseno del 4dngulo doble, s6lo que dichos valores estardn
comprendidos en [-1,1]. Esto quiere decir que las ecuaciones representan el segmento de par4bola
mostrado en la figura 4.10, pero recorrido dos veces, uno empezando en el punto A y siguiendo el
sentido directo y el otro iniciando en el punto B, ahora con el sentido inverso.

a) b)
FIGURA 4.10
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Debe tenerse en cuenta que si se necesitara valuar, por ejemplo, la longitud del segmento de pardbola,
se podrfa utilizar una integral en célculo, pero si se integrara con los extremos indicados, se valuarfa el
doble de la longitud ya que la curva fue recorrida dos veces.

Las ecuaciones cartesianas del segmento de pardbola son

) 1
== (-1
3 )

F:1 -1<y<l; z >0

pero cada punto de la curva estd representado dos veces por las ecuaciones paramétricas. Finalmente, si
se quisiera emplear una ecuacién vectorial que represente a la curva una sola vez, basta con restringir
los valores del pardmetro, quedando

i . . L3

S = 4i + (cos 20) j + (sen 0) k; 05653

si el sentido de recorrido elegido es el directo (figura 4.10a).

EJERCICIO 4.12. Un jugador de béisbol conecta un batazo hacia el jardin derecho del parque. La

trayectoria de la pelota tiene por ecuaciones

LW(1
x = 10r EZ;

p- y = 19¢
2 =125 + 23t - 512 ...(3)

donde x, y y z estdn medidas en metros si t se mide en segundos.

Si la cerca del parque se encuentra a una distancia horizontal de 90 metros en la direccién del batazo y
tiene una altura de 9 metros, ;la pelota librard la cerca?

SOLUCION: . ,

Al observar las ecuaciones de la curva que sigue la pelota se deduce que las ecuaciones (1) y (2) sefialan
que el movimiento de la pelota proyectado al plano horizontal es una Ifnea recta; mientras que la ecuacién
(3) indica que el movimiento vertical de la pelota es parabdlico. Véase figuras 4.11a y b.
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1.25 T9

a) b)
FIGURA 4.11

Ahora, si se sustituye el valor de z = 9 en la ecuacién (3) para calculaf el tiempo en el que la pelota
alcanza ese nivel:

9 = 1.25 + 23r - 57
que queda, después de reducir términos semejantes y ordenar:

50°-23% +775 =0
ecuacion de segundo grado que al resolverla da como valores de ¢:

1, = 0.37s; t, = 4.23s

de los tiempos calculados, el que interesa es el segundo, ya que es cuando la pelota cae. Para este tiempo,

los valores de x y y son:
10(4.23) = 423 m

-~
[}

19(4.23) = 80.37 m

=
"

Por otra parte, la posicién relativa de los ejes coordenados x, y carece de importancia, pues de la
figura 4.11a puede verse que la distancia horizontal recorrida por la pelota, en cualquier ‘instante, estd

dada por:
d= \/x"_+)7’_ :
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en donde se ha prescindido de la ambigiiedad del signo porque, en este caso, la distancia negativa no tiene
sentido fisico. De manera que. al sustituir los valores de x y y calculados:

d = (42.3)2 + (80.37)° = 90.82 m

lo que significa que la pelota sf libra la cerca.

4.4 REPRESENTACION POLAR

Como ya se menciond, la Geometria Analitica trata de resolver dos situaciones, y una de ellas
se tiene cuando se conoce la representacién analitica de una curva y se requiere determinar sus
caracteristicas y, eventualmente, identificarla.

Cuando se cuenta con la representacion polar de una curva y es necesario conocer algunas de
sus caracteristicas, cominmente se emplea un método llamado discusién de la ecuacion polar
de una curva. Es muy importante hacer las siguientes consideraciones:

a) Debe enfatizarse en que el argumento de un punto, entendiendo por esto a la segunda
coordenada polar, suele representarse con 8 pero no debe confundirse con el pardmetro
usado en una representacion vectorial o paramétrica de una curva, aunque se hubiera elegido
la misma letra como pardmetro. Es relativamente f4cil distinguir una representacién de otra.
En una representacién vectorial, como su nombre lo indica, se tendrd un vecror con sus tres
componentes; en una representacion paramétrica, las variables x, y, z en términos de un
pardmetro que podria llamarse 6; y en una representacién polar estardn relacionadas
implicita o explicitamente las variables r, 6.

b) En lo que sigue se usardn radianes para medir los argumentos de todos los puntos en las
ecuaciones que se estudien. Si en una ecuacion en coordenadas polares intervienen dnicamente
relaciones trigonométricas en el tratamiento del argumento, el valuarlos en grados o radianes no
tiene importancia, siempre y cuando se tenga congruencia; por ejemplo, si se tiene la
ecuacion r = sen 6 - 4 cos 36, no importa si el argumento sc trabaja en grados o en radianes,
lo vinico que debe cuidarse es que si se desea calcular el médulo de un punto 6 = 1°,
empleando una calculadora, ésta debe tener activada la opcién DEG, ya que si tiene activada la
opcién RAD, la calculadora valuard el médulo cuando = 1 radidn; vy si la calculadora tiene
la opcion GRAD, entonces la calculadora trabajard con grados centesimales. Ahora bien, si la
ecuaciénen estudioes r? sen 8 + r cos 6 = 6, donde © interviene sin ser argumento de alguna
funcién trigonométrica, debe trabajarse exclusivamente en radianes.



¢) La discusién de la ecuacién polar de una curva es un método y como todos los métodos no
es mds que una serie de instrucciones que tienen un objetivo. En este caso el objetivo es la
determinacion de algunas caracteristicas de una curva de la cual se conoce su ecuacién polar.
;Cudl o cudles caracteristicas? La respuesta depende del problema que se trate. Podria ser que
con sélo determinar si la curva es cerrada baste. O bien, si se identificara la curva podria ser
suficiente. Esto es, el objetivo no es la aplicacién completa del método. Es mds, el
conocimiento de algunas caracteristicas podria ser mds util y suficiente para identificar la
curva, si eso fuera lo que se quisiera.

Por otra parte, con el desarrollo tan vertiginoso y sorprendente de los equipos y técnicas de
computacién puede parecer initil el método en cuestién; sin embargo, la teoria es
insustituible. A lo largo de los pdrrafos siguientes se podrd ver que el conocimiento sélido
de la teoria permitird comprender algunos resultados aparentemente contradictorios o
erroneos.

d) Las curvas expresadas en forma polar siempre son planas. Recuérdese que las coordenadas
polares se refieren siempre al radio vector y al dngulo entre el eje polar y el radio vector. Si
se tratara de estudiar una curva alabeada y se necesitara algo similar a las coordenadas
polares podrian emplearse las cilindricas. Ademds, por ello se habla de la ecuacion polar, asi

en singular, puesto que se considera que la otra ecuacidn es la del plano polar; por ejemplo,
z =0.

e) Recuérdese que un punto P(r,8) puede estar representado por una infinidad de parejas de
coordenadas polares:

P(r8  2n n), neN. Si se hace variar el argumento.
P(-r, 8 £ 2n - 1) =); neN. Siel mddulo se acepta negativo.

Esta diversidad de representaciones polares de un punto conduce a la siguiente definicién.

DEFINICION 4.6. Se llaman ecuaciones polares equivalentes aquellas que representan al
mismo lugar geométrico.

La equivalencia entre dos ecuaciones polares puede ser evidente si ésta es algebraica o
trigonométrica. Es decir, si una ecuacién puede obtenerse de otra con efectuar una simplificacién
algebraica o trigonométrica, es natural que dichas ecuaciones representen al mismo lugar
geométrico; por ejemplo. las ecuaciones

2r =4 cos 0 (D
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r=2cos 6 ...(2)

evidentemente representan al mismo lugar geométrico, figura 4.12, puesto que la ecuacién (2) es la
misma que la ecuacién (1) después de haber multiplicado ambos miembros por el escalar 1/2.

eje eje
copolor copolar
\ 7/
/\ \\ //
N\
1 .
7 N\
/ A8
/ N
FIGURA 4.12 FIGURA 4.13

Por otra parte, las ecuaciones

r? = 4 (cos’ © - sen? ) k)

r? = 4 cos 20 . (4)

también son equivalentes, esto es facil de constatar pues las ecuaciones (4) y (3) son la misma
si se considera la identidad cos 20 = cos® & - sen? 0. La representacién geométrica de la
curva estd en la figura 4.13.

La equivalencia entre ecuaciones polares puede ser mds dificil de determinar cuando no es
algebraica ni trigonemétrica; es decir, cuando se debe a las diferentes posibilidades de
representacion de un punto en ese tipo de coordenadas. Para investigar la existencia de la
equivalencia, considérese lo siguiente:

Sean las ecuaciones r = f,(8) ..(a); r = f,(6) ..(b) donde la letra f no representa
necesariamente una funcién. Las ecuaciones (a) y (b) son equivalentes si las coordenadas de un
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punto P(r,0) se sustituyen en cualquiera de las dos ecuaciones por P(r, 6 ¢ 2n =) 6
P(-r, 0 £ 2n - 1) =); neN y se llega a la otra ecuacidn.

EJERCICIO 4.13. Determinar si las ecuaciones
r=3 - I ().

r=-3 ...(2)
son equivalentes, ‘

SOLUCION: ,

Si se sustituyen en la ecuacion (2) a las variables r y 0 por ry 0 = 2n =, respectivamente; al no
aparecer 8 en la ecuacion, ésta no se altera y no es posible obtener la ecuacién (1). Pero, si ahora se
sustituye (r, 8) por (-r, 8 £ -(2n - 1) =), la ecuacién queda:

que es algebraicamente equivalente a la ecuacién (1), pues al multiplicar en ambos miembros por -1 se
llega a dicha ecuacion.

Las ecuaciones (1) y (2) representan la circunferencia con centro en ¢l polo y radio igual a tres unidades,
tigura 4.14.

eje

copolar

3 eje polar

~
N

FIGURA 4.14

La diferencia entre las ecuaciones (1) y (") radica en el hecho de que la ecuacidn ( 1) representa la
circunferencia con el recorrido de un punto que gira alrededor del polo iniciando su movimiento en el '
punto A y con sentido dl[‘t‘.t.tl) twurd 4,154, mlentlds que la ecuacidn (2) representa la misma
circunferencia. pero ahora con el movimiento (l'., un punto quc inicia su glro en el punto B'y tdmbn.n Lon'
sentido directo, figura 4.15b. ‘ '
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eje eje
copolar copolar

\

eje polar eje polor

A\

FIGURA 4.15

En el ejercicio anterior puede observarse que las ecuaciones (1) y (2) no son algebraicamente
equivalentes, ya que no es posible transformar una en otra con alguna simplificacidn algebraica o

trigonométrica; sin embargo. las ecuaciones son equivalentes por representar al mismo lugar geométrico.

EJERCICIO 4.14. Determinar si son equivalentes las ecuaciones

~
1]

0 +2n ()

-
n

-0 + 3n ..(2)

SOLUCION:

Evidentemente, no es posible transformar una de las ecuaciones en la otra con sélo efectuar una
simplificacién algebraica o trigonométrica: sin embargo. es posible que ambas ecuaciones representen el
mismo lugar geométrico.

Observando las ecuaciones. debido a que en la ecuacidn (1) tanto » como 6 tienen el mismo signo.
mientras que en la ecuacion (2) estas variables tienen signos diferentes, parece 16gico pensar que si puede
lograrse comprobar la equivalencia de las ecuaciones, esto pueda hacerse con la transformacion
de P(r, 8) por P(-r, 0 £ (2n - 1) m).

Al probar con el signo positivo, sustituyendo en (2):

-r = -[8 + 2n - Dn] + 3n,



si existe alguin valor natural de n para el cual 1a ecuacién resultante pueda convertirse en la ecuacién (1),
las dos ecuaciones originales son equivalentes, de manera que quitando paréntesis:

-r =-0 -(2n-1)x + 3x
multiplicando ambos miembros por menos uno:
r=0+2n-H=n -3x ...(3)
para que las ecuaciones (3) y (1) sean iguales se debe cumplir:
2n-Dm =37 = 27

igualdad que se cumple si 7 = 3. y como n sf es natural se concluye que las ecuaciones (1) y (2) son
equivalentes,

EIERCICIO 4.15. Determinar si son equivalentes las ecuaciones

-
n

4 sen O D

-4 sen O .. (2)

\
n

SOLUCION:
Primeramente se observa que no es posible transformar una ecuacién en otra por medio de una
simplificacién  algebraica o por una identidad trigonométrica. Por otra parte, si se
sustituyera P(r, 0) por P(r, 8 + 2n ) no se lograria nada por los signos diferentes de 1a ecuacidn
(2). Entonces. si se cambia P(r, 8) por P(-r, 8 + (2n - 1) ©) en la ecvacidén (1) se llega-a:

-r =4 sen [0 £+ 2n - Dn]
que es igual a:

r=-4sen [0 = (2n - 1) w] ...(3)

para que las ecuaciones (3) y (2) sean iguales debe cumplirse:

0=0z:2n - Dn
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y esto sélo es vélido si:

1
n=_
2

y como el valor de 7 no es natural, se concluye que las dos ecuaciones originales no son equivalentes.

A continuacion se describe el método de discusion de la ecuacion polar de una curva. En cada
una de las partes del método se ejemplifica lo que se expone con algunos gjercicios. Se sugiere
al lector que cuando haya completado el estudio de dicho método, en los ejercicios del 4.16 al
4.25 practique determinando todas las caracteristicas faltantes de la curva en cuestidn,
culminando con la identificacién y la representacién gréfica.

4.5 DISCUSION DE LA ECUACION POLAR DE UNA CURVA

Sea la curva

r = f(0) ...(A)

donde f no significa necesariamente que se tenga una relacién funcional y en donde se ha
despejado r por comodidad, pero no es imprescindible, aunque si recomendable.

4.5.1 INTERSECCIONES

a) Con el eje polar

Como debe recordarse, cualquier punto que esté alojado en el eje polar debe tener como
argumento 8 = zw, z entero. De manera que para investigar si la curva (A) es cortada por el
eje polar, debe sustituirse 8 por z6, zentero y obtener los valores correspondientes.

EJERCICIO 4.16. Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva

r= 4 D

-2cose-sen6

con el eje polar.

SOLUCION:
Si §=0 = r=2; esdecir, el punto es P (2,0).
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Por otra parte. para 6 = m; r = -2; sin embargo, no se trata de otro punto sino de otras coordenadas
polares del mismo punto.

Como las funciones seno y coseno son periédicas y tienen el mismo perfodo. si se dan valores
a 0 miiltiplos de 7 siempre se obtendrd el mismo punto, por lo que la curva tiene un \nico punto de
interseccién con el eje polar.

b) Con el eje copolar

Se ha dicho y enfatizado que el eje copolar (o eje a 90°, como dicen algunos autores) no es
esencial ni indispensable en las coordenadas polares; no obstante lo anterior, para el
conocimiento de las caracteristicas que conducen a un buen manejo de una curva o a su
identificacidn, resulta conveniente trabajar con dicho eje.

Los puntos que pertenecen al eje copolar tienen como argumento 6 = iu; neN de
manera que para conocer las coordenadas de los puntos de interseccién de unza curva con el eje
copolar debe sustituirse el valor del argumento por 1(2n — l)n‘ Y determinar el valor
correspondiente de r.

EJERCICIO 4.17. Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion con el eje copolar de la curva

(1)

SoLUCION:

. . . 3
En este caso, si en la ecuacion (1) se sustituye 6 por ) =r 3.

. . . 3x . 2n-1n
Algo idéntico ocurre si 8 = , ven general, si 0 = t(———l—

— , neN.
2 2

Esto significa que la curva no tiene puntos de interseccién con el eje copolar.

4.5.2 SIMETRIAS

a) Con respecto al eje polar

Si la curva representada por la ecuacién polar (A) es simétrica con respecto al eje polar, esto
significa que cualquier punto que pertenezca a ella tiene un punto simétrico con respecto a dicho

eje que también pertenece a la curva. Para averiguar si esto ocurre, recuérdese que el punto
siméirico de un punto P(r, 8) con respecto al eje polar tiene como coordenadas
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polares Q(r, -6) 6 Q(-r, = - 8), entre muchas otras. Entonces, el criterio es que se presenta
en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. La curva representada por (A) es simétrica con respecto al eje polar si al
sustituir:

i) 6 por -0, ¢
ii) r por -r, y 0 por = - 0,

la ecuacion (A) no cambia o se rransforma en una ecuacion equivalente.

La demostracion es evidente al tomarse en cuenta las diversas representaciones de un punto en
forma polar y la definicién de ecuaciones equivalentes.

EJERCICIO 4.18. Determinar si la curva

r =2 sen 20 ...(1)
es simétrica con respecto al eje polar.
SOLUCION:
Si las coordenadas de un punto cualquiera de (1) P(r, 6) se reemplazan por Q(r, -6), la ecuacién se
convierte en:

r = 2 sen 2(-0),
y como:
sen {(-~a) = -sen «a,

entonces:

r = -2 sen 20

P
2
S

Ahora debe investigarse si las ecuaciones () y (2) son equivalentes. Si lo son, al sustituir en
(2) P(r, 8) por P(-r, 8 + 2n - 1), la ecuacidn queda:

-r=-2sen2 (0 £ (2n - D=n),
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que después de multiplicar ambos miembros por menos uno y de simplificar el argumento de la funcién
seno:

r=2senf[20 £ 22n - n]J;
ahora, ya que:
sen(a + 8) = sen o cosfB + sen S cos «,
r = 2[sen 20 cos2 (2n - 1)nt + sen 2 (2n - Dr cos 20]
ysi n =1, laecuacién se transforma en:
r = 2 sen 26.

que es idéntica a la ecuacidn (1), por lo que se concluye que la curva sf es simétrica con respecto al eje
polar.

iQué hubiera pasado si el criterio aplicado hubiese sido el reemplazo de las coordenadas polares de un
punto cualquiera de (1) por P(-r, x - 0)?

La ecuacidn (1) se hubiera transformado en:

-r = 2 sen 2(x - 0)

que al desarrollar queda:
-r = 2[sen 2% cos 20 - sen 20 cos 2x]
pero, como sen 2w = 0 y cos 27 = 1, entonces:

-2 sen 20

-r

finalmente:
2 sen 20

~
1}

que es la ecuacidn (1).
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Obsérvese que en este caso no es necesario averiguar la equivalencia de las ecuaciones, pues se llega a
una ecuacién con equivalencia trigonométrica.

EJERCICIO 4.19. Determinar si la curva

r=4sen 0
es simétrica con respecto al eje polar.
SOLUCION:
Si se reemplaza 0 por -8 en (1):
r = 4 sen(-0)
r=-4senb ...(2)

Obsérvese que las ecuaciones (1) y (2) no son equivalentes, como se demostrd en el ejercicio 4.15.
Por otra parte, si se cambia ahora r por -r y 8 por = - 8, en (1), el resultado es el mismo:
-r = 4sen (n ~ 0)
pero:
sen(nt - 0) = sen 6,
por lo que se llega a:
-r =4 sen 0
o bien;
r=-4sen@

que es la misma ecuacion (2) y que, como ya se dijo, no es equivalente a la (1), por lo que se deduce
que la curva no es simétrica con respecto al eje polar.

b) Con respecto al eje copolar

TEOREMA 4.2. La curva representada por la ecuacion (A) es simétrica con respecto al eje
copolar si al sustiruir:
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i) ® por = -9, 6
it) r por -r y 0 por -8,
la ecuacion permanece inalterada o se convierte en una ecuacion equivalente.
EJERCICIO 4.20. Determinar si la curva de ecuacidn polar
r=0+2n ' ' ()
es simétrica con respecto al eje copolar.

SOLUCION:
Si en la ecuacicn (1) se cambia 0 por m - 0, resulta:

r=(r -6 +2n
reduciendo términos semejantes:
r=-0+3n ..(2)

Las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, seguin se demostrd en el ejercicio 4.14; por lo tanto, la curva
es simétrica con respecto al eje copolar,

¢) Con respecto al polo

TEOREMA 4.3. La curva, una de cuyvas ecuaciones polares es la (A), es simétrica con respecto
al polo si al cambiar: '

i) 8@ por = +8, 0

ii) r por -r.

la ecuacion no se altera o resulta una ecuacion equivalente.
EJERCICIO 4.21, Determinar si la curva

r = 6 sen 46 (D

tiene simetria con respecto al polo.
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SOLUCION:
Si en (1) se sustituye r por -r, se obtiene:

-r = 6 sen 48
que es igual a:

r = -6 sen 40 ...(2)
Las ecuaciones (1) y (2) no son iguales, ni es posible llegar de una a otra con una simplificacién -
algebraica, ni por medio de la aplicacién de una identidad trigonométrica; de manera que se verd si son
equivalentes. Si en (1) se sustituye r por -r y 8 por 8 + 2n - Dx:

-r = 6 sen 4[0 + 2n - Dn]

efectuando operaciones:

r = -6 sen [40 £ 4(2n - 1)x] ...(3)

para que las ecuaciones (3) y (2) resulten iguales basta con hacer n=1 que es un nimero natural, por
lo que las ecuaciones (1) y (2) sf son equivalentes y la curva sf tiene simetria con respecto al polo.

TEOREMA 4.4. Sea la curva

r = f(6) -(A)

Si la curva representada por (A) es simérrica con respecto a los ejes polar y copolar, entonces
también lo es con respecto al polo.

En efecto, al sustituir 6 por -6, en (A) queda:
r = f(-0) ...(B)
Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, (A) y (B) son equivalentes.

Por otra parte, si en (B) se sustituyen r por -r y 6 por -8, entonces:

-r = f(6) ...(0C)
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que es equivalente a (B) y a (A) por la hipétesis de simetria con respecto al eje copolar; es decir,
(A), (B) y (C) representan el mismo lugar geométrico. Ahora, si en (A) se
sustituye r por -r para investigar si la curva es simétrica con respecto al polo:

-r=f®

que es la misma ecuacion (3). Como se llegé a una ecuacién equivalente, la curva si es simétrica
con respecto al polo.

Q.E.D.

4.5.3 OTRAS CARACTERISTICAS
a) La curva contiene o no al polo

Parece iniitil que se investigue si la curva (A) contiene al polo después que se han determinado
las coordenadas de los puntos de interseccién de la curva con el eje polar y con el eje copolar;
sin embargo, debe recordarse que el polo es un punto muy particular, tan lo es que en
matemdticas se dice que se trata de un punto singular. Ello se debe a que sus coordenadas
son O(0, 6); 8 € R. Esto significa que en la ecuacién (A) puede ser que para algin valor
de 6 diferente de los que se han empleado para analizar las intersecciones con los ejes el
médulo se anule. Entonces, para saber si la curva contiene al polo, deben determinarse los
valores de 6 para los cuales r se anule.

EJERCICIO 4.22. Determinar si la curva
r=y6cos® - 2sen6 (D)
contiene al polo.

SOLYCION:
Se sugiere al lector que compruebe que el tnico punto de interseccién de la curva con el eje polar

es Pl(\/g ,0), obtenido al considerar @ = zmr; z entero. Por otra parte, la curva nada més tiene un punto
de interseccién con el eje copolar, que es

e

para

- Dn . . .
0=z (ﬂ%, n natural, esto es determindndolos con los criterios anteriormente expuestos;

tal parece que la curva no contiene al polo; sin embargo, si en (2) se hace r = 0 se obtiene:
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V6cos 8 - 2send =0

efectuando operaciones:
V2 sen 8 = /6 cos O

sen 8 _ /6
cos O ‘/5
tan 6 = /3

L . .
y como para 0 = 3 la igualdad se satisface, resulta que la curva sf contiene al polo.

.

EJERCICIO 4.23. Determinar si la curva

5
r =
2cos 0 + 7senB

()
contiene al polo.

SOLUCION:
Si se determinan los puntos de interseccién de la curva con ios ejes, ninguno de ellos es el polo. Por otra
parte, si se hace cero el primer miembro de la ecuacién (1):

5 -
2cos B +7senB

es claro que la ecuacidn anterior no se satistace para ningin valor de 6, por lo que la curva no contiene
al polo.

b) La curva es cerrada o abierta

En algunas de las aplicaciones de las curvas es conveniente saber si la curva encierra una regién
y poder calcular dreas, longitudes, o cualquier otro requerimiento. El problema aqui es ponerse
de acuerdo en lo que es una curva cerrada o abierta, ya que no se tiene precisién al respecto.
La mayoria de los autores que tratan este asunio definen a una curva cerrada si al expresar r en
funcion de O, r existe para cualquier valor de 6.

Es conveniente hacer algunas aclaraciones sobre la definicién anterior:
i) La definicién comunmente expresada por los diversos autores menciona que r debe

escribirse en funcién de 6 y eso no siempre es posible. Puede expresarse a r en términos
de 0, pero sin exigir la relacién funcional.
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ii) En la definicién se habla sobre la existencia de r para cualquier valor de 6, pero esta
existencia incluye la posibilidad de que r sea un mimero complejo. Es decir, de acuerdo
con la definicién, una curva es cerrada aunque para algunos valores de © los valores
de r sean complejos. Una situacién asi se presenta, por ejemplo, con la lemniscata de
ecuacién r? = 25 cos 26.

Sie-= % el valor del médulo es complejo; sin embargo, la curva de acuerdo con la
definicién es cerrada. La grdfica de la lemniscata se presenta en la figura 4.16.

eje
copolar

5 eje polar

FIGURA 4.16

iii) Varios autores llaman al andlisis de la curva para ver si es cerrada la “"extensién" de la
curva. La palabra no es la mds adecuada para expresar lo anterior De manera que en estas
lineas no se usard.

Como puede observarse son varios los inconvenientes de la definicién de curva cerrada, por lo
que se adoptardn como caracteristicas de curva cerrada o abierta las descritas en las siguientes
definiciones.

DEFINICION 4.7. Una curva es cerrada si al expresar a r 0 a r* en términos de 0, el
primer miembro de la ecuacion existe para cuatquier valor de 6.

DEFINICION 4.8. Una curva es abierta si no es cerrada

cos O
2 cos 8 +

EJERCICIO 4.24, Determinar si la curva expresada por la ecuacién polar r = es cerrada

o abierta.
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SOLUCION:

Analizar la ecuacidn polar de la curva, las posibilidades de que r no exista se tienen cuando el
denominador es nulo; esto es:

2cos0+1=0

como sf existen valores de @ para los cuales esta igualdad se satisface, se concluye que la curva es
abierta. La figura 4.17 muestra la expresi6n gréfica de la curva y en ella puede apreciarse que la curva,
a pesar de ser abierta, sf encierra una regién con uno de sus /azos.

eje
copolar

1/3

-1 eje polor

FIGURA 4.17

EJERCICIO 4.25. Determinar si la curva r = 2 cos 8 es cerrada.

SOLUCION:
Como los valores de la funcidn coseno varfan siempre entre menos uno y uno. no hay posibilidad de
que r no exista, por lo que la curva es cerrada.

Es pertinente senalar que en los textos en los que se habla de la discusién de la ecuacién polar
de una curva, se incluyen en ella algunos pasos que aqui no se tomardn como parte del método;
entre ellos:

—  Cdlculo de las coordenadas de algunos puntos. Si después de hacer todo lo anterior no
se ha identificado la curva, es l6gico que se valien las coordenadas de algunos puntos; sin
embargo, esto no se considera que forme parte de ningiin método, es sélo un recurso no
muy adecuado, en ocasiones.
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Gréfica de la curva. Este podria ser el objetivo de la discusién y no un paso de ella.
Ademds, podria no ser necesario tener la representacién gréfica de la curva, sin descuidar
el hecho de que existen herramientas de computacién que pueden hacer mucho mejor este
trabajo por nosotros; sin embargo, si se pidiera a alguno de los paquetes computacionales
existentes que dibujara la grifica de la curva del ejercicio 4.24, sin tener en consideracion
que la curva es abierta, el resultado podria ser desastroso. Entonces, es necesario hacer
el andlisis descrito y después pedir a la computadora la graficacion, seccionando en
subintervalos el intervalo en estudio.

Determinacién de la ecuacién cartesiana de la curva. La obtencién de la ecuacion
cartesiana de una curva a partir de su ecuacién polar (entendiéndose que se le llame
ecuacion en singular, pues como se dijo una curva expresada en forma polar siempre es
plana y la segunda ecuacion cartesiana de la curva serd la del plano que la contiene) no se
considera como parte esencial de la discusion de la curva, ya que no es siempre
recomendable ni necesaria su obtencién. En realidad, si la representacién de una curva en
forma cartesiana o en forma paramétrica o en forma polar, depende de la conveniencia
para la utilizacion de determinado sistema de referencia; de manera que si se estdn
empleando coordenadas polares por su facilidad en el estudio o manejo de una curva, es
probable que la obtencién de la ecuacién cartesiana no conduzca a la identificacién de la
curva y resulte de una dificultad mucho mayor en su manejo. Por ejemplo, la curva
r=4 cos 20, representada en forma polar, tiene como ecuacién cartesiana

{(x? + y%)? = 4(x? - y?) que evidentemente ni permite identificar la curva y si es una
ecuacion mds complicada. Légicamente, aunque no se le considere como un paso
indispensable dentro del método de discusion, si resulta en ocasiones conveniente
transformar una ecuacion polar a una cartesiana y viceversa.

EJERCICIO 4.26. Identificar la curva representada polarmente por

r = 4(1 - sen 0) (1)

SOLUCION:

a) Intersecciones con el eje polar

Si 6
Si 6

U setiene que r = 4, de manera que un punto es A(4,0).

n, de nuevo se obtiene r = 4; entonces. otro punto es B(4,7).

Cualquier otrovalorde 6 = + nw; neN llevaalos mismos puntos. Entonces, los puntos de interseccién

de la curva con el eje polar son A4 y B. los cuales se representan en la figura 4.18.
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eje
copolar

BI IA

' 4 4 I eje polar

FIGURA 4.18

b) Intersecciones con el eje copolar

Si 8 = —, entonces r = 0; por lo que el punto es

4

En realidad se escribieron las coordenadas de C asf, pero el valor del dngulo carece de importancia, pues
el punto C es el polo.

(S ]

Ahora, puesto que

0 = ﬂ = r =8
2
por lo que otro punto es
3w
D|8,—
&

Estos son los dos dnicos puntos de interseccion con el ¢je copolar, porque la funcién coseno es periddica
y vuelve a tomar los mismos valores. La tigura 4.19 presenta los puntos obtenidos hasta ahora:

eje
copolar
B A
C ' eje polar
8
D 3

FIGURA 4.19
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c) Simetrfa con respecto al eje polar y al polo

Es imitil hacer este andlisis porque observando los puntos C y D que son los tnicos de interseccién con
el eje copolar, no es posible que exista simetrfa con respecto al eje polar, ya que el punto D no tiene su
simétrico. La misma razén se tiene para evitar el andlisis de la simetrfa con respecto al polo.

d) Simetrfa con respecto al eje copolar

Como los puntos A y B son simétricos con respecto al eje copolar, puede existir dicha simetrfa para toda

la curva. No puede asegurarse, pero sf vale la pena realizar el estudio.
Si en (1) se sustituye P(r, 8) por Q(-r, -0), se tiene:

-r = 4[1 - sen(-0)]
que se convierte en

r = -4(1 + sen 0) ' 2
para ver si (1) y (2) son equivalentes, en (1) se sustituye

P(r, 8) por Q(-r, 8 £ 2n - Dn)
y queda:
-r = 4{1 - sen[® + (2n - Dn]}

y al hacer operaciones y tomar en cuenta una identidad trigonométrica:

r = -4(1 + sen 0)
que es exactamente igual a (2), por lo que la curva es simétrica con respecto al eje copolar.
e) La curva es cerrada o abierta

Debido a que r existe para cualquier valor de 6, la curva es cerrada.
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f) Dando algunos valores a @ se tiene:

3] r
2.00
r
6
1.17
r
4
0.54
T
3
107 7.46
3
7r 6.83
Y
ﬁ 6.00
6

Si se llevan estos valores a una gréfica y se toman en cuenta los resultados de intersecciones y simetrfas,
ademds de completar los trazos, la representacién geométrica de la curva queda:

eje

copolar

B~ ""A
Cc eje polar

FIGURA 4.20

Se trata de una cardioide.
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EJERCICIO 4.27. Determinar una ecuacion cartesiana de la curva
r=8cosb ..

SOLUCION:
Para obtener una ecuaci6n cartesiana de la curva puede hacerse uso de las ecuaciones de transformacion
de coordenadas polares a cartesianas o viceversa, que debe recordarse son:

2= x? s y?

B=angtanZ
x
o bien
x=rcos 8
y=rsen

Légicamente, si se trata sélo de llegar a cualquier solucién, basta con escribir:

tyx2 +y2 =8 cos(ang tanz]
x
pero el lector debe comprender que la obtencidn de una representacién cartesiana de una curva no es el
objetivo final de un problema real, por lo que debe tratarse de llegar a una expresién que permita su

manejo mds sencillo; de manera que si en (1) se multiplica en ambos miembros por r:

r? = 8r cos 0
sustituyendo:

x*+y?l= &

que ya es la ecuacion cartesiana, pero que se puede llevar a su forma ordinaria, de manera que
completando cuadrados:

x? -8 + 16 +y* =16
(x -4y +y* =16

que es una circunferencia con centro en (4,0) y radio igual a 4.

EJERCICIO 4.28. Sea la curva que tiene como una de sus representaciones polares a:

r10y2r cos[() - -}] +46 =0
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si se considera al plano polar coincidiendo con el plano XY, determinar;
a) una representacién cartesiana de (1);

b) una representacién vectorial de la curva.

Comparar los resultados.

SOLUCION:
a) Para obtener la representacién cartesiana, primeramente se tomar4 en cuenta la identidad:

cos(4 - B) = cosA cosB + send senB,

r’-lOﬁcochos%+senﬂsen%+46=0

pero
sen® = cos® = L
/)
sustituyendo:
r? - 10,21~ cos 8 + -1 sen 8|+ 46 = 0
V2 V2
simplificando:

r2 - 10rcos 6 - 10rsen 6 + 46 = 0
tomando en cuenta las ecuaciones de transformacién:
x*+y>-10x - 10y +46 =0
llevando la ecuacién a su forma ordinaria:
x2 = 10x + 25 + y2 - 10y + 25 = 50 - 46
que resulta:

x-52+(@-52=4
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por lo que la representacién cartesiana de la curva es:

x-5F+@-5°=4
z=0

b) Ahora para la representacién vectorial de 1a curva, puede hacerse una analogfa entre:

T UL

cos’ B +sen? 0 =1
por o que queda:

- &2 &\
& =5 | o 0; O -5 _genzo
4 4
de donde:
x=5+2cos 6
y=5+2sen0 ;0<0<2m.
z2=0
finalmente;

r=[5+2cosB)i +[5+2sen8]j; 0s 6 < 2nm.

Nétese que la curva es una circunferencia alojada en el plano XY, con centro en el punto C(5,5) y
radio igual a 2.

La comparacién de los resultados arroja las siguientes observaciones:

— La representacién polar es bastante complicada. Por esa razén, en el tratamiento que se ha
dado a las curvas expresadas en forma polar no se ha descrito, ni se describird, la "férmula
general de la circunferencia”, que algunos textos tratan. Si lo que se intenta con trabajar en
forma polar es facilitar los cdlculos, no parece razonable que se use esa expresién.

— La representacion cartesiana es mds simple que la polar; sin embargo, para algunas
aplicaciones es mejor trabajar con la vectorial puesto que se trata de una funcién, ya que a
cada valor de 6 corresponde un solo vector r; mientras que la forma cartesiana no
establece una relacién funcional entre las variables.
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— Debe tenerse especial cuidado con la notacidn, pues en este ejercicio se ha empleado en todas
las representaciones la notacién mds usual y véase que en la forma polar se utiliza la r sin
linea arriba; es decir, se trata de un escalar; mientras que en la expresién vectorial se emplea
la 7 que es un vector. Por si fuera poco, en las aplicaciones geométricas, es frecuente que
el pardmetro se denomine con 8 y para la ecuacién polar se usa la misma letra griega. No
obstante, las dos 8 no representan el mismo dngulo; para la forma polar las variables
utilizadas estdn representadas en la figura 4.21a, mientras que en la figura 4.21b puede
observarse la misma circunferencia, pero ahora ahf se distinguen las variables usadas para
la representacién vectorial.

eje y
copolor

1 (A
y / 7 J

6

eje polar X
a) b)
FIGURA 4.21
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4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar si el punto A(11,5,0) pertenece a la curva de ecuaciones:

x =30y - 42 +2(z - 202
C

2x -4y + 7z =2

Determinar si las ecuaciones

2+ 2?-2=0
bx +8 -z-11=0

representan una curva.

Sean las ecuaciones

-1 +@+3+@-4=9

X =4a

¢Para qué valores de ¢€R; las ecuaciones representan una curva?

y+32-x2=7

Sealac de ecuaci C:
a curva de ecuaciones Ary-z=2

Determinar las coordenadas del punto de interseccién de C con el plano #: x = 1.
Sea la circunferencia
(@x - 32+ (y-5)7 =16

z=0

Expresar paramétricamente a la circunferencia, de tal manera que el recorrido del vector
de posicién que barre a la curva se inicie en el punto (3,1,0) y el sentido del recorrido del
extremo de dicho vector sea el de las manecillas de un reloj (sentido negativo).
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4.6.

4.7.

4.8.

4.9,

4.10.

4.11.

166

Sea la curva de ecuaciones
X = -JZ -t
3
y ==
) t
z= >
yr+d
a) Determinar el intervalo paramétrico.
b) (Cudles son los valores que pueden tener las abscisas, las ordenadas y las cotas

de la curva?

Sealacurva 7 = (12 - 4r +2, 12+ -3, 3r - 5). Determinar si el punto (-2, 3, 1)
pertenece a la curva.

Un jugador de baloncesto tiene dos oportunidades de encestar. Si la canasta se localiza en
las coordenadas (3,3,3) y la trayectoria del primer tiro tiene por ecuaciones:

(x = 3
C,:<y=2"*l
z=-1"+2r+1

y la del segundo intento tiene por ecuaciones:

2t - 1

C:Jy ¢+ 1
2 1. 3

z=-11+ —t+ =
4

2

¢

Determinar si encesta los dos tiros, uno solo o ninguno.
. 0
Sea la ecuacién polar r = cos 3t

Determinar si la curva que representa es simétrica con respecto al:
a) Eje polar

b) Eje copolar

¢) Polo

Demostrar que si @ y b no son simultdneamente nulos y 4,6 € R;
entonces, r = a cos O + b sen 6 representa una circunferencia que contiene al polo.

4

Sea la ecvacion r = ——m8—
a +cos 0



4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

Determinar los valores de a€ R de tal manera que la curva sea cerrada.

El teorema 4.4 establece que si una curva es simétrica con respecto tanto al eje polar
como al eje copolar, entonces también lo es con respecto al polo.

Comprobar que una curva puede ser simétrica con respecto al polo y no serlo con respecto

a los ejes, por medio del contragjemplo 72 =

sen 20
(Por qué no se contradice el teorema?
Sea la curva 2
x = l - —
4
P ;0s1<2
y=1
z=0

expresar en forma polar a la misma curva.

Sea la curva de ecuaciones

z=-m?+5

Determinar si la curva tiene un punto simétrico de A(1,-2,4) con respecto al gje x.

4
2cos B -sen 0

Identificar 1a curva r =

Determinar unas ecuaciones cartesianas de lacurva r = [2 sen 6, sen 26,0, 0]; 6 €R
Identificar la curva (x =3
= cot O
C: y 00 Z% 2e]
U#—32€
2 4
|z =tan O
Determinar una ecuacién polar de la recta
y=3
R:
z2=0
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CAPITULO 5
SUPERFICIES

5.1 INTRODUCCION

DEFINICION 5.1. Se llama supetficie al lugar geométrico de todos los punios que tienen
representacion grdfica en el espacio de tres dimensiones Yy cuya relacién matemdtica
representativa cuenta con una sola ecuacién del tipo:

Flx,y,z2) =0

Es conveniente hacer notar que no todas las ecuaciones de ese tipo representan una superficie,
por ejemplo:

X +y+422=0 (1)
2x? + 3y’ + 622 = -8 ...(2)
X+ 4y + 52 =25 L..(3)

La ecuacion (1) representa sélo un punto, que en este caso es el origen, ya que lnicamente es
satisfecha para los valores x =y = z = 0. La ecuacién (2) no representa nada, ya que la suma
de tres cantidades positivas no puede ser negativa. La ecuacién (3) representa una superficie
llamada elipsoide.

Por otra parte, también es necesario aclarar que en la parte correspondiente a la geometria
analitica de dos dimensiones se representaba una curva con una sola ecuacién, pero ello se debia
a que se estaba trabajando siempre en el plano XY, cuya ecuacién es z = 0. Entonces, cualquier
curva, en ese caso, tenfa la ecuacién con la que se trabajaba y la anteriormente citada. Esto
ademds quiere decir que una curva en el espacio tridimensional requiere para su representacién
de dos ecuaciones cartesianas, lo que significa, en realidad, que una curva puede obtenerse como
la interseccién de dos superficies. Como un ejemplo de este caso se tiene la representacién de
una recta por medio de dos ecuaciones cartesianas, como se ve en el tema correspondiente. De



la misma manera, por ejemplo, una circunferencia en el espacio de tres dimensiones puede
representarse como la interseccién de una esfera y un plano, como se verd mds adelante.

5.2 CLASIFICACION DE ALGUNOS TIPOS DE SUPERFICIES

A continuacién se presentan los nombres de algunos tipos de superficies, de acuerdo con sus
caracteristicas geométricas o con las de sus ecuaciones.

a) Superficies alabeadas
Son aquellas que no pueden estar contenidas en un plano.
b) Superficies cuddricas o cuadriticas

Para empezar, en Geometria Analitica Plana se habla de las curvas cénicas, las cuales se
caracterizan por estar representadas por una ecuacién de segundo grado. Ahora, en tres
dimensiones, a las superficies que tienen su representacién analitica del tipo:

AC +Bxy + CY’ +Dxz + E + Fyz+ Gx +Hy + Iz +J = 0
se les llama superficies cuddricas o cuadraticas.
Las cuddricas se subclasifican a su vez en

Esferas

Elipsoides

Hiperboloides de uno y dos mantos
Paraboloides circulares o de revolucién
Paraboloides elipticos

Paraboloides hiperbdlicos
Degeneraciones de las anteriores

¢) Superficies cilindricas

Se 1llama superficie cilindrica a aquella que se forma con el movimiento de una recta que se
conserva siempre paralela a un vector dado y que se apoya en una curva fija.
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De acuerdo con esta definicién, el cilindro circular recto, llamado simplemente cilindro desde
la escuela primaria, es s6lo un caso particular de estas superficies, pues hay cilindros
parabdlicos, elipticos, etc.

d) Superficies cénicas

Se llama superficie cdnica a aquella que se genera con el movimiento de una recta que pasa
siempre por un punto fijo llamado vértice y que se apoya en una curva fija.

Para este caso vale también una aclaracién similar a la de los cilindros, pues el llamado cono
es s6lo la mitad de un cono circular recto, ya que la superficie se extiende hacia ambos lados .
del vértice, y existen también conos diferentes al circular recto.

e) Superficies regladas

Son las superficies que pueden generarse por medio de rectas. Esto significa que tanto los
cilindros como los conos son superficies regladas. Ademds, lo anterior permite precisar que de
acuerdo con la presente clasificacién, una superficie puede quedar incluida en varias categorias.
Un ejemplo de esto, que ademds resulta curioso, es que el plano es una superficie cilindrica,
cénica y, por supuesto, reglada.

f) Superficies de revolucién

Son aquellas que se generan con el giro de una curva plana llamada meridiana, alrededor de un
eje contenido en el mismo plano. Algunos ejemplos de estas superficies son las esferas, los
cilindros circulares rectos, los conos circulares rectos y hoy en dia muy frecuentemente
utilizados paraboloides circulares.

5.3 METODO DE LAS GENERATRICES

El estudio de la Geometrfa Analitica tiene dos objetivos principales, a saber: la obtencién de la
expresion matemdtica del lugar geométrico en estudio y la identificacién de éste cuando su
expresion es conocida.

A continuacidn se presenta un método que conduce a alcanzar el primero de esos objetivos en
lo que se refiere a las superficies. Antes de establecer este método, conviene enunciar algunas
definiciones.
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DEFINICION 5.2. Curva generatriz es aquella que cambia de posicién, y en ocasiones de
forma, apoydndose en una o varias curvas fijas llamadas directrices y que con su movimiento
genera una superficie.

Las ecuaciones de una generatriz son identificables pues contienen pardmetros, ya que son curvas
que cambian y los pardmetros, al tomar diferentes valores, provocan ese cambio. Para
representar pardmetros se utilizardn letras griegas minidsculas, como «, 8, 7, etc.

DEFINICION 5.3. Se llama directriz a aquella curva que se mantiene fija y que sefiala la
direccion que debe seguir la generatriz al moverse para formar una supeificie.

Las ecuaciones de una directriz no tienen pardmetros pues son curvas fijas.

5.3.1 DATOS PARA LA APLICACION DEL METODO
Las ecuaciones de la o las directrices y de la generatriz.

Estas ecuaciones son datos propiamente dichos o pueden ser obtenidas tomando en cuenta las
caracteristicas geométricas de la superficie en estudio.

5.3.2 OBJETIVO DEL METODO

Determinar la ecuacién de la superficie, trabajando de manera sistemdtica con las ecuaciones
indicadas.

5.3.3 DESCRIPCION DEL METODO

a) Con las ecuaciones de la generatriz y con las de una de las directrices, se eliminan las
variables x, y, z; quedando asi una ecuaci6n con s6lo pardmetros y constantes. Esta ecuaci6n se
llama ecuacién de condicién. Esto mismo se repite con las ecuaciones de la generatriz y con
las de cada una de las directrices, de manera que al término de esta etapa se tendrdn tantas
ecuaciones de condicién como directrices existan.

b) Con todas las ecuaciones de condicién y las de la generatriz, se eliminan los pardmetros, con
lo que queda una sola ecuacién donde intervienen constantes y variables, y ésa es la ecuacién
de la superficie.
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Observacién. Para la correcta aplicacién del método, el nimero de pardmetros debe ser igual
al nimero de directrices mds uno. En ocasiones resulta m4s sencillo verificar que el nimero
de directrices debe ser igual al nimero de pardmetros menos uno, esto cuando se establecen
primero las ecuaciones de la generatriz y, por lo tanto, se conoce previamente el nimero de
parametros.

A continuacién se presentan unos ejercicios ilustrativos del método, y después de ellos se hace
una justificacién de él.

EJERCICIO §.1. Determinar la ecuacidn de la superficie que se genera con el desplazamiento de la curva:

Z -0 = ﬁy'-’ (1)
G:
x =7 -..(2)
al apoyarse simultdneamente en ias curvas:
i ..{3)
X +yt =1
D:
l Z = ] 051(4)
z=x° ...(5)
D,
* 1y =0 ...(6)

SOLUCION:

En este ejercicio se puede fdcilmente identificar la generatriz, que es la curva G, ya que en sus ecuaciones
tiene los pardmetros «, § y . Por otra parte, al tener tres pardmetros en sus ecuaciones, se deben tener
dos directrices, que son las curvas D, y D.,.

a) Con Gy D,, eliminacién de las variables x, y, z:

Como

llevando este valor a (1), y tomando en cuenta (4):
l-a=80-9) .(C)

que es la primera ecuacién de condicién.
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Ahora con Gy D,:

Dado que

llevando este valor a (1) y tomando en cuenta (6):
Y-a =0 +.{C)
b) Eliminacion de los pardmetros trabajando simultdneamente con G, (C,) y (C,):

tomando en cuenta (2) en (C.):

X =w (7
despejando 8 de (1):
’3 = -«
y:
llevando este valor a (C,):
l-a=2"%1-9
¥y
de 7y (2):
1-x"=2"X@1 -x)
y-

Yy que es la ecuacién de la superficie, pero simplificando un poco esta expresién, finalmente queda:

x: +y2 =z (S)

La superficie representada por esa ecuacién es un paraboloide de revolucién, como se muestra en la
figura 5.1, y es la que se forma con el movimiento de una pardbola, como G, al apoyarse en una
circunferencia y en una pardbola, D, y D,, respectivamente.
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D,

FIGURA 5.1

EJERCICIO §.2. Determinar la ecuacién de la esfera de radio R y centro C(h,k,0).

SOLUCION:
Sea la esfera representada en la figura 5.2.

FIGURA 5.2

En este caso, no se dan como datos las ecuaciones de la generatriz ni de las directrices, pero si se
considera que esta esfera puede formarse al tomar como directriz a una circunferencia de radio R y centro
C(h,k,¢), contenida en un plano paralelo al YZ, como se muestra en la figura 5.2; y cOmo generatriz,
a una circunferencia horizontal que tiene su centro siempre en la recta vertical que pasa por el centro de
la esfera, y que esa circunferencia en su desplazamiento debe tocar constantemente a la directriz.
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Las ecuaciones de la directriz son:

O - K+ (- OF =R (1)
D:
x=h -(2)
y las de la generatriz:
x - hP +@- 1 =R® ...(3)
G:
x=8 ...(4)

Obsérvese que los pardmetros representan los cambios que se producen en la generatriz para formar la
superficie; asf, o corresponde al radio variable de la circunferencia horizontal y 8 es la distancia que
separa esa circunferencia del plano XY.

Aplicacion del método:

a) sustituyendo (4) en (1):

(y-k,+(B-¢F =R? ..(5)
ahora (2) en (3):
OG-k =« .. (6)
llevando este valor a (5):
a+(B-107=R* ()]

b) Con la ecuacidén de condicidn y las de la generatriz:
sustituyendo (3) en (C):

(X -hY + (- kP + B - OF =R?
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finalmente, tomando en cuenta (4):
x=-hY +(y-kP+@-0"=R? ...(S)

EJERCICIO §.3. Sea la tuberfa que se muestra en la tigura 5.3, constituida por un cilindro circular recto,
de 4 metros de didmetro, con eje oblicuo a los ejes coordenados. Determinar su ecuacién.

FIGURA 5.3

SOLUCION:

Para resolver este problema, se considerard como directriz una circunferencia, con centro en el origen
y contenida en un plano perpendicular al eje del cilindro. Para obtener sus ecuaciones, dicha
circunferencia se puede considerar como la interseccién de una esfera y un plano:

Yorytea=d A1)

N
2= - (2)

Por otra parte, la generatriz serd una recta paralela al ¢je que se apoyard continuamente en la directriz.
Para expresar esta generatriz, primero se determina un vector que defina la direccion:

Vo= 0i + 3 + 4k

Las ecuaciones de la generatriz se planteardn en forma simétrica:

X=X Y=Y _Z-%

a b I
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Dado que se trata de un vector paralelo al plano YZ, se tendrd un pardmetro que indique la distancia de

la recta generatriz con dicho plano. Por otro lado:

Y=Y _2-%
3 4
4 4
R R R
. 4
sisehace « = 3 Yo+ %
entonces: z = i y +a
3
G 1
x=4
Aplicacién del método:
a) sustituyendo (2) en (1):
9 .,
hd L — - = 4
xX- + ) + l6 y
.25 .
'] m— 1 = 4
yo o+ T? )
igualando (2) y (3):
- 3 y = i Yy +a
4 3
25
(4) y (6) en (5):
. 25 144 . _
F 5
- 9 .,
2 Z =4
Frxge
b) 3) y 4) en (C):
.~ 9 s _
A (2 3 y)
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finalmente:
x> . (Bz -4y _
T + T 1 ...(S)

EJERCICIO 5.4. Determinar la ecuacién de la superficie del ejercicio anterior utilizando la misma recta como
generatriz, pero como directriz la elipse que es traza de la superficie con el plano XY, véase figura 5.4.

d=4

Z z

/ ‘

p(0,3,4) /p(0.3.4)

& 5
L2 LIZK

y B g y
X b ¢

FIGURA 5.4 FIGURA 5.5

SOLUCION:
Las ecuaciones de la generatriz son las mismas que las obtenidas en el ejercicio anterior, es decir:

)
_ 4
S A (1)
G: 3
x=8 ...(2)

Ahora, para la determinacién de las ecuaciones de la directriz, considérese la figura 5.5.

Del tridngulo que sefiala la inclinacidn del eje del cilindro:

sena = &
5

del tridgngulo OAB:

Dlw

sen o
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igualando y despejando:
a=25

entonces, las ecuaciones de Ia directriz quedan:

x2 y: _
7' %5 ! (3
D:
z2=0 ...(4)
L
Aplicacion del método:
a) (4 en (1)
i y+a=0
3
y- -3
4 ...(5)
(2)y (5) en (3):
3 2
- -0
5. 4 =1
4 6.25
B L9 ()
4 100
b) De (1):
_.,_4
@ =2z- 2y . (6)
6)y (2) en (C):
x* | (32 - 4y) _
T + 55— 1 ...(S)

EJERCICIO 5.5. Determinar la ecuacién de la misma superficie cilfndrica del ejercicio 5.3,

considerando a la recta L de la figura 5.6, como directriz, y a la elipse E de la misma figura, como
generatriz.,
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4
/

8 /
A 0 ,/

%

“/lo y 5
/
//

FIGURA 5.6 FIGURA 5.7

SOLUCION: ,
Para determinar las ecuaciones de la directriz se tomar4 en cuenta el tridngulo OAB de la figura 5.7:

cos 0 = oA
OB
pero OA =2z vy cose=%
entonces:
10
OB = _—
3

que es el valor absoluto de la cota al origen de la recta L.

Por lo tanto, las ecuaciones de la directriz quedan:

r

zZ= i ¥ - =
3 3 ...()

x =0 ...(2)

\

Para las ecuaciones de la generatriz, la elipse en su movimiento no cambia de forma y lo que se modifica
de ella es su altura y la ordenada de su centro, entonces:

(v -y
6.25 ...(3)

e

...(4)

4
"
k=
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Aplicacion del método:

a) (2) en (3):

tomando el valor positivo:

(4)y (5)en (1):

b) (4) en (C):

llevando este valor a (3):

finalmente:

y=a+25 ..(5)

...(C)

=
|

6.25

&%,

X, @-3) S
7 )

Obsérvese que es la misma ecuacién que las obtenidas en los dos ejercicios anteriores, pues:

(4y - 32)° = (3z - 4y)’, para todo valor de y, z.

EJERCICIO 5.6. Determinar la ecuacién de la misma superficie cilfndrica de los casos anteriores, pero
ahora tomando como directriz la recta L de la figura 5.8, y como generatriz la circunferencia J de la

misma figura.
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FIGURA 5.8

SOLUCION: Como puede observarse, la directriz es la misma que la que se empled en el ejercicio 5.8.
Asf que sus ecuaciones son:

2 4,_10 (1)
2= )

x=0 ...(2)

Para las ecuaciones de la generatriz, la circunferencia mévil puede formarse por medio de la interseccién
de una esfera de radio 2 y centro en el eje del cilindro, con un plano perpendicular a dicho eje Y y que
pasa por el centro de la esfera, véase figura 5.9.

b=

X

%(0.3.4)

~
P N
K 0 s
~

a3

FIGURA 5.9
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Las ecuaciones de la generatriz quedan:

xX*+@y-af+@-pP=4

Gy,._3
z z)’*"Y

Como puede verse, los tres pardmetros que aparecen se deben a que el centro de la esfera sufre
modificaciones en su ordenada y en su cota, y el plano en su cota al origen, véase figura 5.10.

$=4

FIGURA 5.10

Aparentemente el método no puede aplicarse, pues se tiene una sola directriz y tres pardmetros; sin
embargo, pueden relacionarse dos de los pardmetros. De la misma figura 5.10:

h o
cos O

entonces:

cos 6 sen O

perocos 6 =3/5, sen O = , por lo tanto:

(RN
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sustituyendo en las ecuaciones de la generatriz:

X+ -af v (z- =4 )
¢ 3. .25
=2 ...(4
A T ®)
Aplicacién del método:
a) Igualando (1) y (4):
410 __3_ .25
ERG T A 7
25 25 10
TR T
8
= - ..(5
y=as g )

@)y (5) en 3):

. 36
-8y = —= ...(6
(z -6) 55 | ©)
por otra parte, (5) en (4):
z=-3la+ 8| .2,
4 5 12
z=%a-_§. (D
7 6):
(@ en €) 4 6 _ ¥ 36
_a—_—ﬁ = =
3 S 25
4 6 6
—a—-_-— _t—
3 5 5

tomando el valor negativo del miembro derecho, en virtud de que se eligié como directriz la recta
colocada inferiormente:

Wl &
Q
}
wl o
]
@
{]
1
wi o

...{C)

£
[{]

wl &
R
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b) de (4):

o« =12
25

- ) 8]

, 3
z Zy] A ...(8)

llevando este valor a (C):

...(9)

_ 16 ,
B = 5% |27 >]
® y @ enQ@):
s 12 11 _ 16 3,’=4
colesle )[Rl
desarrollando y simplificando:
L, W3y (S)

4 100

5.4 JUSTIFICACION DEL METODO

El fundamento del método se basa en la definicién 5.1, es decir, una superficie es el conjunto
de puntos del espacio de tres dimensiones cuya representacion matematica es una sola ecuacion
del tipo F(x, y, 2) = 0.

De acuerdo con esta definicién, dos ecuaciones del tipo F(x, y, z) = 0, tomadas simultdneamente,
representardn aquellos puntos que pertenecen a la vez a dos superficies; es decir, dos ecuaciones
cartesianas representan una curva, que es la de interseccién entre las dos superficies, cuando esto
suceda.

Si se considera a una superficie como el conjunto de toda las posiciones de una curva generatriz,
se tiene que las ecuaciones de esa curva cuentan con uno o varios pardmetros, ya que esto
significa que se trata de una familia de curvas, o de una curva que cambia de posicién o de

forma o de ambas simultineamente.

Considérese primero la generatriz:
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L&y, z,0) =0

G:
L&y, z,a)=0

Como consecuencia de la variacién del pardmetro «, las ecuaciones G representan una curva
variable que se mueve en el espacio y el conjunto de todas sus posiciones constituye la
superficie, que es el lugar geométrico de todas esas posiciones.

Para encontrar la ecuacién de la superficie engendrada por la curva G, basta eliminar al
pardmetro a, trabajando simultdneamente con las ecuaciones de la generatriz. Por supuesto al
eliminar el pardmetro o quedard una ecuacién F(x, y, z) = 0, que es la de la superficie, en la cual
evidentemente ya no figura el pardmetro «. Esta ecuacién es satisfecha por todos los sistemas de
valores (x, y, z) que verifican a las ecuaciones G para todos los valores del pardmetro a. Esto es
cierto porque se sabe que eliminar a una variable consiste en obtener una ecuacién que se satisface
para los mismos sistemas de valores que verifican a las ecuaciones de donde se partié. Por lo tanto,
la ecuacién obtenida es la ecuacién de la superficie engendrada por la generatriz G.

No siempre se presenta el problema de manera tan simple, pues el nimero de pardmetros en la
generatriz puede ser mayor que uno. Asf, supéngase que se tienen dos pardmetros:

L&y, z,a,B8) =0

G:
L&y, z,a,B)=0

Si el problema no tiene otros datos es un problema indeterminado porque las ecuaciones G pueden
representar a todos los puntos del espacio de tres dimensiones. Supdngase que M(x,, y,, z;) €s un
punto cualquiera del espacio de tres dimensiones, al reemplazar sus coordenadas en G:

j; (xli Ji &, oy B) =0

f! (X|, Yis 41y &, B) =0

Este es un sistema de dos ecuaciones en que las incGgnitas son los pardmetros o y 8. Es claro
que se trata de un sistema compatible y puede calcularse una pareja de valores a y 8 que lo
satisfagan. Para estos valores, las coordenadas de M verifican el sistema G y como M es un
punto cualquiera del espacio de tres dimensiones, se ha demostrado que las ecuaciones G
representan todos los puntos del espacio de tres dimensiones. Entonces, para que el problema
quede determinado, es necesario que exista una relacién independiente entre los pardmetros; a
esta relacién se le llama ecuacién de condicién entre los pardmetros:
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(o, B) =0 ...(C)

Entonces el problema estd determinado porque si entre las ecuaciones G y (C) se élimina un
pardmetro, se obtienen las ecuaciones de la generatriz con un solo pardmetro y se llega asf al
primer caso, bastard eliminar a este pardmetro para obtener la ecuacién:

Fx,y,2) =0 )

que es la de la superficie.
Esta teoria puede generalizarse para un nimero cualquiera de pardmetros.

Por ejemplo, si en la generatriz figuran n pardmetros, para que el problema esté determinado
deben existir n - 1 ecuaciones de condicién entre los pardmetros. La ecuacién de la superﬁéie’
engendrada se obtiene eliminando a los n pardmetros entre las dos ecuaciones de la generatrii
y las n - 1 ecuaciones de condicién.

La ley segiin la cual Ia generatriz se desplaza y se deforma en el espacio se tendré obligando a
la generatriz a tocar constantemente a ciertas curvas fijas llamadas directrices.

Considérese el problema cuando en las ecuaciones de la generatriz figuran tres pardmetros.

f|(x,y, 2, Q,B, 'Y) =0
G:
f;(x$ysza’ﬁ,'y)=o
considérese ahora la curva fija:
hl (X, y’ Zi) = 0
D
hy(x,y,2) =0

que es una directriz.

Para que la curva G toque a la directriz D, se requiere que existan valores de x, y, z que
verifiquen a las ecuaciones G y D;. Para esto basta que se despejen a las variables x, y, z en el
sistema formado por tres de las ecuaciones y se lleven los valores obtenidos a la cuarta ecuacién.
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Si ésta se verifica, la curva G toca a la curva Dy; la ecuacién asi obtenida ya no contendr4 a las
variables x, y, z y s6lo tendrd pardmetros y constantes:

d)(a, B,v) =0 e (C)

Se ha encontrado una de las ecuaciones de condicién necesaria para resolver el problema. Pero,
como en la generatriz figuran tres pardmetros, hace falta otra ecuacién de condicién entre dichos
pardmetros, y para ello, serd necesario tener otra directriz:

hy X, y,2)=0

D,

hy (¢, y,2) =0

Si se procede de manera semejante eliminando a x, y, z, entre las ecuaciones G y D,, se obtiene
otra ecuacion de condicion:

$oa, B,7) =0 (G

Si estd ecuacion se verifica, la generatriz G se apoya en la directriz D,. Ahora el problema estd
determinado, basta eliminar los pardmetros entre las ecuaciones G, (C,) y (C,). La ecuacién
encontrada es la ecuacion de la superficie engendrada por G al moverse en el espacio de tres
dimensiones apoydndose en las curvas directrices D, y D;:

F(x,y,20=0 ...(S)

Obsérvese que cada directriz suministra una ecuacion de condicién. Puede entonces generalizarse
el siguiente método:

Si en las ecuaciones de la generatriz figuran n pardmetros, el problema estard determinado si se
tienen n - 1 directrices. Primero se eliminan a las variables x, y, z entre las ecuaciones de la
generatriz y cada par de ecuaciones de cada directriz. Como resultado de cada eliminacién se
obtiene una ecuacién de condicién entre los pardmetros. A continuacién se eliminan los
pardmetros entre las ecuaciones de la generatriz y las n - 1 ecuaciones de condicién. Se obtiene
entonces una ecuacién F(x, y, z) = 0 que es la ecuacion buscada de la superficie, engendrada por
la generatriz al moverse apoydndose en las n - 1 directrices.
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5.5 SIMPLIFICACION DEL METODO PARA ALGUNOS TIPOS DE
SUPERFICIES

El método que se acaba de presentar es de aplicacién general, sin embargo para ciertos tipos de
superficies es posible simplificar algo su empleo. A continuacién se presentan algunos de estos
€asos.

5.5.1 SUPERFICIES CILINDRICAS CON DIRECTRIZ CONTENIDA EN UN PLANO
COORDENADO O UNO PARALELO A UNO DE ELLOS Y GENERATRIZ
CON UNA DIRECCION CUALQUIERA

Para presentar este caso, supdngase que se tiene una curva directriz contenida en un plano
paralelo al plano XZ, y que dista de éste ¢ unidades. Entonces:

f,2)=0 (1)

y=d ...(2)

Ahora, supéngase que la generatriz es una recta paralela al vector:
v=ai+bj+ck

Para aplicar el método, serd necesario determinar las ecuaciones de la generatriz:

X=X Y=Y _2-%
a b c

Como la directriz estd contenida en un plano paralelo al XZ, conviene despejar a x, y también
a z para tenerlas como funcién de y:

a

X = y'zyo"'xo

a
b
Dado que a, b y ¢ son constantes, pero X, y ¥, son diferentes para cada posicion de la generatriz,
si se hace: '

a=-9y +x
hpv 0
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entonces:
x=9 y +« ...(3)
b
que es la primera ecuacién de la generatriz.

Anélogamente, para el caso de z:

z=%y+6 (4

que constituye la segunda ecuacién de la generatriz.

A continuacion se aplicaria el método como en los dem4s casos.

De la misma manera, si ahora se tuviera la directriz contenida en un plano paralelo al XY:
fo =0 D
z=d -.(2)

Si la direccién que debe seguir la generatriz estd dada por el vector:

V=agi+bj+ck

Las ecuaciones de la generatriz quedan:

r=9a )
C
G: ]
y=_b.z+3 ...(4)
C

Por ultimo, si la directriz estd contenida en un plano paralelo al YZ, las ecuaciones de la
directriz y de la generatriz son:

0,2 =0 (D)

x=d -(2)
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= b ...(3)
y ax+oz
G: 1
2=Sx+8 ver(d)
| ¢ | |

Para fijar ideas se presenta el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 5.7. Encontrar la ecuacién de la superficie cilfndrica cuya generatriz es paralela al vector
v =i -j + k y cuya directriz es la pardbola:
y? = 4x ()
z2=3 , 2)

SOLUCION:
De acuerdo con lo expuesto anteriormente, las ecuaciones de la generatriz son:

X = 1 2+«
G -1
y=——2z+8
1
es decir:
=ita ..(3)
y=-z+§ ...(4)
Ahora, aplicando normalmente el método:
a) Tomando en cuenta (2) en (3) y en (4):
x=3+«
y=-3+§
sustituyendo en (1):
B-3) =43 +a) ...(C)
b) Despejando a y 8 de (3) y (4):
a=x-2
B=y+z
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sustituyendo en (C):

y+z-3)=4(x-z+3) .--(S)

5.5.2 SUPERFICIES CONICAS CON DIRECTRIZ CONTENIDA EN UN PLANO
COORDENADO O EN UNO PARALELO A UNO DE ELLOS Y VERTICE
FUERA DE ESE PLANO

Nuevamente, para la presentacién de esta situacién se explicard suponiendo un caso.

Supdngase que la directriz estd contenida en un plano paralelo al YZ:

S0, =0 (1)
D:
x =d

...(2)

y que el vértice es el punto V(x,, yo, zy). Entonces, las ecuaciones de la generatriz se obtienen
de la siguiente manera:

X=X _Y~Yo _2°%

a b c

En este caso, Xy, Yo Y Zo son constantes, y a, b y ¢ son variables. De manera que también
conviene establecer a las variables y, z en términos de x:

b
y ')’ozz (x - xy)
Si se hace:
_b
o = —
a
Y =Y = alx - X))
Andlogamente:

Z-2 = Bx - x)
Entonces, las ecuaciones de la generatriz quedan:
Yy =y, = alx - x,)

zZ -z, Bx - xp)
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A continuacién se aplicaria el método normalmente.

De manera similar, si ahora la directriz estuviera contenida en un plano paralelo al XY:

fo, =0
D: z=d

y el vértice es V(x,, Yo, 2o, 1as ecuaciones de la generatriz serian:
X -x,=a(-2)

y—yoﬁ(z_zo)

Finalmente, si la directriz estd contenida en un plano paralelo al XZ, con vértice V(x,, Yo, Zo):

fx =0

D: y=d

entonces las ecuaciones de la generatriz quedan:

X =xy=aly =y)

G:
B(y - Yo)

z-

Para fijar ideas se resolverd el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 5.8. Determinar la ecuacién de la superficie c6nica con vértice V@3, -1, 2) y directriz:

(1)

y =4 sen 2x
D:y. -0 o)
SOLUCION: Las ecuaciones de la generatriz son:
x-3=afz-2) ...(3)
G:
y+1=8z-2) ...(4)
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ahora, aplicando el método:
a) de (2),en 3) y (4):
Xx==2a+3

y=-28-1
tomando en cuenta estos valores en (1):

-28-1=4sen(2 3 - 20))
entonces.

26+1+4sen(6-40) =0 ..(0)

b) despejando « y 8 de (3) y (4), respectivamente:

o=Xx"3

z2-2
= y+1
B z-2

sustituyendo en (C):

B2, jeasen|6-212 9
z-2 z-2

multiplicando por z - 2, y haciendo operaciones dentro del argumento de la funcién seno:

62-12-4Jc+12=0

2y +2 +z2 -2 +4(z - 2) sen
z-2

finalmente:

6z - 4x

2y + 2 + (42 - 8) sen =0 ...(8)

5.5.3 SUPERFICIES DE REVOLUCION CUANDO EL EJE DE REVOLUCION ES
UN EJE COORDENADO Y SE CONOCE LA ECUACION DE UNA DE SUS
MERIDIANAS CONTENIDA EN UN PLANO COORDENADO CONTINENTE
DEL EJE DE GIRO

Ahora para este caso, supdngase que se desea determinar la ecuacién de una superficie de
revolucién que se formard con el giro de la curva
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S y»=0

alrededor del eje X. Vedse figura 5.11.

FIGURA 5.11

(1)

.(2)

Para resolver el problema, puede suponerse que la directriz de esta superficie es la curva M y
que la generatriz es una circunferencia que se desplaza paralela al plano YZ, con centro sobre
el eje x, radio variable y que siempre toca a M, véase figura 5.11. Por lo tanto, las ecuaciones

de la generatriz son:

Aplicando el método, de (2) en (3):

llevando este valor a (1) y tomando en cuenta (4):
f(B, = a) = 4354740

ahora, (3) y (4) en (C):
flo s h?+2?) =0

que es la ecuacién de la superficie.
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Obsérvese que la ecuacién obtenida result6 igual a la primera de la meridiana, sélo que en lugar
de y, resulté mds o menos la raiz cuadrada de la suma del cuadrado de la misma y més el
cuadrado de z. Este resultado puede generalizarse a la simplificacién:

Si se desea determinar la ecuacién de una superficie de revolucién cuando se conocen las
ecuaciones de una meridiana contenida en un plano coordenado y el eje de giro es un eje
coordenado, basta con sustituir la variable diferente a la correspondiente al eje de rotacién por
mds 0 menos la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de la misma variable mds el cuadrado
de la variable que estd igualada a cero en la otra ecuacién.

EJERCICIO 5.9, Determinar la ecuacidn del toro (toroide) que se genera con la rotacién, alrededor del
eje z, de la circunferencia:

y-RY +«Z°=r (1)
x=0 ...(2)

FIGURA 5.12

SOLUCION:
De acuerdo con lo obtenido lineas arriba, para la obtencién de la ecuacién de la superficie, debe
identificarse en la primera ecuacitn de la curva meridiana a la variable diferente a la correspondiente al
eje de giro. Como en este caso el gje alrededor del cual gira la curva es el eje z, la otra variable es y.
Ahora debe hacerse la sustitucion:

(« 7 +3% - R « 22 = 12 (S)

que es la ecuacion buscada.
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5.6 IDENTIFICACION DE UNA SUPERFICIE

Como se ha repetido en varios capitulos, son dos los problemas mas importantes en el estudio
de la Geometria Analitica, el primero de ellos ya ha sido tratado. A continuacién, se hablard del
otro; es decir, de la identificacién de una superficie, teniendo como dato su representacién
analitica. Para el efecto, el método mds cominmente empleado es el llamado discusion de la
ecuacion de una superficie. Ahora se explicard este método, pero es muy conveniente sefialar
que no siempre es necesario completar la total aplicacién del método ya que el objetivo es
siempre la identificacién de la superficie, y si ésta se logra con sélo algunos pasos del método,
o por medio de algiin otro recurso, serfa ocioso concluir con la aplicacién del método tan sélo
por completarlo, cuando en ocasiones resulta muy engorroso.

5.6.1 DISCUSION DE LA ECUACION DE UNA SUPERFICIE

Para la identificacién de una superficie por medio del andlisis de su ecuacién, es conveniente
investigar en dénde se localizan los puntos de interseccién de la superficie con los ejes
coordenados, si hay; o cémo son las trazas de dicha superficie con los planos coordenados, o
con planos paralelos a éstos; o bien, si la superficie presenta simetrfa con respecto a algin o
algunos elementos del sistema de referencia, etc. De manera que con el objetivo de sistematizar
esta investigacion, se sugiere seguir la siguiente metodologia, la cual, para hacerla mds
comprensible, se presenta simultdneamente con un ejemplo.

EJERCICIO 5.10. Identificar la superficie que tiene por ecuacién:
5¢° + 5y° + 82 - 6xy =

SOLUCION:
I. Interseccion de la superficie con los ejes coordenados.

LI, Con el gjex:
Para la determinacion de los puntos donde la superficie corta al eje de las x, se haceny = z = 0:
22
sz = 8 = X = -_!: i
V5
entonces. los puntos de interseccién son:

(212/5). 0. 0) y (=2 y2/5, 0, 0)
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[.2. Conelejey
Se asignanx =z = 0:
5y =~8, que conduce a un caso similar al anterior:
los puntos de interseccién son:
0,225, 0) y (0, -2 255, 0)
1.3. Con el gje z.

Se sustituyenx =y = 0:

los puntos de interseccién son:
0,0,1) y (0,0,-1)
II. Trazas con los planos coordenados.
IL1.  Con el plano xy.
Se hace z = 0:
55 + 5y’ -6xy =0
Al contener la ecuacién el término -6xy, implica que se trata de una curva con ejes oblicuos a los
coordenados. Para averiguar de qué tipo de ecuacién se trata se emplea el llamado discriminante
B*® - 4AC:
(-6)° - 4(5)(5) = 36 - 100 = -64
que resulté menor que cero; por lo tanto, se trata de una ecuacién tipo elipse. Ahora, para

determinar si efectivamente se trata de una elipse, se llevard al cabo una rotacién de ejes. Como
los coeficientes de x y de y son iguales, el dngulo de rotaciénes 0 = 45°,
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De las ecuaciones de transformacién correspondientes, se sabe que:
X=xc0s9 ~ysen0
y=xsen 0 + ycos 0

dado que 0 = 45° se tiene:

sen 8 = cos O = L
V2
sustituyendo y desarrollando:
X+y =4
o lo que es lo mismo:
Eayai
4 *J

Esto significa que sf se trata de una elipse con semiejes dos y uno sobre los nuevos ejes X y Y,
respectivamente.

I1.2. Con el plano xz.
Se sustituye y = 0:

5 +87 =8

ZJ—% sobre el eje x

1 sobre el eje z

que es una elipse con semiejes:

11.3. Con el plano yz.
Se hace x = 0:
57 + 82 =8

También se trata de una elipse con semiejes que tienen los mismos valores numéricos que para el
inciso anterior.
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III. Simetrfas
III.1 Con respecto al eje x.

Se cambian y por -y
Z por -z:

5¢ + 5(F + 8(-z) - 6x(-y) = 8
5¢° +5y° + 82 +6xy =8
como la ecuacién se modifica, no existe simetrfa ccn respecto a ese eje.
II.2 Con respecto al eje y.

Se cambian x por ~x
Z por -z:

5(=x)° + 55" + 8(-2)° - 6(-x)y = 8
| 55 + 5y + 87 +6xy =8
No hay simetrfa con respecto a y. |
II.3 Con respecto al eje z.

Se cambian x por -x
¥ por -y:

5(-xy + 5(-y) + 82 - 6(-x)(-y) = 8
5¢* +5y° + 87 - 6xy =8
La ecuacién no se altera, lo que significa que si hay simetrfa con respecto al eje z.
II1.4 Con respecto al plano xy.
Se cambia z por -z

5x° +5¢ +8(-2f - 6Gxy =8
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5x2 + 5y + 82 - 6xy = 8
Sf hay simetrfa con respecto al plano xy. '
N5 Con respecto al plano xz.
Se cambia y por -~y
56 + 5(-y)* + 82 - 6x(-y) = 8
5¢ + 5y*+ 822 + 6xy = 8
Por tanto, no hay simetrfa con respecto a ese plano.
111.6 Con respecto al plano yz.
Se cambian x por -x:
5(-x)* + 5y° + 82 - 6(-x)y = 8
55 +5y* + 82 +6xy =8
No hay simetrfa con respecto a yz.
II.7 Con respecto al origen.
Se cambian x por -x:
ypor -y
Z por -z
5(=x) + 5(=y)* + 8(=2)° - 6(x)(-y) = 8
5x + 55° + 82 - 6xy =
Entonces, sf hay simetrfa con respecto al origen.
IV. Secciones planas paralelas a los planos coordenados.

IV.1 Paralelas a xy.
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Siz=k:
5 +5y° + 8k - 6xy =8

5x* + 5y - Gxy = 8 - 8k? ..(A)
Se trata de una ecuacidn tipo elipse, ya que el discriminante es el mismo que aquél obtenido en el
inciso I.1. Entonces, las trazas de los planos paralelos al XY con la superficie son elipses o una
degeneracion de esa cdnica, dependiendo de k.
IV.2 Paralelas a xz.
Siy =k:
5x* + Sk + 82 - 6xk = 8
5x* + 82° - 6xk = 8 - 5K ...(B)
Es también una ecuacién tipo elipse.
IV.3 Paralelas a yz.
Six =k:
5k + 5y° + 87 - 6ky = 8
5% + 82° - 6ky = 8 - 5k ...(0)
De nuevo se trata de una ecuacién tipo elipse.

V. Extensioén.
V.l Enaz.

Para investigar los valores de z para los cuales existe la superficie, es conveniente aprovechar la
ecuacion (A) del inciso IV.1 con la que se puede averiguar para qué valores de k se tiene una

elipse, un punto o ningtin lugar geométrico. Recuérdese 1a ecuacion (A):

5x* + 5y - 6xy =8 - 8K ...(A)
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Si se transforma la ecuacién, al girar los ejes coordenados empleando las mismas ecuaciones de.
transformacién para rotacién de ejes, y dado que se tiene el mismo valor del discriminante y el
mismo 4ngulo de giro, la ecuacién transformada queda:

X +4y' =4 -4F
En virtud de que se tiene en el miembro izquierdo una suma de dos mimeros positivos para
cualquier valor de x y y, para que exista lugar geométrico, el miembro derecho no puede ser
negativo, asf que para determinar los valores de z para los cuales existe superficie, habrd que
resolver la inecuacidn:

4-4K 20

para resolverla, considérese el producto notable llamado el de los conjugados:

+2)@2-2t)20

para que este producto sea positivo, ambos factores deben tener el mismo signo, entonces, si los
dos son positivos:

2+2% 20 =k =2-1
2-2k20 =k< |
por lo tanto, el conjunto solucién de este primer caso es:
-1<k<|
Ahora, para el caso en que ambos factores sean negativos:
2+2%k <0 = k< -]
2-2%k <0 =2k=21

la interseccién de estas dos posibilidades es el conjunto vacfo, asf que, finalmente, la extensién en
z es:
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es decir, si se hace pasar un plano paralelo al xy, cuya altura esté comprendida en ese intervalo,
la superficie y el plaro tendrdn intersecci6n, si dicha altura sale de Vesgrintervalo, no habrd
interseccion.

V.2 Eny.

V.3

Ahora es conveniente analizar la extension en este eje utilizando la ecuacién (B) del inciso I1V.2,
y para ello se transcribe a continuacién:

5x° + 82 - 6xk = 8 -~ 5K ...(B)

Como se dijo anteriormente, la ecuacién es tipo elipse, pero para representar un lugar geomsétrico
el pardmetro k debe tomar ciertos valores. Para averiguarlos, primero se completardn cuadrados:

5 [x %. _2?] et = 8 - 5k« 2
K, e L L 16K
5 [x- 3] s g - 10K
[x 5] 7 5

De nuevo, para que exista lugar geométrico, el miembro derecho no debe ser negativo, asf que
resulta la inecuacién:

164*
-— 20
8 5

El conjunto solucién de esta inecuacion proporciona los valores de y para los cuales existe la
5
2 2

Ahora se ve la conveniencia de utilizar la ecuacidn (C) obtenida en el inciso IV.3:

superficie:
En x:

5y° + 82" - 6ky = 8 - 5k2 ...(C)

Como puede observarse, esta ecuacidn es andloga a la ecuacién (B) y genera una solucién
equivalente para la extension en x; es decir:

REPNE
2 2
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Con todos los elementos determiniados por esta discusion, ya es posible identificar la superficie. ‘Es claro
que se trata de un elipsoide. Para concluir, se elabora a continuacién su representacién gréfica.

VI. Representacién gréfica.

FIGURA 5.13

Como se dijo previamente, el objetivo de la discusién de la ecuacién de una superficie, es
identificarla o dibujarla. De manera que si puede identificarse Ia superficie antes de concluir la
discusién, no debe uno aferrarse a terminarla, pues con la identificacién se cumple el objetivo.
Como un ejemplo de esto, considérese el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 5.11. Identificar la superficie cuya ecuacién se escribe a continuacién, y representaria
gréficamente:

(4x - 32)* + 16y* = 47° ..(S)

SOLUCION:

Antes de efectuar toda la discusién de esta ecuacién, puede observarse cudl de los pasos de dicha
discusién podrfa arrojar luz sobre el problemé. Parece que lo mds prudente serfa comenzar con el andlisis
de las secciones paralelas al plano xy. De manera que se hace z = k:

(4x - 3k) + 16y° = 4k°
tomando como factor comiin a 4 en el primer término:

[40x - 0P + 16y° = 48°

16(c - %k)’ + 16y° = 42
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Como puede observarse, se trata de una familia de circunferencias horizontales, con centro sobre el plano
XZ radio variable. Cuando & es nula, se reduce a un punto (el origen), y conforme crece k, positiva o
negativamente, el radio crece y la abscisa del centro también aumenta en valor absoluto, por lo que puede

deducirse que.se trata de un cono circular oblicuo. Para dibujarlo, bastar4 con seleccionar adecuadamente
una de estas circunferencias; por ejemplo, si k = z = 4;

(x-3° +y*=4
z2=4

ademds como ya se sabe, el origen es el vértice:

FIGURA 5.14

5.6.2 IDENTIFICACION DE SUPERFICIES CUADRICAS

Es evidente que para lograr la identificacién de una superficie, antes de concluir con la discusién
de su ecuacién, se necesita de cierta habilidad que sélo la préctica puede proporcionar. Sin
embargo, cuando se trata de una superficie cuddrica que no tenga sus ejes oblicuos, es posibie

lograr su identificacién por medio del andlisis de sus coeficientes. Para ello, se incluye la
siguiente tabla:
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CLASIFICACION DE LAS SUPERFICIES CUADRICAS

Cusddricas con centro (Ax> + By? + Cz* =R)

[—T A B C Lugar Geométrico “
Todos positivos Elipsoide
’ Todos negativos Ningtin lugar geométrico
0 Dos positivos y uno negativo Hiperboloide de una rama
‘ ° Uno positivo y dos negativos Hiperboloide de dos ramas
: Uno nulo y dos positivos Cilindro eliptico recto, si los
T dos son iguales es circular
I | Uno nulo y dos negativos Ningtin lugar geométrico
V | Uno nulo y los otros de signos diferentes | Cilindro hiperbélico recto
H O | Dos nulos y uno positivo Dos planos paralelos H
Dos nulos y uno negativo Ningtin lugar geométrico
Todos del mismo signo Uno solo punto que es el origen
N Dos positivos y uno negativo Cono recto
° Uno nulo y los otros dos del mismo signo | Un eje coordenado
- Uno nulo y los otros de signos diferentes | Dos planos que se cortan
_(_)___Dos nulos o =Un plano coordenado “

NOTA. Si R es negativo, se multiplica por menos uno toda la ecuacién..



Cuddricas sin centro (Ax*> + By* = R?)

7 A B Lugar Geométrico "
P Il
O | Del mismo signo Paraboloide eliptico

I 'Ii Diferentes signos Paraboloide hiperbdlico
I | Uno nulo Cilindro parabdlico recto
0
N | Del mismo signo Un eje coordenado
U | Signos diferentes Dos planos que se cortan
L | Uno nulo Un plano coordenado

=O |

NOTA. Si R es negativo, se muitiplica por menos uno toda la ecuacién.

EJERCICIO 5.12. Identificar la superficie cuya ecuacién es

3y° + 57° = 4x° ..(S)
SOLUCION: En este caso, no es necesario efectuar toda la discusién, ya que puede identificarse esta
superficie con notar que se trata de un cono eliptico, puesto que se tiene una cuddrica con centro y el

término independiente es nulo, con los coeficientes de las variables de x°, y°, z° y que son dos positivos
y uno negativo:

Iy +57 +4x" =0

5.7 ECUACIONES VECTORIALES Y PARAMETRICAS DE SUPERFICIES

Objetivo. Expresar matemdticamente una superficie por medio de una ley que describe el
desplazamiento de un vector de posicién, el cual toca continuamente con su extremo a dicho
lugar geométrico.
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Recuérdese que un plano puede expresarse por medio de la ecuacion vectorial:

D =D, +Tu+sy

en donde:
P es el vector mévil
Do es el vector de posicién de un punto conocido del plano
uyVv sondos vectores conocidos, no paralelos
rys  son pardmetros

AN

FIGURA 5.15

En la figura 5.15 se puede observar que para lograr que el vector p tenga su extremo en el
plano, dicho vector debe poder obtenerse como la suma del vector po mds dos vectores
paralelos a los vectores u y v. Para ello, con los pardmetros r y s se puede modificar la
magnitud de u y v, respectivamente, y aun su sentido pero no su direccién. O sea, que si un
punto no pert.nece al plano, al no poder alterar la direccién de los vectores u y v, no podrd
alcanzarse con un vector p obtenido con esas caracteristicas.

La ecuacién anterior puede escribirse también:

P Xy +ru, + SV + (3, + ru, + SV + (2, + TU, + SV

si se sabe que:

Po =X i *+ Yy j*3,k
u=ud+uj-+uk
v=vxz+v),j+v:k
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Ademds, si p tiene como componentes (x, y, z), con la sola condicién de que pertenezca al
plano, por igualdad de vectores se pueden establecer las ecuaciones paramétricas del plano:

X=Xy +ru + 8y,

=
u

+ + §
Yo ¥ ru, + v,

&~
n

Z, + ru, + sv,

Pero, recuérdese también que tanto la ecuacién vectorial anterior como las ecuaciones
paramétricas no son las tnicas expresiones matemdticas de ese tipo que representan al plano. Por
ejemplo, si se recuerda la expresién cartesiana del plano:
Ax + By + Cz +D =0
para determinar otras ecuaciones paramétricas y de alli una ecuacién vectorial, se puede
parametrizar haciendo:
x =1
Y=o
por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién cartesiana y despejando z:
2= L (41 + Br, + D)
< T 1 2
que es la tercera de las ecuaciones paramétricas. Ahora, se tiene:
- . .1
p=ni+1t,j-— (A + Bt, + D}k
c

que €s otra ecuacion vectorial del plano.

Nétese que para representar paramétrica o vectorialmente a una superficie, es necesario utilizar
dos pardmetros, mientras que para la representacién de una curva se necesita tinicamente de uno.

Por supuesto, las parametrizaciones posibles son muchas y deberd buscarse la mds conveniente
para cada caso. En ocasiones una adecuada parametrizacién conduce a la solucién mds accesible

de un problema.

EJERCICIO 5.13. Expresar paramétrica y vectorialmente, de dos maneras diferentes, a la esfera cuya
ecuacién cartesiana es:
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X+ yz +2=r
SOLUCION:
Primera forma:
Si se hace:
xX=3
y=t
se tiene:

2= 2yt - (s + 1Y)

Esta parametrizacién no es muy conveniente puesto que con ella se tiene que separar en dos la superficie,
ya que con el signo positivo de z se tendrfa la cota del hemisterio superior y con el negativo, el inferior.
Es decir, no puede tenerse una sola expresién para toda la esfera. Entonces:

Hemisferio superior:

X

"
e

ecuaciones paramétricas]y = ¢

Z

ecuacidn vectorial:

pesi+f+yfri-(*+1)k

Hemisferio inferior:

X =39

!

ecuaciones paramétricas Y

z

ecuacién vectorial:

p=si+f-ri-(>+1) k

Segunda forma:

Para lograr describir el movimiento de un vector de posicién P que toque constantemente a la esfera,
se puede considerar la proyeccién del vector p sobre el plano XY, véase figura 5.16, la que a su vez
se proyecta sobre el eje x, y también sobre el eje y.
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!

FIGURA 5.16

De la misma manera, puede proyectarse el vector p sobre el eje z. Por lo tanto, se pueden considerar

como pardmetros el dngulo que forma el vector p con el eje z, y el dngulo @ formado por la

proyeccién de p sobre XY y el eje X. Ademds, para abarcar la totalidad de la esfera, conviene hacer

variar a 8 desde cero hasta 27, para dar la vuelta completa alrededor de z, y a ¢ desde cero hasta =,

pues con ello se cubren los ocho octantes. De esta forma, la magnitud de la proyeccién de p sobre el

plano XY es:

m=rsen¢
dadoque |p| =r

A su vez, la proyeccion de m sobre x y sobre y es:

x =mcos 0
y =msen 0
entonces:
x=rsen ¢ cos O
y = r sen ¢ sen 6
Por Altimo, la magnitud de la proyeccion de p sobre z es: | o
Z=rcos¢ - u
finalmente:

rsen ¢ cos 6
rsen ¢ sen 6 0s6<2x
"0sd <n

Ecuaciones paramétricas:

"N
[}

r cos ¢
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Ecuacién vectorial:
p=rsendcosOi+rsendpsenBj+rcosédk

EJERCICIO 5.14. Determinar una ecuacion vectorial para la superficie reglada formada por las rectas
paralelas al plano XZ que se apoyan simultdneamente en la circunferencia C'y la recta R, si:

yr+z2 =1
C: =1
x=-l
R: 2=0
z
N
R
C 0
x y
FIGURA 5.17

SOLUCION:

Para representar el lugar geométrico que es tocado por un vector de posicién, conviene expresarlo como
la suma de un vector v que toca primero a la circunferencia mds otro que parte del extremo de v y
continia paralelamente al plano XZ hasta alcanzar el punto en estudio.

z

FIGURA 5.18
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Para lograr lo anterior, puede expresarse la circunferencia C en términos paramétricos:

x =1
C:ly = cos ¢
zZ=sent

entonces, el vector v de la figura quedar4 representado por:
Vv=i+costj+sentk
Ahora, para obtener una expresion del vector s, obsérvese que s puede determinarse como un vector

que sigue la direccidn del vector u ~ v, véase figura 5.19, pero de magnitud tal, que alcance al punto
que se desea:

FIGURA 5.19

entonces, para representar al vector u, conviene escribirlo:

u=-i+costrj+0k

Puesto que todas las abscisas de los puntos que pertenecen a la recta R deben valer menos uno, todas las
cotas son nulas y todas las ordenadas deben ser las mismas que las elegidz{s para la circunferencia para
asf asegurar que el vector diferencia u - v sea paralelo al plano XZ. Por lo tanto, la ecuacién vectorial
obtenida por este razonamiento resulta: ' ¥ ’
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pero § puede calcularse de:; - -
s=r@-v

donde r es un pardmetro que permite acortar o alargar la magnitud de § hasta alcanzar el punto.

Entonces:
p=v+ru-v
pero:
H-v=-i+costj-(+costj+sentk) =
= -2{ -sentk
Sop=ivcostj+sentk+r(-2i -sentk)

finalmente:

p=(0-2Di+costj+(l -7 sen t k
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EJERCICIOS PROPUESTOS

5.1. Determinar la ecuacién de la superficie que se genera al desplazarse la curva E,
apoyandose constantemente en las curvas E, y E; Si:

x_z-f-y_z:l ﬁ_iz_':l
E:la&* B E;{2 6
z=v y=0
2 2
y_—z_=l
E:33 6
x=0

5.2. En el centro de un lago se produjo una perturbacién que generé oleaje. Con objeto de
proteger las riberas se requiere conocer la ecuacion de la superficie de dicho oleaje; para
ello, los ingenieros responsables de un anteproyecto, estimaron de una manera simplista
que esta superficie se forma con la rotacién, alrededor del eje z, de la curva E.
Determinar la ecuacién del oleaje.

8 ¢ sen 3x

z
E:

y=0

5.3. Obtener la ecuacién cartesiana de la superficie presentada en el ejercicio 5. 14 de la pigina 214:
a) Empleando rectas paralelas al plano XZ como generatriz.

b) Utilizando elipses paralelas al plano YZ como generatriz.
5.4. Determinar la ecuacién de la superficie de una estructura "salto de ski" de una obra

complementaria de una cortina en una presa, formada con la curva directriz parabdlica de
ecuaciones:

L]

z
D:

X

y generatriz también parabdlica que se desplaza paralelamente al plano XZ, sin cambiar
de forma, con vértice tocando continuamente a la directriz D, si se conoce que la seccién
de la superficie en el plano XZ pasa por el punto P(-'4, 0,3) mostrado en la figura 5.20.
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FIGURA 5.20

5.5. Determinar la ecuacién de la superficie cénica con vértice V(-1, -1, -4) si se sabe que
tiene una directriz eliptica.

2+ 3yt =1
z=95

5.6. Determinar si las siguientes ecuaciones representan algin lugar geométrico, en caso
afirmativo, indicar de cudl se trata y dibujar aproximadamente su grifica:

a)5x +4y* + 22 - 10x + 16y -6z + 36 = 0
b)Sx2 +4y’ +Z2-10x + 16y -6z +6 =0
)Sx2+4y  +Z2-10x + 16y - 62 +30 =0
d)x,-2x-3y’-18y + 62 - 12z-20 =0
)X -3y +67-2x~-18y-122+20=0
f) x* - 3y? + 622 - 2 - 18y'= 127 - 40 = 0
g)3x2-2y-512+6x.+202—7=0

h) 3x* - 52 + 6x + 20z - 17 = 0
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5.7. Identificar la superficie cuya ecuacién es:
x2+22=4[(y_4)2+1]2

5.8. Identificar el lugar geométrico que representa la siguiente ecuacién y hacer un dibujo
aproximado de su gréfica:

xy - Ya(xz +y2) + % 22 = 14

5.9. Determinar una ecuacién vectorial del cilindro circular recto de ecuacién cartesiana;
xX+y'=9

5.10. Determinar una ecuacién vectorial del cono eliptico recto con vértice en el origen y con
directriz;

xt + 4722 = 16
D:
y=35

5.11. Determinar una ecuacién vectorial del cono eliptico con vértice V(1,4,5) si su traza con
el plano XY es:

=
~
=
~

+
|
—

\l
N
o ow
o

—_

o
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1.1.

1.3.

1.5.

L7,

1.9.

L.11.

1.13.

2.1,

2.3.

2.5.

2.7.

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS IMPARES

a) A(3,5)

b) A(-3,-5)

El sistema resultante es derecho.
P(-1, 1, 4)

Al 1), B(%,—g) c(1,~/3) D1, 0), EQ, 0)

P(4,180°) (principales)
P(4,540°)

P(-4,360°)

A(32 ,45°,3), B(4, 120°, 0), C(2, 270°, -3), D(O, 6, 7) donde © € R; E(2, 315°, 2)

A _\/2_5_ , _\/ZZ 1), B(/3,-3,-2), €0, 0-2), D(0,5,0), E0,0,0)

2 unidades de longitud.

A(9,-3, 1).
A =3
x=5i-j+1k

En B(-1, O, 5).



A

81’ 81

2.9. comp vecty a = ( aad —%) .

2.11. comp esc; a = -11.

2.13, Area = /62 unidades de 4rea.
2.15. ¢ = 120°.

2.17. Se deja al lector.

3.1. 9 unidades de longitud.

33. r=(@2,3,60) ;teR

x =2t
y =3t i tER

=(1-24,92,-1 +52) ;A1 €eR

3.7. A(-3,5,1).
3.9. 7 unidades de longitud.

3l.7=(3-m+4n,1 +3n,2+m) ;mneR

x=-3-m+4n
y=1+3n im,neR
z2=2+m
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-3x+4 -32-7=0

33.7r=(-2 +2a¢ + 7B, 1 +a,3+3a0 +PB) ;e PEeER
x=-2+2a +7B
y=1+a«a s, pelR
=3 +3a + P
x+19 -72+9 =0
3.15. 90°
3.17. R esta contenida en P.
3.19. P: 2x +3y + 6z +35 =0
Py 2x +3y+62-35=0
4.1. Si pertenece.
43, -2 <a<4
x=3-4sen 0
= - M <
4.5. Una manera es {° 5-4cs80<8<2n
x=0
4.7. Si pertenece.
49. a)si
b) no
¢) no
411, 0o < a < -3 |J 3<a< +
2 7 .
4.13. r = —————; 0 < 6 < — aproximadamente.
1 +cos B 2

4.15. Es una recta con pendiente 2 y ordenada al origen menos cuatro.
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4.17. Es una hipérbola equildtera con ejes oblicuos, de ecuaciones:

2

~N

n
<|— W

50, 2 +2y% - 22 =6
53. 422 =(x + 12 (1 -y}
55. 209x -z + 5)2 + 309y -2z + 5)2 =(z + 4)2

5.7. Superficie de revolucién generada al girar la pardbola

L -2

gy =t
v-49 2 alrededor del eje y.
0

z=

59. p=3cosBi+3senBj+tk;0s0<2n;teR

SALF=[1-m(@ -5cos 6))i +4[1 - m(l - sen 8)}j + 5(1 - m)k
0<0<2n;meR

Nota: En los ejercicios 5.9 y 5. 11 la respuesta no es tnica.
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METODO PARA DETERMINAR SI UNA
SUPERFICIE ES REGLADA*

El conocimiento de si una superficie es reglada o no suele ser muy iitil; sin embargo, esta
determinacién no siempre es sencilla. Diversos autores emplean artificios que pueden aplicarse
sélo en casos particulares y de manera dificil. En 1984, el doctor Agustin Tristdn presentd un
método general de fécil aplicacidn, con el inconveniente de que para su uso se requiere de
conceptos de cdlculo de varias variables, por lo que aqui se presenta para que el lector interesado
lo pueda emplear, una vez que adquiera esos conceptos, o para que los alumnos de célculo
puedan hacer uso de él.

Objetivo del método
Determinar si una superficie es reglada o no.

Datos necesarios
La ecuacién cartesiana de la superficie.

Justificacién
El método se apoya en las siguientes hipdtesis:

i) Si una superficie es reglada, por cualquiera de sus puntos, al menos una de sus rectas
tangentes estard contenida en la superficie en toda su extension.

ii) Si una superficie no es reglada, por cualquiera de sus puntos, todas las rectas tangentes
tocan a la superficie solamente en el punto de tangencia en un entorno de él.

Tomando en cuenta estas hipétesis, el método consiste en determinar la familia de rectas
tangentes a una superficie en uno cualquiera de sus puntos y analizar la posibilidad de que

* Publicado en el Boletin Matemdticas y Cultura, No. 42, 11 enero 1984, Departamento de Matemiticas
Bésicas, Divisién de Ciencias Bdsicas, Facultad de Ingenierfa, UNAM.



alguna de estas rectas contenga otros puntos de la superficie, con lo cual se determinaria que la
superficie es reglada. Si todas las rectas tangentes contienen sélo al punto de tangencia como
punto comin con la superficie, se demostraria que la superficie no es reglada. Para la
determinacidn de las rectas tangentes a una superficie en un punto se usa el hecho de que todas
ellas son perpendiculares al vector gradiente de la superficie valuado en dicho punto.

Aplicacién

Sea la superficie de ecuacién cartesiana F(x, y, z) = 0 yseael punto P(x,, y,, Z,). Al sustituir
las coordenadas de P, en la ecuacién de la superficie se asegura la pertenencia del punto en la
Superficie y se obtiene la expresi6n:

Fxy Y0 29) = 0 (1)
Por otra parte, si un vector director de cualquier recta tangente a la superficie
es 4 = (4, B, C ), la tangencia de la recta que indica Ja direccién de « se asegura con la
expresion:

VF|p - =0 ()

Finalmente, un punto cualquiera de la recta tangente a la superficie tiene por coordenadas:

x=x,+At
y=y0+Bt
z2=2+Ct

Al sustituir estas coordenadas en la ecuacién de la superficie y tomar en cuenta las expresiones
(1) y (2) se pueden presentar las dos situaciones:

a) La expresion es vdlida unicamente para ¢ = 0 lo cual significa que el punto de tangencia
es el tnico que es comin a la superficie y a cualquier recta de la familia, por lo que la
superficie no es reglada.

b) La expresion es vdlida para una infinidad de valores del pardmetro t, ademds de establecerse
una relacién entre las componentes de u, esto quiere decir que hay alguna o algunas
direcciones en las que la recta estd contenida en la superficie, entonces la superficie es
reglada. Ademds, la relacion entre las componentes del vector director, permite determinar
unas ecuaciones de una recta que forma parte de la superficie.
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Ejemplo 1

Determinar si la superficie de ecuacién cartesiana z = x2

+ y% + y es reglada.

Solucién
En primer lugar es conveniente expresar la ecuacién de la superficie en forma implicita

Fix,y,2) =x*+y? +y-2=0
Si P(xy, ¥p zo) €s un punto de la superficie, al sustituir en la ecuacién queda:

X + Y2+ Yy =2 =0 we(1)
Ahora, el gradiente de F es:

VF=2xi+Qy+1j-k
El gradiente valuado en Py queda:
VFlp =2x%i+Q@y+DJj-k

La perpendicularidad del gradiente anterior conel vector # = A i + B j + C k seasegura con:

VF|P° u=0
que al aplicarlo queda:
2Ax+2By,+B-C=0 ...(2)
Por tltimo, al sustituir
x=x,+At
y=Yo+ Bt
z=7+C1t

en la ecuacién de la superficie resulta:
G +AD + O+ B + (9, *B) - (5, +CH =0
desarrollando:

x2+2Ax,t+ A2 vy} +2By,t+B*t* +y, +Bt-2,-Ct=0
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ordenando:
Xg * Yo vV -2 *1(2Ax,+2By, +B-C)+t? (A2 +B2)=0
tomando en cuenta las expresiones (1) y (2):
t2(A*+B*)=0

la expresién se cumple solamente si t = 0, ya que la suma de dos niimeros positivos no puede
ser nula y si ambos son nulos, y ¢ es diferente de cero, la expresion (2) serfa vdlida sélo si C
también fuera igual a cero, lo cual es absurdo dado que las tres componentes de un vector
director no pueden ser simultdneamente nulas. Entonces, si ¢ = 0 quiere decir que las rectas son
tangentes a la superficie y ésta no es reglada. Al ver que se trata de un paraboloide de
revolucién, se comprende que no es reglada.

Ejemplo 2

Demostrar que el paraboloide hiperbdlico de ecuacién cartesiana z = 9 x? - 16 y* es una
superficie reglada y determinar unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de una recta
contenida en el paraboloide y que pase por el punto P, (1, 1,-7).

Solucidén
La ecuacién, valuada para un punto de ella, se escribe:

9x5 - 16y -2, =0 (1)
El gradiente de F(x, y, z) = 0 es:
VF|P0 =18x,i-32y,j -k
La perpendicularidad de un vector # = A i + Bj + C k con el gradiente se asegura con:

184x,-32By,-C=0 ..(2)

X=x,+At
Sustituyendo {¥ = ¥, + B¢
2=2+Ct
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en la ecuacidén del paraboloide:
9(x,+At)Y -160, +Bt)Y -(z+Ct)=0
desarrollando, factorizando y ordenando:
9x5 -16ys -z, +t(18Ax, -32By, -C)+2(9A4A%2-16B2) =0
tomando en cuenta (1) y (2):
t?(9A*-16B2)=0
esta expresion puede ser vdlida si¢ = 0, lo cual siempre se cumple pues se trata del punto de tangencia,
pero también es posible que
942 -16B*=0
para cualquier valor de . Esto significa que por cada punto del parabolaide puede pasar al menos una
recta que se aloje en toda su extensién en la superficie, con lo que se demuestra que el paraboloide es

una superficie reglada.

Por otra parte, para determinar unas ecuaciones de una recta que pase por P, (1, 1,-7) y que se aloje
en el paraboloide, hace falta un vector que sefiale la direccién de dicha recta, por lo que de (3):

A=:§B; SiB=3, A=z:4
al tomar el valor positivo y sustituir estos valores en (2) junto con las coordenadas del punto:

Q8@ - @31 -€c=0 = CcC=-24

entonces, un vector director de la recta es u = (4, 3,-24) y las ecuaciones buscadas son:
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en la ecuacion del paraboloide:
9(xo+At)"—l6(y°+Bt)2-(z°+Ct) =0
desarrollando, factorizando y ordenando:
9x2-16y -z, +t(18A4x, -32By, -C)+1*(94%>-16B*) =0
tomando en cuenta (1) y (2):
12(9A2-16B*)=0
esta expresion puede ser vdlida sis = 0, lo cual siempre se cumple pues se trata del punto de tangencia,
pero también es posible que
9A2-16B2=0
para cualquier valor de . Esto significa que por cada punto del parabolaide puede pasar al menos una
recta que se aloje en toda su extensién en la superticie, con lo que se demuestra que el paraboloide es

una superficie reglada.

Por otra parte, para determinar unas ecuaciones de una recta que pase por P, (1, 1,-7) y que se aloje
en el paraboloide, hace falta un vector que sefiale la direccion de dicha recta, por lo que de (3):

A=t§B; siB=3, A=:4
al tomar el valor positivo y sustituir estos valores en (2) junto con las coordenadas del punto:

entonces, un vector director de la recta es u = (4, 3,-24) y las ecuaciones buscadas son:

x-1_y-1__2+1
4 3 24
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