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La presente obra, pretende ser un elemento de apoyo de estudio para los 
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resueltos como ejercicios propuestos, todos ellos versan sobre temas que corresponden 
al título del capítulo en el que están incluidos, se intentó que el orden en el que están 
dispuestos los ejercicios en cada capítulo, fuera el mismo en el que aparecen los 
contenidos correspondientes en el programa de la asignatura. El diseño de los ejercicios 
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contemplan en dicho programa. 
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I.1 Dada la relación: 

{ }xy,IRxy,xR >∈= )(  

 obtener su gráfica 

 
 SOLUCIÓN:  

Si en forma auxiliar se considera la recta de ecuación  

xy =  

Se deduce que la gráfica de la relación está constituida por todos los puntos del 

plano cartesiano cuya ordenada "y" es mayor que su abscisa, la recta 

mencionada no forma parte de la gráfica. 

 

 
 

I.2 Sea la relación: 

{ }4)( 22 ≤+∈= yx,IRxy,xR  

 Trazar su gráfica 
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 SOLUCIÓN: 

La ecuación 422 =+ yx representa una circunferencia de centro en el origen 

y radio 2=r .  La gráfica de la relación esta constituida por todos los puntos 

del círculo cuyo centro es )00( ,C y radio 2=r  

 

 
 

I.3 Trazar la gráfica de la siguiente relación 

{ }2)( xy,IRxy,xR ≥∈=  

 

SOLUCIÓN: 

La ecuación 2xy =  representa una parábola con vértice en el origen y que 

abre su concavidad hacia arriba. La gráfica de la relación está formada por 

todos los puntos de coordenadas )( y,x  que satisfacen la desigualdad 

2xy ≥ esto es, la región comprendida entre la concavidad de la parábola y 

ella misma.  
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I.4 Dada la relación: 

R x y x y x y
x

= ∈ℜ ≤ − > +
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

( , ) , ,4
2

12  

Trazar su gráfica 

 

SOLUCIÓN: 

La ecuación 24 xy −= corresponde a una parábola de vértice )40( ,V  

que abre su concavidad hacia abajo. La ecuación auxiliar  1
2
+=

xy  

representa una recta de pendiente  
2
1

=m   y  ordenada en el origen 1=b . 

La gráfica de la relación es la región comprendida entre la parábola y la recta 

mencionadas incluyendo el arco correspondiente de la parábola y sin incluir el 

segmento de recta entre los puntos A y B .  
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I.5 Escribir en el paréntesis una "V" si la proposición es correcta o una "F"  si 
es falsa: 

 

a) Una función puede ser una relación multiforme ( ) 

b) Una función puede ser una relación biunívoca ( ) 

c) Una relación puede ser una relación uniforme ( ) 

d) Una función puede ser una relación unívoca ( ) 

e) Una relación siempre es una función ( ) 

f) Una función siempre es una relación ( ) 

g) Una función es un subconjunto de una relación binaria ( ) 

h) Una relación binaria es un subconjunto de una función ( ) 
 

SOLUCIÓN: 

 a)  ( F ) b)  ( V ) c)  ( V ) d)  ( V ) 

 e)  ( F ) f)   ( V ) g)  ( V ) h)  ( F ) 
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I.6 Escribir en el paréntesis el número que corresponde a una aseveración 
correcta: 

 
a) Una función puede expresarse por ( ) 

b) En una función real de variable real ( ) 

c) Si )( xfy = el dominio de la función es ( ) 

d) Si ba < , el conjunto de números ""x  tales que bxa << es ( ) 

e) Una relación siempre es una función ( ) 

f) Una función siempre es una relación ( ) 

 

1. Un intervalo abierto. 
 
2. El conjunto de todos los valores que toma la variable dependiente 

"" y . 
 
3. Un intervalo cerrado. 
 
4. 42 += xy . 
 
5. El conjunto de todos los valores que toma la variable independiente 

""x . 
 
6. Extensión o comprensión. 
 
7. Tanto la variable dependiente como la independiente son números 

reales. 
 
8. La variable independiente es un número natural y la variable 

dependiente es un número real. 
 

SOLUCIÓN: 

 a)  ( 6); b)  ( 7 ); c)  ( 5 ); d)  ( 1 ); e)  ( 2 ); f)  ( 4 ) 
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I.7 Considerando las gráficas de relaciones siguientes indicar para cada una si se 

trata de una función o no. 

 

  
 A) B) 
 

  
 C) D) 
 

 SOLUCIÓN: 

a) Sí es la gráfica de una función, ya que a cada valor de  ""x  corresponde 
un solo valor de  "" y . 

 
b) No se trata de la gráfica de una función. A cada valor de ""x en el 

intervalo abierto ),( ba corresponden dos valores de "" y . 
 
c) No es la gráfica de una función, dado que a cada valor de ""x en el 

intervalo semiabierto ( ]b,0 corresponden dos valores de "" y  
 
d) Sí es la gráfica de una función, puesto que a cada valor de ""x en el 

dominio [ )baD f ,= corresponde un solo valor de "" y  
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I.8 Dadas las siguientes relaciones, para cada una trazar la gráfica e indicar si se 

trata de una función o no 

a) { }1 ( 1 , 1 ) , ( 0 , 1 ) , ( 1 , 2 ) , ( 3 , 2 ) , ( 1 , 1 )R = − − −  

b) { }2 ( , ) 2 1 , 3 1R x y y si x y si x= = − < = ≥  

c) { }2 2
3 ( , ) , 4 , 0R x y x IR x y y= ∈ + = ≥  

 

 SOLUCIÓN: 

a) 1R no es una función ya que el valor 11 −=x  corresponden dos valores 

de  "" y 11 =y ,  12 −=y . 

 

b) 2R  sí es una función, dado que a cada valor de  ""x   en  RD R =
2

 

corresponde a un valor de  "" y  
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c) 3R sí es una función, la gráfica es una semicircunferencia de centro en el 
origen, radio 2 , 0≥y . A cada valor de ""x  en [ ]2,2

3
−=RD

corresponde un solo valor de  "" y  

 
I.9 Sea la relación: 

{ }( ) 2 2 0 2 0R x , y x IR , x y , x , y= ∈ + − = ≤ ≥  

 Trazar su gráfica e indicar si es una función o no. En todo caso obtener su 
dominio y su rango o recorrido. 

 
SOLUCIÓN: 
La ecuación que se tiene como regla de correspondencia puede escribirse: 

1
2
1

+−= xy  

que es la ecuación de una recta de pendiente 
2
1

−=m  y ordenada en el 

origen 1=b . 
 

Como 0y ≥  la gráfica es la semirecta que se localiza arriba del eje de las 
abscisas. 
 
Si se trata de una función, dado que a cada valor de ""x en el dominio 

{ }2≤∈= xIRxxD R corresponde un solo valor de "" y en el rango que 

es { }0≥∈= yIRyyR R  
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I.10 Considerando la relación: 

{ }144169,,),( 22 =+∈= yxIRyxyxR  

trazar su gráfica, determinar su dominio y su recorrido. Decir si es una función o 

no. 

 

SOLUCIÓN: 

La ecuación  144169 22 =+ yx  puede escribirse  1
916

22

=+ yx
 que 

representa una elipse con centro en el origen, eje focal sobre el eje de las 

abscisas, 4=a , 3=b  

 

El dominio es:  { }44 ≤≤−= xxD R  y  el recorrido es:  

{ }33 ≤≤−= yyR R  

 

 
 

No es una función ya que a cada valor de ""x en el intervalo abierto ( , )−4 4

corresponden dos valores de "" y  
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I.11 Dada la relación: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+

−
=∈=

1

1)(
2

2

x

xy,IRxy,xR  

trazar su gráfica e indicar si se trata de una función o no. Escribir su dominio y 
su rango o recorrido. 
 

SOLUCIÓN: 
Tabulando algunos valores de  ""x   y  de  "" y ,  se obtiene: 

 

x y 
 

4−  
17
15

 

 

3−  
5
4

 

 

2−  
5
3

 

 

1−  
 

0  
 

0  
 

1−  
 

2  
5
3

 

 

3  
5
4

 

 

4  
17
15

 

 
Sí se trata de una función, ya que a cada valor de "x" corresponde un solo valor 

de "y" .  Dominio: RD f =   y  recorrido: { }1−≥∈= y,IRyyR R  
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I.12 Dada la siguiente relación, obtener su dominio, recorrido y trazar su gráfica. 

Indicar si se trata de una función o no. 

 

{ }0364)( 22 ≥=+= y,yxy,xR  

SOLUCIÓN: 

La regla de correspondencia puede escribirse 1
369

22

=+ yx
que corresponde 

a una elipse con centro )00( ,C , 6=a , 3=b  y eje focal sobre el eje de 

las ordenadas. Despejando "y" para tener la regla de correspondencia en 

forma explícita: 
 

2222 92;436;436 xyxyxy −=−=−= y 29 0 ; 3y IR si x x∈ − ≥ ≤  

 
Entonces ]33[ ,D R −= y el mayor valor que toma "y"  es 6 , luego 

]60[ ,R R = . Si se trata de una función, cada valor de x en ]33[ ,− le 

corresponde un solo valor de "y"  

 

 
I.13 Sea 

{ }( , ) 3f x y y x= = −  

Indicar si se trata de una función o no. En todo caso obtener su dominio, 

recorrido y gráfica. 
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 SOLUCIÓN: 

Como IRy ∈   si   0≥x ,   luego  el  dominio  es: 

 { }0+= +IRD f  

El mayor valor que toma "y" es 3 , luego el recorrido es: 

{ }3≤= yyR f  

Si se trata de una función a cada valor de "x" en fD corresponde un solo 

valor de "y" . 

 La regla de correspondencia puede escribirse: 3y x− = − ;  

)0()3( 2 −=− xy  por lo que la gráfica es un arco de parábola con vértice 

)30( ,V y parámetro 
4
1

=p  

 
 

I.14 Sea { }50,1)2(),( 2 <≤+−== xxyyxf  

 Indicar si f es una función o no. En cualquier caso obtener el dominio, recorrido 

y trazar la gráfica. 

 
 SOLUCIÓN: 

En la regla de correspondencia se observa que a cada valor real de ""x

corresponde un solo valor de "" y , entonces sí se tiene una función: 

2)2(1 −=− xy  
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La gráfica es un arco de parábola cuyo vértice es  )1,2(V , 
4
1

=p   y que 

se abre en el sentido positivo del eje de las ordenadas. El dominio es:

{ }0 5fD x x= ≤ < y  el  recorrido es: { }1 10fR y y= ≤ <  

 

  

 

I.15 Dada 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+== 2),( xyyxf  

 Decir si se tiene una función o no. En todo caso determinar el dominio, recorrido 

y trazar la gráfica. 

 

 SOLUCIÓN: 

f  sí es una función ya que a cada valor real de ""x corresponde un solo valor 

de "y" .  El dominio es IRD f = . 

El menor valor que toma "y"  es cero entonces el recorrido es 

{ }0≥= yyR f  
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observación:  la regla de correspondencia puede escribirse: 

xy =  

 
 

I.16 Dada  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+== 9
3
2),( 2xyyxf  

 
 Indicar si se trata de una función o no. En todo caso determinar su dominio, 

recorrido y gráfica. 

 

 SOLUCIÓN: 

 La regla de correspondencia puede transformarse como sigue: 

;)9(49;923;9
3
2 2222 +=+=+= xyxyxy  

1
94

;3649;3649
22

2222 =−=−+= xyxyxy  

que es la ecuación de una hipérbola con centro en el origen )0,0(C , eje 

focal sobre el eje de las ordenadas, 2=a , 3=b  "y"   solamente toma 

valores positivos, entonces sí se trata de una función. El dominio  es: IRD f =  

el recorrido es: { }2≥= yyR f  
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I.17 Si { }1,225)2(25)4(9),( 22 >=−++= yyxyxR  

Investigar si R es una función o no. En todo caso obtener el dominio, recorrido 
y trazar la gráfica. 

 
 SOLUCIÓN: 

La ecuación que actúa como regla de correspondencia puede escribirse: 

1
9

)2(
25

)4( 22

=−++ yx
 que corresponde a una elipse de centro 

)2,4( −C ,  5=a ,  3=b   y  eje  focal  paralelo  al  eje  de  las  abscisas. 

El dominio es: { }9 1rD x x= − ≤ ≤  y  el  recorrido es:  

{ }51 ≤<= yyR r . No es función, a valores de ""x cercanos a 9− por 

la derecha y cercanos a 1 por la izquierda corresponden dos valores de "" y .  
Se trata de una relación multiforme. 
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I.18 Si 542)( 2 +−= xxxf , obtener )0(f , )1(f , )2(f  y )2( −f   

SOLUCIÓN: 

215885)2(4)2(2)2(

55885)2(4)2(2)2(

35)1(4)1(2)1(
5500)0(

2

2

=++=+−−−=−

=++=+−=

=+−=
=+−=

f

f

f
f

 

 

I.19 Dada 123)( 23 −+−= xxxxf , determinar )2(f , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1f   y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2f  

SOLUCIÓN: 
1141281)2(2)2(3)2()2( 23 −=−+−=−+−=f  

8
5

8
6111

4
3

8
11

2
2

2

3

2

1
2
1

23
−=

−
=−+−=−+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f

1
3
4

9
12

27
81

3
22

3
23

3
2

3
2 23

−−−−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −f  

27
107

27
2736368

−=
+++

=  

I.20 Si 2045)( 23 +−−= xxxxf , demostrar que: 

a) )5()2( ff =− ; 

b) )3(2)0( ff −= ; 

c) ( 1 ) ( 7 )f f− = ; 

d) 12112)1( 23 +−−=+ aaaaf  
 

SOLUCIÓN: 
a) 020820820)2(4)2(5)2()2( 23 =++−−=+−−−−−=− ff  

0202012512520)5(4)5(55)5( 23 =+−−=+−−=f  

luego )5()2( ff =−  
 

b) 2020000)0( =+−−=f  
 1020124527)3( −=+−−=f , 20)10(2)3(2)3(2 =−−=−=− ff  
 luego )3(2)0( ff −=  
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c) 90202824502034320)7(4)7(57)7( 23 =+−−=+−−=f  

1820451)1( =++−−=−f , 90)18(5)1(5 ==−f  

luego )1(5)7( −= ff  
 

d) =++−+−+=+ 20)1(4)1(5)1()1( 23 aaaaf  

=+−−−−−+++= 20445105133 223 aaaaaa  

12112 23 +−−= aaa  

 

I.21 Dada 62)( 2 +−= xxxf , demostrar que: 
22 )1(262)( hhxxxhxf +−++−=+  

SOLUCIÓN: 
62226)(2)()( 222 +−−++=++−+=+ hxhxhxhxhxhxf  

22 )1(262 hhxxx +−++−=  
 

I.22 Dada xxxg 3)( 3 += , demostrar que: 
322 3)1(3)()( hhxhxxghxg +++=−+  

SOLUCIÓN: 
=−−+++=−+ xxhxhxxghxg 3)(3)()()( 33

 

=−−+++++= xxhxhhxhxx 33333 33223
 

=+++= hhhxhx 333 322
 

322 3)1(3 hhxhx +++=  
 

I.23 Sea  
x

xf 1)( = ,  demostrar que   
xxhh

xfhxf
)(

1)()(
+

−=−+  

SOLUCIÓN: 

xxhxhxh
h

xhxh
hxx

xhxnh
xfhxf

)(
1

)()(
111)()(

+
−=

+
−=

+
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

−+
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I.24 Si 
x4)( =xF , demostrar que: )(3)()1( aFaFaF =−+  

SOLUCIÓN: 
)(3)4(34)14(44)( 1 aFaF aaaa ==−=−= +

 
 

I.25 Siendo 
x)( axf = ,  hacer ver que )()()( dcfdfcf +=  

SOLUCIÓN: 
dcdc aaadfcf +==)()(  

pero: 
dcadcf +=+ )(  

entonces )()()( dcfdfcf +=  
 

I.26 Sí 
1( )
1

xg x log
x

−
=

+
,  demostrar que ( ) ( )

1
y zg y g z g

y z
⎛ ⎞+

+ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

SOLUCIÓN: 
1 1 1 1 1( ) ( )
1 1 1 1 1

y z y z y z y zg y g z log log log log
y z y z y z y z

⎡ ⎤− − − − + − −
+ = + = =⎢ ⎥+ + + + + + +⎣ ⎦

i

 

Ahora  

11
11 1

11 11
1 1

y z y z y z
y z y z y zy z y zg log log logy z y z y zy z y z y z

y z y z

+ + − −
−

⎛ ⎞+ + − −+ += = =⎜ ⎟ + + + ++ + + +⎝ ⎠ +
+ +

 

 

I.27 Sea ϕ+ϕ=ϕ cossenf )( , hacer que:  

 a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=
2

)0( ff  b) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−=π
2

)( ff  c) )0(
2
3 ff −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π  

SOLUCIÓN: 

a) 11000)0( =+=+= cossenf  

101
222

=+=
π

+
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π cossenf  luego ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=
2

)0( ff  
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b) 110)( −=−=π+π=π cossenf  

1
2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

− f  luego ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−=π
2

)( ff  

 

c) 101
2
3

2
3

2
3

−=+−=π+π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π cossenf  

1)0( −=− f  luego )0(
2
3 ff −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π  

 

I.28 Si θ+θ=θ cossenf 2)( , obtener: )0(f , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
f , )( πf , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

3
f , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

6
f  

 

SOLUCIÓN: 
( 0 ) 0 0 0 1 1

π ππ 0 0 0
2 2

( π ) 2 π π 0 1 1

3 1 3π 2 π 1π
3 3 3 2 2 2

3 3π π π 3
6 3 6 2 2

f sen cos

f sen cos

f sen cos

f sen cos

f sen cos

= + = + =

⎛ ⎞ = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = − = −

+⎛ ⎞ = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
I.29 De las siguientes asociaciones, indicar cuál define una función inyectiva, 

explicando la respuesta. 
 

a) A cada persona que vive en la tierra, asignarle el año de su nacimiento. 

b) A cada libro escrito por un solo autor, asignarle su autor. 

c) A cada país, asociarle su bandera. 

d) A cada número entero, asociarle su cuadrado. 

e) A cada individuo asociarle su nombre de pila. 

f) Asociar a cada automóvil de una misma marca el número de serie de su 
motor. 
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SOLUCIÓN: 

a) La asociación define una función que no es inyectiva, pues habrá más de 
una persona que tenga el mismo año de nacimiento. 

 
b) No define una función inyectiva, ya que a todo libro se le asocia el mismo 

nombre. 
 
c) Sí define una función inyectiva, dado que no hay dos banderas iguales. 
 
d) No es una función inyectiva porque dos enteros distintos tienen el mismo 

cuadrado; por ejemplo 4 y 4− . 
 
e) No es inyectiva, pues varías personas pueden tener el mismo nombre. 
 
f) Sí es inyectiva, a cada automóvil le corresponde un número distinto de los 

demás. 
 

1.30 Escribir en el paréntesis de la derecha una ""V  si la aseveración 
correspondientes es verdadera ó una ""F si es falsa: 

 
a) Las funciones inyectivas siempre son biyectivas. ............................. ( ) 

b) El dominio de toda función suprayectiva es IR  ................................ ( ) 

c) Las funciones biyectivas siempre son inyectivas .............................. ( ) 

d) Las funciones inyectivas siempre son suprayectivas. ....................... ( ) 

e) El dominio de toda función biyectiva es IR  ....................................... ( ) 

f) Las funciones suprayectivas siempre son biyectiva. ......................... ( ) 

g) El recorrido de toda función inyectiva es IR  ..................................... ( ) 

h) La función IRIRf →: , con 32)( 2 += xxf ,  es  inyectiva. ..... ( ) 

i) La función IRIRf →: , si 1)( 3 −= xxf ,  es  biyectiva. ............ ( ) 

j) La función 
+→ IRIRf : , con 4)( 3 −= xxf , es suprayectiva .. ( ) 

SOLUCIÓN: 

a) ( F )  b) ( F )  c) ( V )  d) ( F )  e) ( F ) 
f) ( F )  g) ( F )  h) ( F )  i) ( V )  j) ( V ) 
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1.31 De las relaciones representadas por diagramas de Venn, indicar cuáles son 
funciones, y de éstas cuáles son inyectivas, suprayectivas y biyectivas. 

 

 a) b) 

 

 

 
 

 

c)  d) 

 

 

 

 

 

 

e) 

 

 

 

 

SOLUCIÓN: 

a) Es función, es inyectiva pero no es suprayectiva, no es biyectiva. 

b) Es función, no es inyectiva, si es suprayectiva, no es biyectiva. 

c) No es función. 

d) No es función. 

e) Es función, es inyectiva, es suprayecativa y es biyectiva. 

 

a
a
a
a

1

2

3

4

1b

b
b
b
b

1

2

3

4

a
a

1

2

a
a
a

1

2

3

b
b
b
b
b

1

2

3

4

5

b
b
b

1

2

3

a
a
a
a
a

1

2

3

4

5

b
b
b
b

1

2

3

4

a
a
a
a

1

2

3

4
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I.32 Sean f  y g dos funciones con reglas de correspondencia )( xfy = , 
)( xgy =  y  dominios fD y gD respectivamente. 

 
 Escribir en el paréntesis de la derecha ""V si el concepto está escrito 

correctamente y  ""F  si está incorrecto: 
 
a) La suma de las funciones f  y g  es: 

 )()()()( xgxfxgf +=+  donde Dx ∈  y fDD =  ( ) 

 )()()()( xgxfxgf +=+  donde Dx ∈  y gf DDD ∩=  ( ) 

 )()()()( xgxfxgf +=+  donde Dx ∈  y gf DDD ∪=  ( ) 
 
b) La diferencia de la función f menos la g es: 

 )()()()( xgxfxgf −=−  donde Dx ∈  y IRD =  ( ) 
 )()()()( xgxfxgf −=−  donde Dx ∈  y gf DDD ∪=  ( ) 

 )()()()( xgxfxgf −=−  donde Dx ∈  y gf DDD ∩=  ( ) 

  
c) El producto de las funciones f  y g  es: 

 )()()()( xgxfxgf ⋅=  donde Dx ∈  y gf DDD ∩=  ( ) 

 )()()()( xgxfxgf ⋅=  donde Dx ∈  y fDD ⊂  ( ) 

 )()()()( xgxfxgf ⋅=  donde Dx ∈  y 
gf DD ∪  ( ) 

 
d) El cociente de la función f entre la función g es: 

 
)(
)()(

xg
xfx

g
f

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 donde gf DDx ∩∈  y 0)( ≠xf  ( ) 

 
)(
)()(

xg
xfx

g
f

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 donde gf DDx ∩∈  y 0)( =xg  ( ) 

 
)(
)()(

xg
xfx

g
f

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 donde gf DDx ∩∈  y 0)( ≠xg  ( ) 

 
e) La composición de la función f con la función g se puede escribir: 

 ( ))()()( xgfxgf =  donde { }fggf DxgDxxD ∈∈= )(,  ( ) 

 ( ))()()( xgfxgf =  donde { }gDxgDxxD fgf ∈∈= )(,  ( ) 

 ( ))()()( xgfxgf =  donde { }gfgf DxgDxxD ∈∈= )(,  ( ) 
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SOLUCIÓN: 

a) ( F )  b) ( F )  c) ( V )  d) ( F )  e) ( V ) 

 ( V )   ( F )   ( F )   ( F )   ( F ) 
 ( F )   ( V )   ( F )   ( V )   ( F ) 

 

I.33 Sean las funciones: 

 { }( 80 10 ) ( 1 3 ) ( 2 6 )f , , , , ,= − −  y { }( 1 2 ) ( 0 5 ) ( 2 0 )g , , , , ,= − −  

 escribir por extensión las funciones: 

a) gf +  b) gf ⋅  c) g−  d) gf −  e) 
g
f  

SOLUCIÓN: 

El  dominio  de f  es { }80 , 1 , 2fD =  

El  dominio  de g  es { }1 , 0 , 2gD = −  

La intersección de estos dominios es { }2,0=∩ gf DD  

a) { }2,0=+ gfD ; { })6,2(,)5,0( −=+ gf  

b) { }2,0=⋅ gfD ; { })0,2(,)50,0( −=⋅ gf  

c) { }2,0,1−=− gg DD ; { })0,2(,)5,0(,)2,1( −−=− g  

d) { }2,0=− gfD ; { })6,2(,)15,0( −=− gf  

e) { }0=
g
fD ; { })2,0( −=

g
f  

 

I.34 Sean las funciones f  y g  cuyas reglas de correspondencia son 

5)( −= xxf ,  1)( 2 −= xxg , obtener las siguientes funciones y sus 

dominios. 
 

a) gf +  b) gf −  c) gf ⋅  d) gf ÷  e) 
f
g  
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SOLUCIÓN: 

El dominio de f  es  IRD f = y el g  es  IRD g =  por lo cual 

IRDD gf =∩  

 
a) 2 2( ) ( ) 5 1 6f g x x x x x+ = − + − = + −  con  IRD gf =+  

b) 2 2( ) ( ) 5 1 4f g x x x x x− = − − + = − + −  con  IRD gf =−  

c) ( ) 3 22( ) ( ) ( 5 ) 1 5 5f g x x x x x x= − − = − − +  con  IRD gf =  

d) ( )
2

5
1

xf g
x

−
=

−
÷  con  { }1,1−−=÷ IRD gf  

e) 
5
1)(

2

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
x
xx

f
g

 con  { }5−= IRD
g
f  

 

I.35 Con las funciones de reglas de correspondencia 5)( −= xxf ; 

1)( 2 −= xxg , obtener las funciones: 
 

a) ( ) ( )f g x  y su  dominio. 

b) ( ) ( )g f x  y su  dominio. 
 

SOLUCIÓN: 
a) ( ) 651)()()( 22 −=−−== xxxgfxgf , IRD gf =  

b) ( ) 24101)5()()()( 22 +−=−−== xxxxfgxfg , IRD fg =  

 

1.36 Dadas las funciones f  y g  cuyas reglas de correspondencia son 

respectivamente xxf +=)( ,  1)( 2 += xxg , obtener las siguientes 

funciones y sus dominios. 

a) gf +  b) gf −  c) gf ⋅  d) 
g
f  e) 

f
g  
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SOLUCIÓN: 

 El dominio de f  es  { }0≥= xxD f   y  el de  g  es  IRD g =  por lo 

tanto: { }0≥=∩ xxDD gf  

 
a) 1)()( 2 ++=+ xxxgf ; { }0≥=+ xxD gf  

b) 2( ) ( ) ( 1 )f g x x x− = − + ; { }0≥=− xxD gf  

c) xxxxxxgf +=+=⋅ 22 )1()()( ; { }0≥=⋅ xxD gf  

d) 
1

)(
2 +

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

x

x
x

g
f

; { }0f
g

D x x= ≥  

e) 
x

xx
f
g 1)(

2 +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
; { }0g

f

D x x= >  

 

I.37 Para las funciones con regla de correspondencia xxf +=)( , 

1)( 2 += xxg ,  determinar las funciones: 
 
 a) gf  y su dominio. 

 b) fg  y su dominio. 
 

SOLUCIÓN: 

a) El recorrido de g  es { }1gR y y= ≥  así que fg DR ⊂  

1)()( 2 += xxgf  con  gf gD IR D= =  

 

b) El recorrido de f es { }0fR y y= ≥  así que IRDR gf =⊂  

( ) 11)()(
2

+=+= xxxfg  con { } ffg DxxD =≥= 0  
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I.38 Dadas las funciones f  y g  cuyas reglas de correspondencia son 
respectivamente: 

1)( 2 −= xxf  y 
1

)(
−

=
x

xxg  

 obtener las siguientes funciones y sus dominios 

a) gf +  b) fg −  c) gf ⋅  d) fg ÷  e) fg  
 

SOLUCIÓN: 
IRD f = , { }1−= IRD g , { }1−=∩ IRDD gf  

a) 
2 2 3 3

2 1 1( ) ( ) 1
1 1 1

x x x x x x xf g x x
x x x

− − + + − +
+ = − + = =

− − −
; 

{ }1−=+ IRD gf  

 

b) 
1

)1()1()1(
1

)()(
2

2

−
−−−=−−

−
=−

x
xxxx

x
xxfg  

1
12

1
1 2322

−
−++−=

−
−++−=

x
xxx

x
xxxx

, 

{ }1−=− IRD fg  

 

c) xxxx
x

xxx
x

xxxxgf +=+=
−

+−
=

−
−=⋅ 22 )1(

1
)1()1(

1
)1()()( , 

{ }1f gD IR= −⋅  

 

d) 
)1()1(1

1)()(
22 −−

=
−

−=÷
xx

x

x

x
x

xfg , 

{ }1 , 1g
f

D IR= − −  

 

e) 
2

1

11

1)1()()(
2

2

2

2
2

−

−
=

−−

−
=−=

x

x

x

xxgxfg  

),1[ ∞+−=fR , para fg  debe tenerse 112 ≠−x , 22 ≠x , 

2±≠x   luego { }2,2 +−−= IRD fg   
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I.39 Si 1)( −= xxf y 1)( 2 −= xxg son las reglas de correspondencia de 

dos funciones, obtener, si existen, las funciones siguientes y sus dominios. 

 
a) gf ÷  b) fg÷  c) fg  d) I+f2  

SOLUCIÓN: 

),1[ ∞++=fD , ),1[]1,( ∞−∪−∞−=gD , luego: ),1[ ∞+=∩ gf DD  

a) 
1

1
)1()1(

1

1

1
)(

2 +
=

+−
−

=

−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xxx
x

x

x
x

g
f

, ),1( ∞+=÷ gfD  

 

b) 1
1

)1()1(

1

1
)(

2

+=
−

+−
=

−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ x
x

xx

x

x
x

f
g

, ),1( ∞+=÷ fgD  

 

c) ( ) 211)1(1)()( 2 −=−−=−=−= xxxxgxfg  

[ 0, )fR = + ∞ , como ( ] [ ), 1 1 ,gD = − ∞ − ∪ + ∞ debe 

tomarse ),1[ ∞+ , 11)( ≥−= xxf  , 11 ≥−x , 2≥x , entonces 

),2[ ∞+=fgD . 

 

d) Téngase en cuenta que I  es la función identidad: xx =)(I  para la 

cual IRR =I . 

 
xxxf +−=+ 12)()2( I ,  ),1[2 ∞+=∩=+ II DDD ff . 
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I.40 Dada la función: { }278,,( 3 <≤−== xxyyxf ,  trazar su gráfica, y 

escribir su dominio y recorrido. Indicar si es biunívoca. 
 

SOLUCIÓN: 
)27,8[ −=fD  

Se trata de una función biunívoca, así que el recorrido puede obtenerse con: 
28)8( 3 −=−=−f ; 327)27( 3 ==f ; )3,2[ −=fR . 

Es biunívoca porque cada valor de fRy ∈ corresponde a un sólo valor 

fx D∈ . 

 
 

I.41 Sea la función: [ ]{ }8,8;3),( 3 −∈== xxyyxf , obtener su 

dominio recorrido y gráfica. ¿Es biunívoca? 
 

SOLUCIÓN: 
]8,8[ −=fD  y como 0≥y  6)2(3)8()8( ===− ff . Entonces: 

]6,0[=fR . No es biunívoca ya que cada valor de "" y en el intervalo 

)6,0(  corresponde a dos valores de ""x  en ])8,0()0,8([ ∪− . 
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I.42 Dada la función cuya regla de correspondencia es:  

2)3(254)( −−−= xxf  

 Determinar analíticamente su dominio, trazar su gráfica y escribir su recorrido. 
¿Es biunívoca? 

 
SOLUCIÓN: 

De la ecuación: 2)3(254)( −−−= xxf ………………………… ...... ( 1 ) 

IRxf ∈)( si 0)3(25 2 ≥−− x ; 25)3( 2 ≤−x ;  53 ≤−x …………( 2 ) 
 
Si 03 ≥−x   o  bien  si 3≥x , 33 −=− xx , entonces  ( 2 )  queda:  

53 ≤−x o    sea 8≤x ………………………………………………….. .. .( 3 ) 
 
Si 03 <−x  o  bien 3<x , 33 +−=− xx , entonces  ( 2 )  queda: 

53 ≤+− x ; 53 −≥−x ;   o   sea 2−≥x ……………………………. ( 4 ) 
 
De  ( 3 )  y  ( 4 ): 82 ≤≤− x ,   luego  { }]8,2[ −∈= xxD f  

 

De  ( 1 ), haciendo yxf =)( , queda 2)3(254 −−−=− xy , luego: 
22 )3(25)4( −−=− xy ; 2 2( 3 ) ( 4 ) 25x y− + − = , que representa una 

circunferencia de centro )4,3(C  y radio  5=r ,  de la cual el arco “inferior” 
entre los  puntos  )4,2( −A   y  )4,8(B   es  la  gráfica  de  la  función. 
 
El recorrido de la función es: { }]4,1[ −∈= yyR f . No es biunívoca ya 

que cada valor y ∈ −( , ]1 4  corresponde a dos valores de 
]8,3()3,2[ ∪−∈x  
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I.43 Investigar si la función { }2( , ) 2 9 , 0f x y y x x= = − ≥  

es biunívoca. En caso afirmativo determinar su función inversa, los dominios y 

recorridos de ambas funciones; trazar sus gráficas. 

 

SOLUCIÓN: 

La regla de correspondencia puede transformarse como sigue: 

292 xy −= ;  )9(4 22 xy −= ;  
22 436 xy −= ;  364 22 =+ yx  

 ⇒  1
369

22

=+ yx
 

Que corresponde a una elipse de centro )0,0(C , 6=a , 3=b   y cuyo 

eje focal está sobre el eje de las ordenadas. Como  0≥y , 0≥x ,  la 

gráfica es el arco de dicha elipse localizado en el primer cuadrante del sistema 

de referencia. Cada valor de  "" y  corresponde a un solo valor de ""x , 

entonces la función sí es biunívoca. 

El dominio de f es { }30 ≤≤= xxD f  y su recorrido { }60 ≤≤= yyR f  

 
La función inversa de f es:  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−==− 0;92),( 21 yyxyxf  

donde la  regla de correspondencia está en forma implícita transformada a la 

forma canónica de la ecuación de una elipse  

)9(4 22 yx −= ; 
22 436 yx −= ; 364 22 −= yx ;  1

936

22

=+
yx

 

y  despejando  "" y   para tenerla, en forma explícita: 

22 364 xy −= ; )36(
4
1 22 xy −= ; 

236
2
1 xy −=  
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La función inversa es:  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−==− 0,36
2
1),( 21 xxyyxf .  El dominio y 

el recorrido de
1−f  son:   { } { }30,60 11 ≤≤=≤≤= −− yyRxxD ff . 

 

 

 

I.44 Dada la función 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <<−−−== 93;)3(369),( 2 xxyyxf . 

Investigar si es biunívoca. En caso afirmativo determinar su función inversa, los 

dominios y recorridos de ambas funciones; trazar sus gráficas. 

SOLUCIÓN: 

La regla de correspondencia de f puede escribirse: 

2)3(369 −−−=− xy ; 
22 )3(36)9( −−=− xy ; 36)9()3( 22 =−+− yx  

que es la ecuación de una circunferencia de centro )9,3(C y radio 6=r  

 
Para 31 =x ,  31 =y   y  si  92 =x ,  92 =y ,  entonces la gráfica de f es 

el arco de la circunferencia comprendido entre los puntos )3,3(A y 

)9,9(B . 
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El dominio de f  es: { }93 <<= xxD f  y su recorrido es 

{ }93 <<= yyR f  
 
Cada valor de fRy ∈ corresponde a un solo valor de fDx ∈ , así que f es 

biunívoca. 
 

La función inversa de f es:  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<−−−==− 93,)3(369),( 21 yyxyxf  

En esta expresión la regla de correspondencia está en forma implícita. 
Despejando "" y se tiene:  

2)3(369 −−=− yx ; 
22 )3(36)9( −−=− yx ; 2 2( 9 ) ( 3 ) 36x y− + − =  

2)9(363 −−=− xy  2)9(363 −−+= xy  

la función inversa puede escribirse: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<−−+==− 93;)9(363),( 21 xyyyxf  

siendo  { }931 <<=− xxD
f

 y { }931 <<=− yyR
f

 

La gráfica de 
1−f  es un arco de la circunferencia de centro )3,9(C  y 

radio  6=r  
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I.45 Investigar si la función: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥≥=−−−= 3,5,36)3(9)2(4),( 22 yxyxyxf  

es biunívoca. Si lo es, obtener su función inversa, los dominios y recorridos de 
ambas funciones; trazar sus gráficas. 

 
SOLUCIÓN: 
La regla de correspondencia de f puede escribirse: 

1
4

)3(
9

)2( 22

=−−− yx
 

que es la ecuación de una hipérbola de centro )3,2(C eje focal paralelo al 

eje de las abscisas, 3=a , 2=b , uno de cuyos vértices es )3,5(V .  

Como 5≥x  y 3y ≥ , sí se tiene una función biunívoca cuyo dominio es 

{ }5≥= xxD f y cuyo recorrido es { }3≥= yyR f .  

La función inversa de f es: 

{ }5,3,36)3(9)2(4),( 221 ≥≥=−−−=− yxxyyxf  

para la cual { }31 ≥=− xxD
f

,  { }51 ≥=− yyR
f

. 

Las reglas de correspondencia de ambas funciones en forma explícita son: 

9)2(
3
23)( 2 −−+= xxf , 4)3(

2
32)( 21 +−+=− xxf  
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I.46 Para la siguiente función dada por tres reglas de correspondencia, trazar la 
gráfica y escribir el dominio y el rango o recorrido: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤−

−<−

=

34

321

23

)(

xsi

xsi

xsi

xf  

 
SOLUCIÓN: 

Las tres reglas de correspondencia son ecuaciones de rectas paralelas al eje de 
las abscisas. El dominio de la función es: { }IRxxD f ∈= ,  el rango o 

recorrido es:  { }4,1,3−=fR . 

 
 

I.47 Trazar la gráfica de la siguiente función y determinar su dominio y su rango o 
recorrido. 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∞+∈+

−∈−

−∞−∈−

=

),2(2
2

]2,1[)1(

)1,(4

)( 2

xsix

xsix

xsi
x

xf  
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SOLUCIÓN: 
La gráfica está compuesta de tres partes. 
 

La primera parte es un arco de la hipérbola de ecuación: 
x

y 4−= , que es 

equilátera y tiene como asíntotas a los ejes coordenadas y que se localiza en el 
o2   y   en  el  o4 cuadrantes. Por el intervalo especificado para la primera regla 

de correspondencia, la gráfica es un arco de la rama de la hipérbola que se 
encuentra en el  o2 cuadrante.  
 
Para la segunda regla de correspondencia, la gráfica es un arco de la parábola 

de ecuación 
2)1( −= xy ,  cuyo vértice es el punto )0,1(V  y que vuelve 

su concavidad hacia arriba; su eje focal es la recta  1=x . 

 

La tercera regla de correspondencia  2
2
+=

xy  es  la  ecuación de una recta 

de pendiente 
2
1

=m   y ordenada  en  el  origen.  El dominio  de  la función es: 

{ }IRxxD
f

∈= . El rango o recorrido de la función es: { }0≥= yyR f  
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I.48 Para la función cuyas reglas de correspondencia son: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∈

∪−−∈−
=

]3,3[4

]5,3()3,5[25
)(

2

xsi

xsix
xf  

determinar el dominio, recorrido y trazar la gráfica. 

 

SOLUCIÓN: 

Para la primera regla de correspondencia:  

225 xy −= , 
22 25 xy −= , 2522 =+ yx  

que corresponde a una circunferencia de centro )0,0(C  y  radio 5=r . 

 
Para la segunda regla de correspondencia 4=y  que representa una recta 

paralela al eje de las abscisas y ordenada 4 . 

 
El dominio de la función es ]5,5[ −=fD   y  su recorrido es ]4,0[=fR . 
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I.49 Dada la función: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤
−
−

<≤−−−

=
60

3
32

032

)(
xsi

x
x

xsix

xf  

Escribir su dominio y recorrido. Trazar su gráfica. 
 

SOLUCIÓN: 

Para la primera regla de correspondencia, la gráfica es un segmento de la recta, 

2−−= xy  de pendiente 1−=m   y ordenada en el origen  2−=b . 

Para la segunda regla de correspondencia los valores de y , constantes son 

21 −=y si )3,0[∈x y 22 =y si )6,3(∈x  

2 ( 3 )3 , 2
3

2 ( 3 )3 , 2
3

xsi x
x

xsi x
x

−
< = −

−

−
> =

−

 

La función no está definida en 31 =x  

El dominio es: )6,3()3,3[ ∪−=fD y el recorrido es: { }2]1,2[ ∪−=fR  
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I.50 Determinar el dominio, recorrido y trazar la gráfica de la función: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<
−
−

<≤−++

=
40

2
4

0322

)( 2

2

xsi
x

x

xsixx

xf  

SOLUCIÓN: 

La primera regla de correspondencia puede escribirse: 

1122 +++= xxy ;  
2)1(1 +=− xy  

que es la de una parábola de vértice )1,1( −V , parámetro 
4
1

=p  y que se 

abre hacia arriba. 
 

La   segunda   regla,   si 2≠x puede  escribirse: 2
2
42

+=
−
−= x

x
xy  que 

corresponde a una recta pendiente 1=m  ordenada en el origen 2=b  y  que 

no contiene al punto )4,2(P . El dominio de la función es: 

]4,2()2,0()0,3[ ∪∪−=fD o bien { }2,0,]4,3[ ≠≠−∈= xxxxD f  

El recorrido es ]6,1[=fR . 
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I.51 Dada la función: 

( ]⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈++−

−∈+

=

4,122

)1,4(2

)(
2 xsixx

xsix

xf  

Escribir su dominio y recorrido.  Trazar su gráfica. 

SOLUCIÓN: 

Para la primera regla de correspondencia la gráfica esta formada por dos 
segmentos de recta de pendientes 11 −=m  y  12 =m   que  coinciden  en  el 

punto )0,2( −P . 

 
La segunda regla de correspondencia se puede escribir: 

2 2 2y x x= − + + ; 2( 2 1 ) 3y x x= − − + + ; 
2)1(3 −−=− xy  

que  es  la de una parábola de vértice )3,1(V ,  parámetro 
4
1

−=p    y  se  

abre  hacia  abajo. 
 

El dominio de la función es: ]4,1()1,4( ∪−=fD  o bien 

{ }1,44 ≠≤<−= xxxD f   y  su  recorrido  es  )3,6[ −=fR . 
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I.52 Sea la función: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−∈−+−

−∉

=

)7,1(67
4
32

]7,1[2

)(
2 xsixx

xsi

xf  

Trazar su gráfica y determinar su dominio y recorrido. 

SOLUCIÓN: 

La segunda regla de correspondencia se puede transformar: 

267
4
32 xxy −+−=  ; 97)96(

4
32 2 +++−−−=− xxy  

2)3(163)2(4 −−−=− xy  ; 
22 )3(9144)2(16 −−=− xy  

144)2(16)3(9 22 =−+− yx  ; 1
9

)2(
16

)3( 22

=−+− yx
 

que corresponde a una elipse de centro )2,3(C , 4=a , 3=b  y eje focal 
paralelo al eje de las abscisas. 
 

El dominio de la función es: { }7,1, ≠−≠∈= xxIRxxD f   y el 

recorrido  es { }21 ≤≤−= yyR f . 
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I.53 Trazar la gráfica y determinar el dominio y recorrido de la función: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤+−

<<−−

=

5.311)2(

121

)(
3

2

xsix

xsix

xf  

SOLUCIÓN: 

La primera regla de correspondencia tiene como gráfica un arco de la parábola 
21 xy =+  de vértice )1,0( −V , parámetro  

4
1

=p   y que se abre hacia 

arriba. 
 
Tabulando se puede obtener la gráfica de la segunda regla de correspondencia:
 1)2( 3 +−= xy  
 
El dominio de la función es { }5.32 ≤<−= xxD f  

El menor valor que toma y es 110)0(1 −=−== fy  

y el mayor de y es 375.4)5.3(2 == fy  

El recorrido de la función es { }375.41 ≤≤−= yyR f  
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I.54 Dadas las ecuaciones: 2+= tx , tty 32 += , indicar si determinan 

paramétricamente una función. En caso afirmativo obtener el dominio, recorrido 
y gráfica de la función. 

 

SOLUCIÓN: 

2+= tx  .................................  ( 1 ) 

tty 32 +=  .............................. ( 2 ) 

 

El conjunto de valores reales del parámetro ""t que hacen que ""x sea real 

IRD x =  y el que hace que "" y  sea real es IRD y = . La intersección de 

estos dos conjuntos es IR , así que para cada valor real de ""t  hay una 

pareja de números reales ),( yx  de una función. 

 
Resolviendo como simultánea las ecuaciones )1(  y )2( se puede eliminar 

el parámetro ""t  obteniendo en forma cartesiana la regla de correspondencia 

de la función. 

 
De )1( : 2−= xt  
 
sustituyendo este valor en )2( :  

26344)2(3)2( 222 −−=−++−=−+−= xxxxxxxy

22 −−= xxy  es la ecuación cartesiana en forma explícita de la regla de 

correspondencia, que se puede transformar como sigue: 

 

4
9

2
1

4
12

4
1 2

2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−+−= xxxy ; 

4
9

2
1 2

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − yx  

 

Esta es la ecuación de una parábola con vértice ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
9,

2
1V   que  abre  su 

concavidad hacia arriba. 
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El dominio de la función es:  IRD f = .  

El rango o recorrido de la función es: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −≥=

4
9yyR f  

 

 
I.55 Sean las ecuaciones: 3−+= tx ; ty −+= 4 .  Investigar si son las 

ecuaciones paramétricas de una función. Si lo son, obtener el dominio, recorrido 
y gráfica de la función. 

 
SOLUCIÓN: 

3−+= tx  ............................... ( 1 ) 

ty −+= 4  .............................. ( 2 ) 
 

El conjunto de valores reales del parámetro ""t  que hacen que  ""x  sea real 

es: { }3, ≥∈ tIRttD y  y el conjunto de valores de ""t que hace que ""x  

y  "" y  sean reales simultáneamente es: { }43, ≤≤∈=∩ xIRttDD yx . 

 
Las ecuaciones dadas sí determinan paramétricamente una función  f , cuya 

regla de correspondencia en forma cartesiana puede obtenerse eliminando el 

parámetro ""t  al resolver como simultáneas las ecuaciones  )1(  y )2( . 
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De )1( : 32 += xt  y de )2( : 42 += yt  luego:  43 22 +−=+ yx ; 

122 =+ yx .  La función f puede escribirse:  

{ }0,0,1,,),( 22 ≥≥=+∈= yxyxIRyxyxf  

 
La gráfica es el arco de circunferencia de centro )0,0(C , radio 1=r , que 

se localiza en el primer cuadrante del sistema cartesiano. 
 
El dominio de la función es:  { }10 ≤≤= xxD f y el recorrido o rango de 

la función es: { }10 ≤≤= yyR f  

 

 
 
1.56 Considerando las ecuaciones: tx 24 −+= ;  5−−= ty .  

Investigar si determinan paramétricamente una función. En caso afirmativo 
obtener el dominio, recorrido y gráfica de la función 

 
SOLUCIÓN: 

El conjunto de valores reales de ""t que hacen que ""x sea real se obtiene de 

la  inecuación  024 ≥− t    y   es  { }2≤= ttD x ; los valores de ""t  

que  hacen  que  "" y   sea  real  es { }5≥= ttD y . 

 
La intersección  de  estos dos conjuntos  es el  conjunto  vacío: ∅=∩ yx DD , 

entonces las ecuaciones dadas no determinan: paramétricamente una función. 
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I.57 Investigar si las ecuaciones siguientes determinan una función en forma 

paramétrica. Si es así, obtener el dominio, recorrido y gráfica de la función: 

 
θ4 cosx = ; θ3 ensy =  con 0≥y  

 

SOLUCIÓN: 

Despejando θcos y θens de las ecuaciones dadas:   
4

θ xcos = ;  θ
3

sen
y

=  

Elevando al cuadrado  

16
θ

2
2 xcos = ;   

9
θ

2
2 ysen =  

y como:  1θθ 22 =+ oscsen  resulta: 

1
916

22

=+ yx
 

 

que es la ecuación cartesiana de una elipse de centro en el origen, eje focal 

sobre el eje de las abcisas, con 4=a , 3=b . 

 
Las ecuaciones dadas representan paramétricamente una función cuyo dominio 

es { }44 ≤≤−= xxD f y cuyo recorrido es { }30 ≤≤= yyR f . 

 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
F U N C I O N E S 

 
 

48 

I.58 Escribir en cada paréntesis una  ""V  si la proposición es verdadera o una 

""F  si es falsa: 

a) En una función constante, el dominio esta formado  por un solo valor. ( ) 
 
b) Para la función identidad, IRppxfxf ∈+= ,)()( 11  ( ) 
 
c) Si f es una función constante, el rango o recorrido consiste en un solo 

número real.  ( ) 
 
d) En la función identidad, IRxxxf ∈∀= 000 ,)(  ( ) 
 
e) Para una función constante f , se  tiene  que )()( 00 pxfxf +=  

0x∀ , IRp ∈  ( ) 
 

SOLUCIÓN: 
a) ( F ) b) ( F ) c) ( V ) d) ( V ) e) ( V ) 

 

I.59 Para cada una de las siguientes reglas de correspondencia, indicar si se trata 

de una función entera, racional o irracional: 

a) 254
2
3)( 23 −+−= xxxxf  e) 643 2 −+−= xxy  

b) 
4

27)(
2

2

+

−
=

x

xxf  f) 
x

xy 1)2( 2 +−=  

c) 0)(;)2()( 2
1

3 ≥−= xfxxf  g) 72 += xy  

d) 4;
4
4)( −≠

+
−= x

x
xxf  h) xxy 28

3 2 −=  

 
SOLUCIÓN: 
a) Entera e) Entera 

b) Racional f) Racional 

c) Irracional g) Irracional 

d) Irracional h) Irracional 
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I.60 Escribir en el paréntesis de la derecha una  "P"   si la función correspondiente 

es par una  ""I   si es impar y una  "N"   si no es par ni impar. Todas las 

funciones son explícitas. 
 

a) 22 xy =  ( ) 

b) xy 3=  ( ) 

c) xy =  ( ) 

d) 5=y  ( ) 

e) 
x

y 1=  ( ) 

f) 
2

1

x
y =  ( ) 

g) 2−= xy  ( ) 

h) 23 xy −=  ( ) 

i) 1+−= xy  ( ) 

j) 3xy =  ( ) 
 

SOLUCIÓN: 
a ) P; b ) I; c ) P; d ) P; e ) I; 
f ) P; g ) N; h ) P;  i ) N;  j ) I 

 

I.61 Escribir en cada paréntesis el número de la expresión que complete 
correctamente cada afirmación: 

 

a) El dominio de la función  xseny =  es ( ) 
b) El rango  o  recorrido de la función xcscy =  es ( ) 
c) El dominio de la función  xtany =  es ( ) 
d) El rango  de  la  función xseny =  es ( ) 
e) El dominio y el rango de la función xsecy =  son ( ) 
f) El dominio y el rango de la función xcoty =  son ( ) 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
F U N C I O N E S 

 
 

50 

1. )1,1( −  

2. ),1[]1,( ∞+∪−∞−  

3. ),1()1,( ∞+∪−∞−  

4. [ 1 , 1 ]−  

5. ),1[]1,(;...,1,0,
2

,),( ∞+∪−∞−=±=π+
π

≠∞+∞−= RnnxD  

6. ),( ∞+∞−  

7. ...,2,1,0,
2

,),( ±±=π+
π

≠∞+∞− nnx  

8. ),(;...,2,1,0,,),( ∞+∞−=±±=π≠∞+∞−= RnnxD  

9. ),(;...2,1,0,
2

,),( ∞+∞−=±±=
π

+π≠∞+∞−= RnnxD  

10. )1,1(;),0()0,( −=∞+∪∞− R  

 

SOLUCIÓN: 

a) )6( ; b) )2( ; c) )7( ; 

d) )4( ; e) )5( ; f) )8( ; 
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I.62 Un terreno rectangular de 2250,1 m de área, uno de cuyos lados es un muro 
ya construido, se va a cercar con tela de alambre. Formular una función que 
permita calcular la longitud de la cerca en términos de la longitud ""x del lado 
paralelo al muro. 

 
SOLUCIÓN: 
El área es: 1250=zx  ......................  ( 1 ) 
La longitud de la cerca es: zx 2+=

De 
x

z 2501:)1( = ,    luego: 

x
xxf )2501(2)( +== ; 

x
xxf 5002)(

2 +=  

 

I.63 Los lados iguales de un triángulo isósceles miden ""b unidades de longitud y 

forman con el lado desigual el ángulo ""α . Formular una función que permita 
obtener el área del triángulo en términos de ""α . 

SOLUCIÓN: 
              Sea   "A"   el  área  del  triángulo,  ""h  su altura  y  ""u  la  longitud de su base 

A
2

u h
=  ............................................... ( 1 ) .          De la figura se tiene que: 

 b
hsen =α    y   

2
α u

b
cos =

    
entonces

     
αcos2bu = .  

 Sustituyendo " "u  y " "h en (1) 2 (A
2

cos α α )b b sen
=

                  
2A α cos αb sen=     o bien      21A 2

2
αb sen=

 
 

 

u

b
h

α α 

b
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1.64 En una circunferencia de m00.1 de radio está inscrito un rectángulo de 
dimensiones variables. Formular una función para determinar el área del 
rectángulo en términos de la longitud ""z de su base. 

 

SOLUCIÓN: 

Sea  V  el volumen del cono y ""h su altura. 

hzA =  ................................................ ( 1 ) 

De la figura y por el Teorema de Pitágoras: 

422 =+ hz por lo que 24 zh −= ,  sustituyendo en   ( 1 )  24 zzA −=  

 
 
I.65 En una esfera de 30 cm de radio está inscrito un cono de dimensiones 

variables. Formular una función que permita calcular el volumen del cono en 
términos de su radio ""r   

 
SOLUCIÓN: 
Sea V el volumen del cono y ""h su altura 

hrV 2π
3
1

=  

De la figura: yh += 30    

y  en  el  triángulo  rectángulo BA0 : 
222 )30( ry −=  

luego: 2900 ry −=    

por  lo  cual  290030 rh −+=  

 
 

Entonces:  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+= 22 90030π

3
1 rrV  
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I.66 Se construirá un tanque prismático de base cuadrada con tapa, empleando un 

total de 210 m de placa de acero.  Formular una función que permita calcular 

la capacidad del tanque en términos de la longitud ""x del lado de su base. 

 

SOLUCIÓN: 

Sea  V  la  capacidad  del  tanque  y  h  su  altura 

hxV 2=  

El área de placa es: 1042 2 =+ hxx  

Despejando: 
x
x

x
xh

2
5

4
210 22 −=−=  

Sustituyendo  este  valor  en  V : 

( )2
2

2 5
22

5 xx
x
xxV −=−= ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 

( )31 5
2

V x x= −  
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I.67 Se  requiere   construir   un   túnel   cuya  sección  se  representa  en  la  figura. 

Por restricciones de construcción dicha sección debe tener un perímetro igual a 

m30  . Formular una función para determinar el área variable "" y de la 

sección en términos únicamente de ""r . 

 

 
 

SOLUCIÓN: 

El área de la sección es: 
2

π2
2rhry +=  ................. ( 1 ) 

El perímetro es: 30π22 =++ rhr  

Despejando h : rrh π2302 −−= , 
2
π15 rrh −−=  

Sustituyendo h  en )1( : 
2

π
2
π152

2rrrry +−−= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

2
π230

2
ππ230

2
π)π230(

2
2

2
22

2 rrrrrrrrrrry −−=+−−=+−−=

 
22

2
π30 rry ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  
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I.68 Tres lados de un trapecio miden cm10 cada uno. Formular una función que 

determine el área del trapecio en términos del cuarto lado  ""x . 

 

SOLUCIÓN: 

Sea ""y el área del trapecio y ""h su altura 

hxy
2

10+=  

De la figura:
2

10−= xz  y  por el Teorema de Pitágoras: 

2
222

2
10100)10( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−= xzh  

( )2
22

2 20300
4
1

4
10020400

4
10020100 xxxxxxh −+=−+−=+−−=  

220300
2
1 xxh −+=  

220300
2
1

2
10 xxxy −++=  220300

4
10 xxxy −++=  
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I.69 Formular una función que determine el área de un triángulo isósceles de 

dimensiones variables inscrito en una circunferencia de m00.1 de radio, en 

términos de la longitud  ""x  de la base del triángulo. 

 

SOLUCIÓN: 

Sea "" y el área del triángulo. 

hxy
2
1=  ............................ ( 1 ) 

De la figura  y  por el Teorema de Pitágoras: 

1)1(
2

2
2

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ hx

 

Despejando h : 
4

4
4

1)1(
22

2 xxh −=−=− ; 24
2
11 xh −=− ; 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+=−+= 22 42
2
14

2
11 xxh  

 

Sustitutuyendo h  en ( 1 ):  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+= 242
2
1

2
1 xxy  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+= 242
4
1 xxxy  
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I.70 Un tanque de lámina de hierro en forma cilíndrica cerrado en sus extremos por 

semiesferas, de dimensiones variables ""r y ""h , como se ve en la figura, 

debe construirse con 24 m de lámina. Formular una función que determine la 

capacidad del tanque en términos de ""r . 

 

SOLUCIÓN: 

La capacidad del tanque es: 

32 π
3
4π rhrV +=  

El área de lámina es: 

4π4π2 2 =+ rhr ; 2π22π rhr −= ; 
r

rh
π
π22 2−

=  

Luego: 

333
2

2 π
3
4π22π

3
4

π
π22π rrrr
r

rrV +−=+−= ; 
3π

3
22 rrV −=  

 
 

I.71 En una esfera de radio constante ""R está inscrito un cilindro de dimensiones 

variables. Formular una función que sirva para calcular el volumen del cilindro 

en términos del radio de su base ""r . 
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SOLUCIÓN: 

Sea V el volumen del cilindro y  ""h  su altura 

hrV 2π=  ............................. )1(  

De la figura y por el Teorema de Pitágoras: 

22
2

2
Rrh =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ; 22

2

2

2
rRh

−=  

222 rRh −= . 

Sustituyendo este valor en )1( :  

222π2 rRrV −=  

 

 

I.72 Un tanque de forma prismática de base cuadrada con tapa, se construirá 

soldando entre si seis placas de acero, cuatro rectangulares y dos cuadradas 

que deben totalizar un área de 220 m .  Formular una función para determinar 

la longitud del cordón de soldadura necesario en términos del lado  ""x  de su 

base. 
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SOLUCIÓN: 

Si   "" y   es la longitud del cordón de soldadura y  ""h  la altura del tanque: 

hxy 48 +=  ................................ )1(  

El área de placa es: 

2042 2 =+ hxx  22204 xhx −= , luego: 
x
xh

2
10 2−=  

Sustituyendo este valor en )1(  

x
xx

x
xx

x
xxxfy 22082208

2
1048)(

22 −+=−+=−+==
 

28 2 20( ) x xf x
x

− +
=  

 

 
 

I.73 Con una cartulina circular de radio fijo ""r  hay que hacer un vaso cónico 

recortando un sector circular BOA y uniendo los bordes AO  y BO . 

Formular una función que sirva para calcular la capacidad ""V  del vaso en 

términos de su altura ""h . 
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SOLUCIÓN: 

En  la  figura,  sean  hCO = , zCA = ; hzV 2π
3
1= ,  en el triángulo 

222: hzrOCA += ; 222 hrz −=  

Luego: ( ) hhrV 22π
3
1 −= , ( )32

3
π hhrV −=  

 
 

I.74 Un bote cilíndrico sin tapa de 5 litros de capacidad, de dimensiones variables 

""r y ""h , se construirá con lámina de fierro soldada.  Formular una función 
que sirva para calcular la longitud de las juntas que deberán soldarse en 
términos del radio ""r  

 

SOLUCIÓN: 

La capacidad del bote es:  
5π 2 == hrV  

 

Despejando  ""h : 

2π

5

r
h =  

 

La longitud de la soldadura es: 

hr += π2  

 

por lo cual 

2π

5π2
r

r +=  
2

32

π

5π2

r

r ++=  
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I.75 Un cono de dimensiones variables ""r y ""h está inscrito en otro cono de 

dimensiones constantes ""R y ""H como se ve en la figura.  Formular una 

función en la que la variable dependiente sea el volumen del cono inscrito y la 

variable independiente su altura ""h . 

 

SOLUCIÓN: 

El volumen del cono inscrito es: 

hrV 2π
3
1=  ........................................ )1(  

De la figura, por semejanza de triángulos: 

H
R

hH
r =
−

 luego:  )( hH
H
Rr −=  

Sustituyendo este valor en )1( : 

hhH
H

RhhH
H
RV 2

2

22

)(π
3
1)(π

3
1

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= ; hhH

H

RV 2

2

2

)(
3

π −=  

 

 



 

FF UU NN CC II OO NN EE SS  
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I.76 Dada la gráfica de cada una de las siguientes relaciones indicar si se trata de 
una función o no, argumentando las respuestas. 

 

 
 

I.77 Observando las gráficas de relaciones siguientes concluir si corresponden a 
funciones y ¿por qué? 
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Dadas las siguientes relaciones, trazar su gráfica e indicar en cada caso si se trata de 

una función o no: 

 

I.78 { }0;9,,),( 22
1 ≥≤+∈= yyxIRyxyxR  

I.79 { }33,,,),(2 <<−=∈= xxyIRyxyxR  

I.80 { }22,,,),( 2
3 ≤≤−=∈= xxyIRyxyxR  

 

I.81 Escribir una relación constituida por todas las parejas de números reales 

),( yx que son las coordenadas de todos los puntos de la región triangular 

cuyos vértices son )0,1(A , )3,1(B , )3,5(C . 

 

I.82 Obtener una relación formada por todas las parejas de números reales 

),( yx  que correspondan a las coordenadas de todos los puntos de la región 

del plano cartesiano comprendida entre la hipérbola equilátera 

0422 =+− yx , y las rectas 3−=x , 3=x , incluyendo los arcos de la 

hipérbola y los segmentos rectilíneos involucrados. 

 

Para cada una de las siguientes ecuaciones: 

a) Trazar la gráfica si es posible. 

b) Indicar si es la regla de correspondencia de una función. 
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I.83 322 −+= xxy  

I.84 01248 =−+ yx  

I.85 364 22 =+ yx  

I.86 0122 =++ yx  

I.87 0922 =−− yx  con 0≥y  

I.88 042 =++ xy  con 1<y  
 

Dada la relación indicada, investigar si se trata de una función o no. En caso negativo 
establecer alguna o algunas condiciones para que si se tenga una función. En todo 
caso trazar la gráfica de la función: 
 

I.89 { }25,,),( 22
1 =+∈= yxIRyxyxR  

I.90 { }3694,,),( 22
2 =+∈= yxIRyxyxR  

I.91 { }0144169,,),( 22
3 =+−∈= yxIRyxyxR  

I.92 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=∈= 2
4 92,,),( xyIRyxyxR  

I.93 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−=∈= 2
5 )3(369,,),( xyIRyxyxR  

1.94 { }036)3(4)2(9,,),( 2
6 =−−−−∈= yxIRyxyxR  
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Para cada una de las siguientes funciones, trazar su gráfica y determinar su dominio y 
rango o recorrido: 

I.95 { }( ) 2 3 0f x , y x , y IR , x y= ∈ + − =  

I.96 { }( ) 16f x , y x , y IR , x y= ∈ =  

I.97 { }2 2( ) 9 0f x , y x , y IR , x y , y= ∈ − = ≥  

I.98 { }2( ) 4 5f x , y x , y IR , y x x= ∈ = − +  

I.99 { }2( ) 4 25 ( 3 )f x , y x , y IR , y x= ∈ = − − −  

I.100 Sea la función cuya regla de correspondencia es: 

( 2 3 ) ( 1 )( )
1

x xf x
x

+ −
=

+
 

 Escribir en cada paréntesis el número de la expresión que corresponde: 

a) ( )f a  ( ) 1) 
4
7

−  

b) ( 1 )f a −  ( ) 2) 
22 3

1

a a

a

+ −

+
 

c) ( 9 )f  ( ) 3) 42  

d) 
1
4

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( ) 4)  
22 3 2

1 1

a a

a

− −

− +
 

e) ( 2 )f x −  ( ) 5) 
22 7 3

2 1

x x

x

− −

− +
 

 6) 36  

 7) 
22 7 3

1

x x

x

− +

−
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I.101 Escribir en el paréntesis una  "E"  si la regla de correspondencia de la función 

está en forma explícita, una  "I"  si está en forma implícita y una  "P"  si está 

en forma paramétrica: 

 
a) 222 −−= xxy  ( ) 

b) 
3
92

−
−

=
x

xy  ( ) 

c) 2522 =+ yx ,  1−≤y  ( ) 

d) 144)2(16)3(9 22 =−+− yx ,  2≥y  ( ) 

e) θ2 senx = ;  θ3cosy = ,  0>y  ( ) 

f) tty += 2 ; 3−= tx  ( ) 

g) 2)( zzf −=  ( ) 

h) yxy 22 −−=  ( ) 

i) 14422 += xy  ( ) 

j) θθ senx −= ; θ1 cosy −= , π20 ≤≤ x  ( ) 
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I.102 Para las siguientes funciones, indicar si cada una es inyectiva, suprayectiva o 

biyectiva. Considerar en todos los casos que el codominio es el conjunto de los 

números reales )( IR : 

 

a) 1)( += xxf  

b) 3)( xxf −=  

c) 4)( 2 +−= xxg  

d) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠∞+∈
−
−

−∈

=
3),2[

3
32

)2,2[

)(
xconxsi

x
x

xsix

xh  

e) 3)()( xxf −=  

f) 0,)( ≠= xsi
x
x

xF  

g) )1()( 22 −= xxxG  

h) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤
−
−

<≤−−

=
40

2
4

022

)( 2

2

xsi
x

x

xsix

xf  
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I.103 Proponer una condición a cada una de las funciones para que sea inyectiva: 

a) 2)( xxf =  

b)  xxg =)(  

c) 
x

xF 1)( =  

d) 225)( xxh −=  

e) 4)( xxG =  

f) 2( ) 2 2H x x x= − +  
 

Para cada una de las funciones cuyas reglas de correspondencia se dan a 

continuación, trazar la gráfica y determinar el dominio y el rango o recorrido: 

 

I.104  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

<≤−

<−

=

22

201

03

)(

xsi

xsi

xsi

xf  
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I.105  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+

<+−

=

01
2
1

01

)(

xsix

xsix

xf  

 

I.106 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈−

−∈++

=

]4,0(2

]0,3[22
)(

2

xsix

xsixx
xf  

 

I.107 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<+−

<<−

=

312

13

)(
2 xsixx

xsix

xf  

 

I.108 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∈
−
−

∞−∈+

=

)4,0(
2
4

]0,(1

)(
2

2

xsi
x

x

xsix

xf  

 

I.109 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤−+−

<<−−+

=

5146

1322

)(
2

2

xsixx

xsixx

xf  
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I.110 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−−

<−−−

=

024

024

)(
2

2

xsixx

xsixx

xf  

 

I.111 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤+

<≤−
+
+

=

412
2
1

15
3
3

)(

xsix

xsi
x
x

xf  

 

I.112 

[ )

[ ]2

3 2 3

( ) 3 36 ( 9 ) 3 9

1 9

x si x ,

f x x si x ,

x si x

⎧ − ∈ −
⎪
⎪
⎪= + − − ∈⎨
⎪
⎪ − >⎪
⎩

 

 

I.113 
[ ]232 7 6 1 , 7

4( )

1 ( 1 , 7 )

x x si x
f x

si x

⎧ + + − ∈ −⎪⎪= ⎨
⎪

> ∉ −⎪⎩
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Dadas las funciones  f  y  g  por medio de sus reglas de correspondencia, determinar 

las funciones  gf + , gf −  y  gf ⋅   así como sus dominios: 

 

I.114 
1
1)(

−
+=

x
xxf  ;  

x
xg 1)( =  

I.115 2)( −= xxf  ;  
x

xg 1)( =  

I.116 
2

)(
xx

xf
+

=  ;  xxg =)(  

 

Determinar  
g
f  y 

f
g  y  sus  dominios. 

I.117 
1
1)(

−
+=

x
xxf  ;  

x
xg 1)( =  

I.118 2)( −= xxf  ;  
x

xg 1)( =  

 

Determinar  gf  y fg  y  sus  dominios. 

I.119 
1
1)(

−
+

=
x
xxf  ;  

x
xg 1)( =  

I.120 2)( −= xxf  ;  
x

xg 1)( =  
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Determinar gf + , gf −  y  gf ⋅ y sus respectivos dominios, si: 

I.121 xxf =)(  ;  24)( xxg −=  

I.122 xxf =)(  ;  1)( 2 −= xxg  

I.123 1)( 2 += xxf  ; 23)( −= xxg  

I.124 4)( += xxf  ;  4)( 2 −= xxg  

I.125 
1

1)(
+

=
x

xf  ;  ( )
2

xg x
x

=
−

 

I.126 2)( xxf =  ;  
x

xg 1)( =  

 

Determinar  
g
f  y 

f
g    y sus respectivos dominios, si: 

I.127 xxf =)(  ;  24)( xxg −=  

I.128 xxf =)(  ;  1)( 2 −= xxg  
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I.129 1)( 2 += xxf  ;  23)( −= xxg  

I.130 4)( += xxf  ;  4)( 2 −= xxg  

I.131 
1

1)(
+

=
x

xf  ;  
2

)(
−

=
x

xxg  

I.132 2)( xxf =  ;  
x

xg 1)( =  

 

Obtener gf , fg , ff , gg  y el dominio de cada función resultante, para: 

I.133 2)( −= xxf  ;  7)( += xxg  

I.134 xxf 23)( −=  ;  xxg 36)( −=  

I.135 2)( −= xxf  ;  2)( 2 −= xxg  

I.136 
x

xf 1)( =  ;  xxg =)(  

I.137 xxf =)(  ;  
x

xg 1)( −=  
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I.138 Dadas las reglas de correspondencia de las funciones f , g y h : 

1
)(

−
=

x
xxf ;  1)( 2 −= xxg ;  xxh 25)( −=  

determinar las reglas de correspondencia de la función ϕ , su dominio, 

recorrido y gráfica siendo: 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥+

<≤−

−<

= ⋅φ

4)()(

42)()(

2)(

)(

xsixhxg

xsixgxf

xsixf

x  

 

I.139 Dada la función:  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>−== 0,1),( 2 xxyyxf  

indicar si es biunívoca. En caso afirmativo, determinar su función inversa, los 

dominios, recorridos y gráficas de ambas funciones. 

 

I.140 Sea: 

{ }11;22),( 2 ≤≤−++== xxxyyxf  

investigar si se trata de una función biunívoca, si lo es, obtener su función 

inversa, así como el dominio, recorrido y gráfica de cada una de las funciones. 
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Considerando la función dada f , investigar si es biunívoca, en caso de que lo sea, 

determinar su función inversa, el dominio, recorrido y trazar la gráfica de ambas 

funciones: 

 

I.141 { }( ) 3 ; 3 7f x , y y x x= = − < <  

I.142 { }2( ) 2 2 0 ; 1 3f x , y y y x y= − − + = ≤ ≤  

I.143 { }2 2( ) 4 36 0 0 0 6f x , y x y , x , y= + − = ≥ ≤ ≤  

I.144 { }2( 4 25 ( 3) ; 3 8f x , y ) y x x= = − − − < <  

I.145 { }2 2( ) 4 ( 2 ) 9 ( 3 ) 36 5 3f x , y x y , x , y= − − − = ≥ ≥  

I.146 Indicar si las ecuaciones paramétricas: 

4 ( 1 )x t= − ; 2y t=  donde 0t ≥  

determinan una función. En caso afirmativo obtener el dominio, el recorrido y 

trazar la gráfica. 
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Para la función dada en forma paramétrica, siendo x  la variable independiente: 

a) ¿Para qué valores de "" t está definida la función? 

b) Obtener la función en forma cartesiana. 

c) Determinar su dominio y su recorrido. 

d) Trazar su gráfica. 
 

I.147 2+= tx   ; 32 += ty  

I.148 2−= tx  ; ty +=  

I.149 12 −= tx  ; 32 += ty  

I.150 22 −= tx  ; 1+= ty ,  1≥y  
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I.151 Para las siguientes funciones explícitas, indicar para cada una si se trata de una 

función par, impar o si no es par ni impar. 

 

a) 23 xy =  

b) 12 += xy  

c) xy −=  

d) 
x

y 1
=  

e) 42 −= xy  

f) 3xy =  

g) xy
2
3

−=  

h) 2)1(2 +−= xy  

i) 225 xy −−=  

j) xxy 22 −=  
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I.152 En una circunferencia de cm20 de radio está inscrito un triángulo isósceles 

de dimensiones variables, formular una función que establezca el área del 

triángulo en términos de su altura ""h  

 

I.153 En la construcción de un tanque prismático de base cuadrada con tapa se 

empleará 25 m de placa de acero, formular una función para determinar la 

capacidad del tanque en términos de la longitud ""x del lado de su base. 

 

I.154 Un rectángulo de dimensiones variables, está inscrito en una circunferencia de 

30 cm de radio, formular una función que permita calcular el área del rectángulo 

en términos de su altura ""h . 

 

I.155 En una esfera de 1 00. m de diámetro está inscrito un cilindro de dimensiones 

variables, formular una función para calcular el volumen del cilindro en términos 

de su altura. 

 

I.156 En un tanque prismático de base cuadrada sin tapa deberá construirse 

empleando 24 m de placa de acero, formular una función que sirva para 

calcular la capacidad del tanque en términos de la longitud ""x  del lado de su 

base. 

 

I.157 En una esfera de m00.2  de diámetro está inscrito un cono de dimensiones 

variables, formular una función cuya variable dependiente sea el volumen del 

cono y cuya variable independiente sea la altura ""h del mismo. 
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I.158 En un triángulo isósceles de cm50 de base y cm40 de altura está inscrito 

un rectángulo de dimensiones variables ""x  y ""h  como se ve en la figura.  

Formular una función para calcular el área del rectángulo en términos de la 
longitud de su base ""x . 

 
 

I.159 Un rectángulo de base y altura variables está inscrito en la región comprendida 

entre  la  parábola 24 xy −= y el  eje  de  las  abscisas  como  se observa en 

la figura. Formular una  función   con  la  que   pueda determinarse el área del 
rectángulo en términos de su altura "" y . 
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I.160 Al construir un bote cilíndrico con tapa, deberán emplearse 200.2 m de 

lámina, formular una función para determinar la capacidad del bote en términos 

de su radio ""r . 

 

I.161 Desde una  mina ""M  debe transportarse mineral a una planta de 

procesamiento ""P  que se localiza  en  la  ribera  de  un  río  que  pasa  por los 

puntos  ""R   y  ""P . El transporte se  efectuará  por  vía  terrestre de ""M  al  

embarcadero  ""E ,  y  por  vía  fluvial  de  ""E  a  ""P . La   distancia  de  

""M   a   ""R   es  de 20 km   y  de   ""R    a  ""P  hay   mk50 .  El   costo  de 

transporte  terrestre  es  de  $ .50 00 por  Ton-km  y  por  vía  fluvial  es  de  

$ .30 00  por Ton-km. Formular una función que determine el costo total del 

transporte con la trayectoria M E P en términos de la distancia ""x  de  ""R  a  

""E . 
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I.162 En un cono de radio m00.1 y altura m00.2 está inscrito otro cono de 

dimensiones variables ""r y ""h como se ve en la figura, formular una 

función para calcular el volumen del cono inscrito en términos de su radio ""r . 
 

 
 

I.163 Un cilindro de dimensiones variables ""r y ""h está inscrito en un cono de 

m50.0 de radio y m00.1 de altura, como se observa en la figura, formular una 
función con la que se pueda calcular el volumen del cilindro en términos de su 
altura ""h . 
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II.1 ¿Cuál de las siguientes gráficas representa el entorno 22 <−x ?  

 

 a)  

 
 b)  
 

    
  c)  

 SOLUCIÓN: 

 Por la definición de valor absoluto se tiene 

402222222 <<⇒+<<+−⇒<−<− xxx  

 luego la gráfica (a) representa al entorno dado. 

 

II.2 Trazar las gráficas correspondientes a los siguientes entornos: 

 a) ( 2 , 0.5 )ϕ  

 b) ' ( 3 , 0.75 )ϕ  

 c) 0 | 1 | 0.5x< − <  

 

 SOLUCIÓN: 

 a) Se trata del un entorno común del punto 2 y radio 0.5  
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 b) Se trata de un entorno reducido del punto 3 y radio 750 .  

 
 

 c) Es un entorno reducido del punto 1  y radio 50 .  

 
 

Tomando en cuenta los teoremas sobre límites y sobre operaciones con límites, calcular 
los límites siguientes. 
 

II.3 ( ) =+−=+−
→→→→

5)2(52
33

2
3

2
3 xxxx

límxlímxlímxxlím  

=+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→→→
5)2(

333

2

3 xxxx
límxlímlímxlím  

85695)3(2)3( 2 =+−=+−=  

 

II.4 
( )

5
1
5

32
94

3

9

)3(

9

3
9

22

2

2

2

2

2

2
2

2
=

−
−

=
−
−

=
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
−

−
=

−
−

→→

→→

→

→

→
xx

xx

x

x

x límxlím

límxlím

xlím

xlím

x
xlím  

 

II.5 =++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++−

→→→→→→→
15)3(153

111

2

11

3

1

23

1 xxxxxxx
límxlímlímxlímlímxlímxxxlím  

241531 ==++−=  
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II.6 0
4

0
22

44
2
4

2
4 333

2

2

3
2

2
=

−
=

−−
−=

−
−=

−
−

−→−→ x
xlím

x
xlím

xx
 

 

II.7 Si xbxxf 2)( 2 −= , donde b  es constante, obtener 

h
xhxlím ff

h

)()(
0

−+
→

 

 

 SOLUCIÓN: 

2 2

0 0

2 2 2

0

2

0

0

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2

2 2 2 2

2 2

( 2 2 ) 2 2

h h

h

h

h

f x h f x x h b x h x b xlím lím
h h

x xh h b x bh x b xlím
h

xh h bhlím
h

lím x h b x b

→ →

→

→

→

+ − + − + − +
= = =

+ + − − − +
= =

+ −
= =

= + − = −

 

Calcular  los siguientes  límites,  que  por  simple sustitución dan la indeterminación  0
0

 

II.8 
3
4

1
2

)2()1(
)2()2(

2

4
222

2

2
=

+
+

=
−+
−+

=
−−

−
→→→ x

xlím
xx
xxlím

xx

xlím
xxx

 

 

II.9 0222(
2

2(
2

44 ))
2

2

2

2

2
=−==

−
+− −=

−
−

→→→
xlím

x
xlím

x
xxlím

xxx
 

 

II.10 0
10
0

5(
5

5(5(
5(2510

)))
)

25 5

2

52

2

5
=

−
==

−

+−
+−
−=

+−−
−

→→→ x
xlím

xx
xlím

x

xxlím
xxx
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II.11 0
1
1

1(1(
1(1(

1
12

112

2

1 ))
))

===
−

+−
+
−

+−
−−

→→→ x
xlím

xx
xxlím

x
xxlím

xxx
 

 

II.12 
2
52

2
1)2(

12
)2()12(

12
232

2
1

2
1

2

2
1

=+=+=
−

+−=
−

−+

→→→
xlím

x
xxlím

x
xxlím

xxx
 

 

II.13 
10
7

3
3
1

2

3
2

3(13(
2(13(

383
253 3

1

))
))

3
1

3
12

2

3
1

=
+

+
=

−

−+ =
+
+=

+−
+−

+ →→→
x
xlím

xx
xxlím

xx
xxlím

xxx

 

 

II.14 
8
5

2
3
2

1

2
1

2(23(
1(23(

443
23 3

2

))
))

3
2

3
22

2

3
2

=
+

+
=

−

−+ =
+
+=

+−
+−

+ →→→
x
xlím

xx
xxlím

xx
xxlím

xxx

 

 

II.15 
2

23 3 3
2 2 2

3 22 6 ( 2 3 ) ( 2 ) 2 3 4 12
3( 2 3 ) ( 3 ) 3 3 6 92 9 9 3
2

x x x

x x x x xlím lím lím
x x xx x→ → →

−− − + − − −
= = = = = −

+ + + ++ + +
 

 

II.16 =
+−
−−=

−−

+−

→→ )12()34(
)1()34(

328

374

4
32

2

4
3 xx

xxlím
xx

xxlím
xx

 

3
4

3 3 411 1 1 14 4
3 23 3 22 1 2( 5 ) 102 1

24 2
x

x
x

lím
→

−−− − −
= = = = = = −

+ ++ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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II.17 
( )

( ) ( )
( )

4 4 4

4 2 4 24
42 2 2

( ) ( )
x x x

x x x xx
xx x x

lím lím lím
→ → →

− − + − +
= = =

−− − +
 

( )4
2 4 2 4

x
xlím

→
= + = + =  

 

II.18 
( ) ( )

( ) ( )0 0 0

9 3 9 39 3 9

9 3 9 3

9
x x x

x xx x
x x x x x

lím lím lím
→ → →

− +−

+ +

− −− −
=

− −

−
= =  

0

1 1
69 3

1
3 3x x

lím
→

−
−

− +
=

−
= =

+
 

 

II.19 
( )

3 3 3
2 2 2

23 3

2 24 9 4 9

( 2 3 ) 4 6 98 27 8 27
( 2 3 ) ( 2 3 )x x x

x x xx x
x xx x

lím lím lím
→ → →− −

− + +− −
= =

− +
 

3
2

24 6 9
2 3x

x x
x

lím
→

+ +
+

=  

( ) ( )
( )

23 34 6 9
2 2

32 3
2

9 9 9 3 ( 9 ) 3
3 3 3 ( 2 ) 2

+ +

+

+ +
= = = =

+
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II.20 
8 3

1 3

2x

x

x
lím
→−

− −

+
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )31)8(

42)91(

42312

423131

2

31
33

333

33

3

2

2

2

+−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−−−

=
+

−−

xx

xxx

xxxx

xxxx

x

x

 

( )
=

+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−
−=

+−+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−+−
=

31

42

31)8(

42)8( 3333 22

x

xx

xx

xxx
 

3 3

3

2

8 8

1 3 2 4
1 8 32x x

x x x

x
lím lím
→− →−

− − − +
= − =

+ ++
 

2
6

12
33

)444( −=−=
+
++−=  

 

II.21 
( ) ( )33 33

33

2

2
1 1

11
1

1

( 1 ) 1
x x

x x xx
x

x x x
lím lím
→ →

+−

−

− +
= =

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )3 2 33 3 2
1 1

1 1 1
3( 1 ) 1 1

x x

x

x x x x x
lím lím
→ →

−
= = − = −

− + + + +
 

 

II.22 
0 0

3 33 3 3( 1 )
4 4 3 4 4x x

x xsen senlím lím
x x→ →

= = = =  
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II.23 
0 0 0

2) )
) )

1 ( 1 ( 1 1
( 1 ( 1x x x

cos x cos x cos x cos x
x x cos x x cos x

lím lím lím
→ → →

− − + −
= = =

+ +
 

2

0 0 0)
0( 1 ) 0

( 1 1 1 1x x x

sen x sen x sen x
x cos x x cos x

lím lím lím
→ → →

= = = =
+ + +

 

II.24 
2

0 0 02 22

θ 1 θ 1 ) θ 1 ) θ

θ ( θ 1 ) θ θ 1 )θ

( ( 1

(

cos cos cos cos

cos cos
lím lím lím
θ → θ → θ →

− − +

+ +

−
= = =  

22

0 0 02

θ θ 1
θ θ 1 1 1θ ( θ 1 )

1 1
2

sen sen
coscos

lím lím lím
θ → θ→ θ→ + ++

− ⎛ ⎞= = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

II.25 
0 0

1 1 1
1x x

tan x sen x
x x cos x

lím lím
→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

II.26 
2

0 0 0

1 ( 1 ) ( 1 ) 1
( 1 ) ( 1 )x x x

cos x cos x cos x cos xx
x sen x x sen x cos x x sen x cos x

lím lím lím
→ → →

− − + −
= =

+ +
 

2
1

11
1

1
1

)1( 00

2

0
=

+
=

+
=

+
=

→→→ xsco
lím

x
xsenlím

xcosxsenx
xsenlím

xxx

 

II.27 
( ) 2

2

0 0

2 4 4
x x

x sen x x x sen x sen x
x x

lím lím
→ →

+ + +
= =  

2

0 0 0 0

4 4 4 4 4
x x x x

x sen xx sen x sen xx sen x
x x x x

lím lím lím lím
→ → → →

⎛ ⎞
= + + = + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

II.28 
2

2 2 20 0 0

1 ( 1)( 1) 1
1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)x x x

cos x cos x cos x cos xlím lím lím
cos x cos x cos x cos x cos x→ → →

− − + −
= = =

− − + − +
 

0

1 1 1
1 1 1 2x

lím
cos x→

= = =
+ +
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Obtener los siguientes límites cuando x  tiende al infinito si es que existen: 

II.29 
2

2

6 4
2 7x

x xlím
x x→ ∞

− +
=

+ −
 

Dividiendo numerador y denominador entre 2x ,  queda: 

2

2

2

1 1 1 11 6 4 1 6 4
1 6(0) 4(0) 1

2 0 7(0) 21 11 1 2 72 7

x x x

x

x x x

lím lím lím
x x xxlím

lím lím lím
x xx x

→ ∞ → ∞ → ∞

→ ∞

→ ∞ → ∞ → ∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −+ − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 
 

 

II.30 
2

3 2

3 5 2
4 6x

x xlím
x x→ ∞

− +
+ −

 

Dividiendo numerador y denominador entre 3x se obtiene: 
2 3

3

1 1 13 5 2
3 ( 0 ) 5 ( 0 ) 2 ( 0 ) 0 0

1 4 ( 0 ) 6 ( 0 ) 11 11 4 6
x

x x xlím

x x

→ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ = = =
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

II.31 
742

13
3

24

+−

+−
∞→

xx

xx
x
lím  

Dividiendo numerador y denominador entre 4x , 
2 4

4 2

3 43

1 11 3
3 1 1 3 ( 0 ) 0 1

2 (0) 4 (0) 7 (0) 01 1 12 4 7 2 4 7
x x

x x x x

x x
x x x

lím lím
→ ∞ → ∞

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =
− +− + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

se observa que el límite no existe, el valor de la función tiende al infinito cuando 
x →∞ . 
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II.32 Para la función 
2

2

1
( )

1

x x
x

x x

si
f

si

⎧ <⎪= ⎨
⎪ − >⎩

 

Calcular los límites laterales en  1 1x =  e indicar si tiene límite en este punto. 

 SOLUCIÓN: 

 

( )

2

2

1 1

1 1

( ) 1

( ) 1

x x

x x

x x

x x

lím f lím

lím f lím

− −→ →

+ +→ →

= =

= − = −
 

 Como  
1 1

( ) ( )
x x

x xlím f lím f− +→ →
≠ ,  el  límite  )(

1
xlím f

x →
  no  

existe. 
 
II.33 Dada la función  

2

1 2
2( )

( 2 ) 2

x
x

x

x x

si
g

si

⎧ + ≤⎪= ⎨
⎪ − >⎩

 

 Calcular 
2

( )
x

xlím g
→

si es que existe. 

 SOLUCIÓN: 

Como 1 2x =  es el valor de x donde cambia la regla de correspondencia, 

deben calcularse los límites laterales en ese punto 

 
2 2

2 2

2 2

2( ) 1 1 2
2 2

( ) ( 2 ) ( 2 2 ) 0

x x

x x

x
xlím g lím

lím g x lím x

− −→ →

+ +→ →

⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = − =

 

 

Los límites laterales en  1 2x =  son diferentes, entonces la función no tiene 

límite cuando  x  tiende a  2 . 
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II.34 Estudiar la continuidad de la función y trazar su gráfica: 

2

2

4 2 1
( )

2 1 2

x x
x

x x

si
f

si

⎧ − − ≤ <⎪= ⎨
⎪ + ≤ ≤⎩

 

 SOLUCIÓN: 

La función es continua en el intervalo [ )12 ,− y en el intervalo [ ]2,1  por 

ser entera.  Hay duda en 1 1x =  

321)1( 2 =+=f  ; ( )2

1 1
( ) 4 4 1 3

x x
x xlím f lím− −→ →

= − = − = , 

1
( ) 1 2 3

x
xlím f

+→
= + =  como 

1 1
( ) ( ) 3

x x
x xlím f lím f− +→ →

= = existe 

1
( ) 3

x
xlím f

→
=  y se tiene 

1
( ) ( 1 )

x
xlím f f

→
= , así que la función es 

continua en 1 1x =  y por lo tanto es continua en todo su dominio 

[ ]2 , 2fD = − . 

 
GRÁFICA 1 
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II.35 Dada la función: 
2

2

2 2 3 0

( ) 4 0 4
2

x x x

x x
x

x

si

f
si

⎧ + + − ≤ <
⎪

= ⎨ −
< ≤⎪

−⎩

 

Investigar su continuidad en el intervalo [ ]43 ,−  y  trazar su gráfica. 

SOLUCIÓN: 
La   función  es  entera  en  el  intervalo  [ )03 ,− ,  luego  es  continua  en  él. 

En el intervalo ( ]40 , la función es racional y  )2(f no existe, entonces es 

continua en  ( ]42)20( ,, ∪ . 

Como )0(f   y  )2(f  no existen, la función no es continua en 01 =x  y 

22 =x  

GRÁFICA 2 

 
II.36 Investigar la continuidad de la función. Trazar su gráfica: 

2

π

π π

1 3 0

( ) 1 0

3
2

x x

x x

x
sen

si

f si

si x

⎧
⎪ + − ≤ <
⎪⎪= < <⎨
⎪
⎪ ≤ <⎪⎩
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SOLUCIÓN: 

La función es continua en  [ )3 , 0−  por ser entera. 

La función es continua en  [ )π0,  por ser constante. 

La función es continua en  ( )π π, 3  por ser seno. 

Hay duda en  1 0x =   y  2 πx =  

Continuidad en  1 0x =  

(0) 1f = ; ( ) 11)( 2

00
=+= −→−→

xlímxlím
xx

f ,  1)1()(
00

==
+→+→ xx

límxlím f ,  

luego existe 1)(
0

=
→

xlím f
x

 y  )0()(
0

fxf
x
lím =
→

, así que la función es 

continua en  1 0x =  

Continuidad en  2 πx =   

π( π ) 1
2

senf = = ; 
π π

( ) ( 1 ) 1
x x

xlím f lím− −→ →
= = ; 

π π

π( ) 1
2x x

senlím f x lím
+ +→ →

= =  

entonces, como 
π π

( ) ( )
x x

x xlím f lím f− +→ →
= , existe 

π
( ) 1

x
xlím f

→
=  y 

π
π( ) ( ) 1

x
xlím f f

→
= = por lo cual la función es continua en 2 πx =  se 

concluye que la función es continua en todo su dominio [ )π3 , 3fD = −  

GRÁFICA 3 
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II.37 Investigar la continuidad de la función  

2

π
31 0
2( )

2 ( 1 ) 0 3

sen x x
x

x x

si
f

si

⎧ + − ≤ ≤⎪= ⎨
⎪ − − < ≤⎩

 

 SOLUCIÓN: 

 El dominio de la función es π
3 , 3
2fD ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 En π
3 , 0
2

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
 la función es continua por ser la suma de dos funciones 

continuas.  En ( ]30 ,  la función es continua por ser polinómica. Hay duda en 

1 0x =  
101)0( =+= senf ,  1)01()(

00
=+=

−→−→
senlímxflím

xx
, 

 1)1(2)( 2

00
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=

+→+→
xlímxlím

xx
f   como  1)()(

00
==

+→−→
xlímxlím ff

xx
, 

 existe  1)(
0

=
→

xlím f
x

  y  )0()(
0

ff xlím
x

=
→

,  así que la función es continua en  

1 0x =   y  por  lo  tanto  es  continua en todo su dominio  π
3 , 3
2fD ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 GRÁFICA 4 
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II.38 Calcular el valor de  "a"  para que la función sea continua. 

2
( )

4 6

x x
x

x x x

si a
f

si a

≤⎧⎪= ⎨
⎪ − + >⎩

 

 SOLUCIÓN: 

( )f a a= ; aaf
axax

límxlím == −→−→
)()( , ( ) =+−=

+→+→
64)( 2 xxlímxlím

axax
f  

64)( 2 +−=
+→

aaf xlím
ax

; 64)()( 2 +−=⇒=
+→−→

aaaff xlímxlím
axax

, 

2 5 6 0a a− + = , ( 2 ) ( 3 ) 0a a− − = , 1 2a = , 2 3a = .  

 

Hay dos valores de  "a"  que hacen continua a la función en IR , que son  

1 2a = , 2 3a =  

 
Gráficas 5 y 6 
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II.39 Determinar  el  valor  de  k   y  el  de  C  para  que  la  función  dada  sea 

continua. 

4 0
3

( ) 2 0 2

3 2
2

x x

x x x

x

k si

f c si

si

⎧ − ≤⎪
⎪
⎪= − < ≤⎨
⎪
⎪

>⎪⎩

 

 SOLUCIÓN: 
Las reglas de correspondencia son polinómicas, luego corresponden a una 
función continua, solamente hay que aplicar las condiciones de continuidad en 

00 =x  y 21 =x  

En 00 =x  

kkf =−= )0(
3
4)0( ;  kf xlím

x
=−→

)(
0

; 2)0()(
0

−==
+→

Cf xlím
x

 

Como debe tenerse  )()(
00

xlímxlím ff
xx +→−→

=  para que exista  

)(
0

xlím f
x →

, entonces  2−=k ,  así que 2)0()(
0

−==
→

ff xlím
x

 

En 21 =x  

)1(22)2()2( −=−= CCf ; )1(2)(
2

−=−→
Cf xlím

x
; 

2
3)(

2
=

+→
xlím f

x
 

Ahora, ⇒=
+→−→

)()(
22

xflímxflím
xx 4

31 =−C , luego 
4
7

=C , con 

el cual  
4
3)2()(

2
==

→
ff xlím

x
.  La función continua en IR  queda: 

42 0
3

7( ) 2 0 2
4

3 2
2

x x

x x x

x

si

f si

si

⎧ − − ≤⎪
⎪
⎪⎪= − < ≤⎨
⎪
⎪
⎪ >
⎪⎩
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Gráfica 7 

 
 

II.40 Dada la función 3 23 7y x x= − + , 1 2x = , 2 2 .1x = , calcular los 

incrementos xΔ y yΔ  

 

SOLUCIÓN: 

1

2 1

3 2
1

3 2
2

2

2.1 2 0.1

2 3 ( 2 ) 7 8 12 7 3

( 2 .1 ) 3 ( 2 .1 ) 7 9 . 261 13.230 7 3.031

3.031 3 0.031

x x x

y

y

y y y

Δ

Δ

= − = − =

= − + = − + =

= − + = − + =

= − = − =
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II.41 El diámetro de una circunferencia cambia de 1 5.00D m= a 2 4.96D m= , 

calcular el incremento de su longitud. 

 

SOLUCIÓN: 

La longitud de la circunferencia es πC D=  

Tomando π 3.1416=  

 

 

1 1

2 2

2 1

π

π

3.1416 ( 5 ) 15.7080

3.1416 ( 4.96 ) 15.5823

15.5823 15.7080 0.1257

C D m

C D m

C C C mΔ

= = =

= = =

= − = − = −

 

 

II.42 Calcular el incremento del volumen de una esfera si su radio 1 2.00r m= se 

incrementa 3 cm . 

 

 SOLUCIÓN: 

 El volumen de la esfera es  3π
4
3

rV = ,  1 2.00r = , 0.03r mΔ =  

 
3 3 3

1 1

2 3 3
2 2

3
2 1

π

π

4 4 ( 3 .1416 ) ( 2 ) 33 . 5104
3 3

4 4 ( 3 .1416 ) ( 2 . 03 ) 35 . 0411
3 3

35 . 0411 33 . 5104 1 . 5307

V r

V r

V

m

m

V V mΔ

=

=

= − = − =

= =

= =  
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II.43 Por medio de incrementos demostrar que la función  2( ) 3 1x x xf = − +  

es continua para todo valor de  x . 

 

SOLUCIÓN: 

Se debe demostrar que 
0

0
x

y xlím IR
Δ →

Δ = ∀ ∈  

2 2

2 2 2

2

( ) 3 ( ) 1 ( 3 1 )

2 ( ) 3 3 1 3 1

2 ( ) 3

y x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

Δ Δ Δ

Δ Δ

Δ Δ Δ

= + − + + − − + =

= + + − − Δ + − + − =

= + −

 

2

0 0
2 ( ) 3 2 ( 0 ) 0 3 ( 0 ) 0

x x
y x x x x xlím lím

Δ → Δ →
Δ ⎡ ⎤= Δ + Δ − Δ = + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Se cumple que 
0

0
x

ylím
Δ →

Δ =  

 



 

LL ÍÍ MM II TT EE SS  

YY   
CCOONNTTIINNUUIIDDAADD  

 
 
 
 
 
 
 
 

  

  
 
 
 
 

EE JJ EE RR CC II CC II OO SS  
PP RR OO PP UU EE SS TT OO SS
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II.44 Representar geométricamente los siguientes entornos: 

a) )7503( .,ϕ  

b) )604( .,′ϕ  

c) 402 .x <−  

d) 8050 .x <−<  
 

Considerando los teoremas sobre límites y sobre operaciones con límites y 

teniendo en cuenta el límite de la función identidad en un punto y el límite de 

una función constante en cualquier punto, calcular los siguientes límites: 

 

II.45 ( )732

1
+−

→
xxlím

x
 

 

II.46 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

→

2

2
43

2
1 xxlím

x
 

 

II.47 
2
42

3 −
−

→ x
xlím

x
 

 

II.48 
32
44

2

2

2 +−

++
−→ xx

xxlím
x
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II.49 432 2

1
−−

−→
xxlím

x
 

 

II.50 
x

xlím
x 31

22

2
1 −

−
→

 

 

II.51 3 23 2

3
2

++
→

xxlím
x

 

 

Calcular los siguientes límites 

II.52 
16

4
24 −

−
→ x

xlím
x

 

 

II.53 
2

1
2

2

1 −+

−
→ xx

xlím
x

 

 

II.54 
62
92

3 −
−

→ x
xlím

x
 

 

II.55 
4

44
2

2

2 −

+−
→ x

xxlím
x
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II.56 
65

9
2

2

3 +−

−
→ xx

xlím
x

 

 

II.57 
23
2

2

2

2 ++

−+
−→ xx

xxlím
x

 

 

II.58 
86
82

2

2

4 +−

−−
→ xx

xxlím
x

 

 

II.59 
352
62

2

2

2
3 +−

−+
→ xx

xxlím
x

 

 

II.60 
8103

49
2

2

3
2 −−

−
−→ xx

xlím
x

 

 

II.61 
232
12

2

2

2
1 −+

−+
→ xx

xxlím
x

 

 

II.62 
916

654
2

2

4
3 −

−+
→ x

xxlím
x
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II.63 
2
83

2 +
+

−→ x
xlím

x
 

 

II.64 
1

133 23

1 −
−+−

→ x
xxxlím

x
 

 

II.65 
x

xlím
x −−→ 110

 

 

II.66 
x

xlím
x

22
0

−+
→

 

 

II.67 
x

xlím
x

113

0

−+
→

 

 

II.68 
4

8
364 −

−
→ x

xlím
x

 

 

II.69 
x
xsenlím

x 20→
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II.70 
ϕ
ϕ

→ϕ

2

0

senlím  

 

II.71 
x

xsenlím
x 3

4
0→

 

 

II.72 
x

xtanlím
x 3

4
0→

 

 

II.73 
θ
θ

2
33

0θ

−
→

coslím  

 

II.74 
x

xtanxcoslím
x 0→

 

 

II.75 
xsecx

xseclím
x

1
0

−
→

 

 

II.76 
( ) 2

0

3
x

sen x x
lím

x→

−
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II.77 
20 2

13
x
xcoslím

x

−
→

 

 

II.78 
xsenx
xcoslím

x 43
41

0

−
→

 

 

II.79 
( )
( )xtanx

xsenlím
x 2

22

0
−

→
 

 

II.80 
20

44
x

xcoslím
x

−
→

 

 

Calcular los siguientes límites cuando la variable independiente tiende al infinito, si es 

que existen. 

 

II.81 
63
44

2

2

−+
+−

∞→ xx
xxlím

x
 

 

II.82 
3

23

385
7242

xx
xxxlím

x −+

−+−
∞→
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II.83 
452
263

23

22

+−

+−
∞→ xx

xxlím
x

 

 

II.84 
246

34

32
43

xxx
xxlím

x +−

−
∞→

 

 

II.85 
22
835

2

3

++

++
∞→ xx

xxlím
x

 

 

II.86 
973

32
2

234

−−

+−
∞→ xx

xxxlím
x

 

 

Calcular el límite que se pide si es que existe, si no existe, indicar la razón de esto. 

II.87 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤++−
=

12

122
)(

2

xx

xxx
x

si

si
f  

)(
1

xlím f
x →

 

 

II.88 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥++−

<+−

=

212

296

)(
2

2

xxx

xxx
x

si

si

f  

)(
2

xlím f
x →
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II.89 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−>−

−≤−+

=

14

154

)(
2

2

xsi

xsi

f

x

xx
x  

)(
1

xlím f
x −→

 

 

II.90 

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

<<−+−

=

433

3024

)(
3

2

xx

xxx
x

si

si

f  

)(
3

xlím f
x →

 

 

II.91 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤+

<≤−−

=

102

0416
)(

3

2

xx

xx
x

si

si
f  

)(
0

xlím f
x →

 

 

II.92 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<<−−−

−≤<−−
−
−

=

224

251
2
4

)(

2

2

xx

x
x

x

x

si

si

f  

)(
2

xlím f
x −→

 

 

II.93 
4
42

)(
−
−

=
x
xxf  

)(
4

xlím f
x →
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Determinar si la función es continua en el punto indicado, en caso negativo explicar la 

razón de la discontinuidad. 

 

II.94 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>+

≤−

=

2
4
3

2
1

22

)(

2

xx

xx

x

si

si

f  

En 21 =x  

 

II.95 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥−+−

<+−

=

134

1
2
1

2
1

)(

2 xxx

xx
x

si

si

f  

En 11 =x  

 

II.96 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−−

≤−

=

0)1(3

0)1(

)(
2

3

xx

xx
x

si

si

f  

En 01 =x  

 

II.97 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤+

<≤−

=

ππ

ππ

2
1

2
)(

xxcos

xxsen

x

si

si

f  

En 
2
π

1 =x   
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II.98 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<<−
+
+

−≤≤−++

=

21
2
3

141)2(

)(

2

x
x
x

xx

x

si

si

f  

En 11 −=x  
 

 

II.99 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>+

≤−

=

2
2
3

2
1

22

)(

2

xx

xx

x

si

si

f  

En 21 =x  

 

II.100 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<<−−

≤<−
+

=

83)3(25

322

)(

2

2

xx

xxx

x

si

si
x

f  

En 01 =x  y en 32 =x  

 

II.101 Estudiar la continuidad de la función en todo su dominio. 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤−

<≤−+−

=

4222

2122

)(

2

xx

xxx
x

si

si

f  
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II.102 Investigar si la función es continua en su dominio. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤+

<≤−−
=

631

3525
)(

2

xx

xx
x

si

si
f  

 

II.103 Estudiar la continuidad de la función en su dominio. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤−

<≤−+−

=

201

03)1(2

)(
2

2

xx

xx
x

si

si

f  

 

II.104 Investigar si la función es continua en el intervalo [ ]42 ,−  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−−

<≤−−

=

41)1(9

123

)(
2

2

xx

xx

x

si

si

f  

 

II.105 Estudiar la continuidad de la función en el intervalo [ ]54 ,−  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤
−

−−

<≤−−−

=

53
4

82

34258

)(
2

2

x
x

xx

xx

x

si

si

f  
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II.106 Estudiar la continuidad de la función en el intervalo ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − π

2
33 ,  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈−

−∈+

=

π
2
301

)03[)1(

)(

2

,si

,si

f

xxsen

xx

x  

 

II.107 Estudiar la continuidad de la función en IR  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥+

<<+

=

<

=

21

201

02

01

)(

2 xx

xx

x

x

x

si

si

si

si

f  

 

Estudiar la continuidad de la función en su dominio, indicando dónde no es continua. 

Trazar su gráfica. 

 

II.108 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<++−

≤≤−+

=

4122

142

)(
2 xxx

xx

x

si

si

f  

 

II.109 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤+−

<≤−−

=

311)2(

121

)(
3

2

xx

xx

x

si

si

f  
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II.110 
[ ) ( ]

[ ]⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−∈

∪−−∈−
=

334

533525
)(

2

,xsi

,,xsi
f

x
x  

 

II.111 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤−−

<≤−+−

=

52)2(9
3
2

241)2(

)(
2

2

xx

xx

x

si

si

f  

 

II.112 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤+−

<<−

≤≤−−

=

6276

2023

0316

)(

2

2

xxx

xx

xx

x

si

si

si

f  

 

II.113 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<≤

<≤−+

=

ππ

π

3
2

01

031

)(

2

xxsen

x

xx

x

si

si

si

f  
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II.114 Determinar el valor de la constante c  con el que la función es continua: 

2 25 5
( ) 5

5

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

x
x

x x
c x

si
f

si
 

 

II.115 Determinar el valor de la constante k  que hace que la función sea continua 

2 2 3 3
3

( )

3

si

f

si

x x x
x

x

k x

⎧ − −
≠⎪ −⎪= ⎨

⎪
⎪ =⎩

 

 

II.116 Determinar el valor de la constante a  que hace que la función sea continua 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−≠
−−
−+

=

2
3

2
3

1544
32

)(

2

2

xa

x
xx
xx

x

si

si

f  

 

II.117 ¿Para qué valor de b  la función es continua en el intervalo [ ]31 ,− ? 

2

2

( 1 )

( )

( 1 )

x si x b

f x

x si x b

⎧ − <
⎪⎪= ⎨
⎪
− − ≥⎪⎩
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II.118 Determinar los valores de  a  y  b  que hacen que la función sea continua 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥−

<<−+

−≤

=

32

31

12

)(

x

xbxa

x

x

si

si

si

f  

 

II.119 Determinar los valores de las constantes c   y  k para que la función sea 

continua 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥+

<<+

≤

=

31

31

1

)(

2

xx

xkxc

xxc

x

si

si

si

f  

 

II.120 Dada la función 

2

2

2 ( 2 )
( ) 2 9 ( 2 )

3

x x k

x
x x k

si
f =

si

⎧ + − <
⎪
⎨
⎪ − − ≥
⎩

 

        Determinar el valor de la constante k  que la hace continua en el intervalo 

[ ]50 ,  
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II.121 Sea la función   1432 23 ++−= xxxy  ,  31 =x , 532 .x =  calcular 

xΔ  y  yΔ . 

 

II.122 Para la función 
1
1)(

2 +
−

=
x
xxf , calcular el incremento de )( xf si 

521 .x = y 20 .x −=Δ . 

 

II.123 Calcular el incremento del área de un círculo si su radio cambia de 

mr . 0511 =  a  mr . 4512 =  

 

II.124 Si el radio mr . 0321 =  de una esfera se incrementa con cmr 5=Δ , 

calcular: 

a) El incremento del área de su superficie. 

b) El incremento de su volumen. 

 

II.125 Una tubería de m35  de  longitud y m. 052  de diámetro exterior se va a 

revestir con una capa de concreto de cm15  de espesor, calcular la cantidad 

necesaria de concreto. 

 

II.126 Se tiene un tanque cilíndrico de lámina que mide m. 021 de altura y su radio 

es de cm05 . Se desea aumentar su capacidad dando a su altura un 

incremento de cm03 . Calcular la cantidad de lámina necesaria para hacer 

dicho cambio.  
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Por medio de incrementos demostrar que la función es continua en el punto indicado: 

II.127 342)( 2 −−= xxxf ,  para todo valor real de x . 

 

II.128 
1

1)(
+

=
x

xf , para 21 =x . 

 

II.129 42 += xy , para 01 =x . 

 

II.130 3−= xy , para todo valor real de x . 

 
 

 



LLAA  DDEERRIIVVAADDAA  
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III.1 Obtener la derivada por el método de los 4  pasos 

4
4

x
y

x
−

=
+

 

 
SOLUCIÓN: 

1. 
Δ

Δ
Δ

4
4

x x
y y

x x
+ −

+ =
+ +

 

 

2. 
Δ Δ Δ

Δ
Δ Δ

4 4 ( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 )
4 4 ( 4 ) ( 4 )

x x x x x x x x x
y

x x x x x x
+ − − + − + − + + −

= − =
+ + + + + +

 

2 2Δ Δ Δ
Δ

Δ
4 4 16 4 4 4 16

( 4 ) ( 4 )
x x x x x x x x x x x x

y
x x x

+ − + − − − − + + +
=

+ + +
 

Δ
Δ

Δ
8

( 4 ) ( 4 )
x

y
x x x

=
+ + +

 

 

3. 
Δ Δ
Δ Δ Δ

8
( 4 ) ( 4 )

y x
x x x x x
=

+ + +
 

 

4. 
2 2

Δ 0

Δ
Δ

8 8 8;
( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 )x

y d y
lím

x d xx x x x→

= = =
+ + + +

 

 

III.2 Derive por el método de los 4  pasos 
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( ) 2 3x xf = +  

SOLUCIÓN: 

1. Δ Δ( ) 2 ( ) 3x x x xf + = + +  
 

2. Δ Δ( ) ( ) 2 ( ) 3 2 3x x x x x xf f+ − = + + − +  
 

3. 
ΔΔ

Δ Δ
2 ( ) 3 2 3( ) ( ) x x xx x x

x x
f f + + − ++ −

=  

 

4. 
0 0

2 ( ) 3 2 3( ) ( )
x x

x x xx x x
lím lím

x x
f f

Δ → Δ →

ΔΔ
Δ Δ

+ + − ++ −
=  

 

0

2 ( ) 3 2 3

2 ( ) 3 2 3
x

x x x
lím

x x x x
Δ →

Δ

Δ Δ

+ + − −
= =

⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦

 

 

0

2

2 ( ) 3 2 3
x

x
lím

x x x x
Δ →

Δ

Δ Δ

=
⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦

 

 

0 Δ

2 2 1

2 ( ) 3 2 3 2 3 2 3 2 3x
lím

x x x x x xΔ →
= = =

+ + + + + + + +
 

12 3
2 3

d
x

d x x
+ =

+
 

III.3 Derive aplicando el método de los 4  pasos 
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23 5= −y x  

SOLUCIÓN: 

1. 23 5 ( )y y x xΔ Δ+ = − +  

2. 2 23 5 ( ) 3 5y x x xΔ Δ= − + − −  

3. 
2 23 5 ( ) 3 5x x xy

x x
ΔΔ

Δ Δ

− + − −
=  

( ) ( )2 2 2 2

2 2

3 5 ( ) 5 5 ( ) 5

5 ( ) 5

x x x x x x

x x x x

Δ Δ

Δ Δ

− + − − − + + −
=

⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2 2

2 2

Δ

Δ Δ

3 5 ( ) 5

5 ( ) 5

x x x

x x x x

⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2

2 2

Δ Δ

Δ Δ

3 2 ( )

5 ( ) 5

x x x

x x xx

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

[ ]
2 2

Δ

Δ

3 2 ( )

5 ( ) 5

x x

x x x

− −
=

− + + −
 

 

4. 
Δ 0 2 2 2

Δ
Δ

3 ( 2 ) 6

5 5 2 5→

− −
=

− + − −x

y x x
lím

x x x x
=  

2

3

5

−
=

−

d y x
d x x
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III.4 Obtener la derivada por el método de los 4 pasos 

3 2 1y x= −  

1. 3 2( ) 1y y x xΔ Δ+ = + −  

2. 3 32 2( ) 1 1y x x xΔ Δ= + − − −  

3. 
3 32 2( ) 1 1x x xy

x x
ΔΔ

Δ Δ

+ − − −
=  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2

2 2
3 3 3 32 2 2 2

( ) 1 1 ( ) 1 ( ) 1 1 1

( ) 1 ( ) 1 1 1

x x x x x x x x x

x
x x x x x x

⎡ ⎤
+Δ − − − +Δ − + +Δ − − + −⎢ ⎥

⎢ ⎥=
Δ ⎢ ⎥+Δ − + +Δ − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )
2 2

2 2
3 3 3 32 2 2 2

( ) 1 1

( ) 1 ( ) 1 1 1

x x x

x x x x x x x

+ Δ − − +
=

⎡ ⎤
Δ + Δ − + + Δ − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

( ) ( )
2 2 2

2 2
3 3 3 32 2 2 2

2

( ) 1 ( ) 1 1 1

x x x x x

x x x x x x x

+ Δ + Δ −
=

⎡ ⎤
Δ + Δ − + + Δ − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

( ) ( )2 2
3 3 3 32 2 2 2

2

( ) 1 ( ) 1 1 1

x x

x x x x x x

+ Δ
=

⎡ ⎤
+ Δ − + + Δ − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

 

4. 

( ) ( ) ( )2 2 20
3 3 32 2 2

2

( ) 1 ( ) 1 1
x

y xlím
y

x x x
Δ →

Δ
=

Δ ⎡ ⎤
− + − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

( ) ( )
2

2 3
2

3 2

2 2

3 ( ) 1 3 1

x d y x
d x

x x

= =
− −

∴  
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Obtener la derivada de cada una de las siguientes funciones 

III.5 xaseny =  
 

SOLUCIÓN: 

xacosaxa
xd

dxacos
xd
yd ==  

 

III.6 xcosy 35=  
 

SOLUCIÓN: 

xsenxsenx
xd

dxsen
xd
yd 315)3(353)3(5 −=−=−=  

 

III.7 xtany 4=  

 

SOLUCIÓN: 

xtan
xsec

xtan
xsec

xd
yd

4
42

42
)4(4 22

==  

 

III.8 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2xbsecay  

 

SOLUCIÓN: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ == 2222 22 xbtanxbsecxbaxbxbtanxbseca

xd
yd
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III.9 3 3csc)θ( θ=f  

SOLUCIÓN: 

( ) ( ) ( ) =−==
−

3θ3cotθ3cscθ3csc
3
1)θ(';θcsc)θ( 3

2

3
1

ff  

( )
( ) θ3cotθ3cscθ3cotθ3csc

θ3csc

θ3cotθ3csc)θ(' 33
1

3
2

−=−=−=f  

 

III.10 xxxf cos)( 2=  

SOLUCIÓN: 

xsenxxxxxxsenxxf 22 cos2)2(cos)()(' −=+−=  
 

III.11 
θ
θsenr =  

SOLUCIÓN: 

2θ

θθcosθ
θ

sen
d

rd −=  

 

III.12 2cot
2

xxy =  

SOLUCIÓN: 

222
2

222 csc
2

cot
2
1cot2csc

2
xxxxxxx

xd
yd −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=  
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III.13 Dada  la  función   
2

24 2 xsenangxy +−=   obtener  
xd
yd   y  su  

valor para  0x = . 
 

SOLUCIÓN: 

4
4

1

4
2

1

2
12

42

2
2222 xx

x

xx

x
xd
yd

−
+

−
−=

−

+
−

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

 

x
x

x
x

xx
x

x

x
+
−=

+

−
=

+−
−=

−

−=
2
2

2
2

22
2

4

2
2

 

 

11
02
02

0

==
+
−=

=
⎥
⎦

⎤

xxd
yd  

 

III.14 Sea  216
4

16)( xxxsenangxf −−= ,  determinar )( x'f y )2('f  

 

2

22
16

162

2

4
1

4
1

16 x
x

xx
x

xd
yd −−

−

−−

−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

 

2

2

2

22

2 16

2

16

16

16
16

4

x

x

x

xx

x −
=

−

−+−−
−

=  

 

3
4

32
8

12
8

)2(16

)2(2)2(
2

2

===
−

='f  
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III.15 Dada función 

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>+−

≤<−−−

−≤+−

=

cxsix

cxsix

xsibx

xf

22

129
3
2

1
2
1

)(

2

2  

 
a) Determinar los valores de b y c  que hacen que sea continua en IR . 

b) Estudiar su derivabilidad en su dominio. 

c) Trazar su gráfica. 

 

SOLUCIÓN: 

a) Continuidad en  11 −=x  

0)3(9
3
2)(;

2
1)1( 2

1
=−−=+=−

+−→
xflímbf

x
,       como 

1

1 1( 1 ) ( ) 0
2 2x

f f x b blím
→−

− = ⇒ + = ⇒ = −  

 

continuidad en cx =2  

22( ) 9 ( 2 )
3

f c c= − − ; 2( ) ( 2 ) 2
x c

f x clím
+→

= − + , como 

2 22( ) ( ) 9 ( 2 ) ( 2 ) 2
3x c

f c f x c clím
+→

= ⇒ − − = − + ; 

040)2(9)2(;2)2(9)2(94 22
2

22 =+−−+−=−− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ cccc

 

si 20)2( 2 =⇒=− cc ; 

si IRccc ∉⇒−=−=+− 40)2(9;040)2(9 22  
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la función queda 

2

2

1 1
1

2 2

2
( ) 9 ( 2 ) 1 2

3

( 2 ) 2 2

x si x

f x x si x

x si x

− − ≤ −

= − − − < ≤

− + >

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

 

b) Derivabilidad en 11 −=x  

1' ( 1 )
2

f − = −−  

 

22

2

)2(93

)2(2

)2(92

)2(2
3
2)2(9

3
2

−−

−−=
−−

−−=−− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

x

x

x

xx
xd

d

 

 ∃/−⇒=
−

=− ++ )1('
0
2

993
)3(2)1(' ff  

 

La función no es derivable en 11 −=x . 

Derivabilidad en 22 =x  

0
093

)0(2

)2(93

)2(2)2('

2
2

=
−

−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−−

−−=

=

−

xx

xf  

] 0)0(2)2(2)2(' 2 ==−= =+ xxf  
 

Como 0)2(',0)2()2(' === +−
fff , por lo que la función es 

derivable en 2=x  luego es derivable en  { }1−−IR  
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c) Gráfica 

 

 
III.16. Calcular el área del triángulo formado por el eje de las ordenadas, la recta 

tangente y la recta normal a la curva  de xy −= 42  en el punto de 
ordenada 1  
 

SOLUCIÓN: 

Si 11 =y ,   entonces 3141 =−=x  ,    el  punto  de  tangencia es:  

)1,3(P . de   la   ecuación   xy −= 42   se  obtiene  12 −=
xd
ydy   

yxd
yd

2
1−=   la  pendiente  de  la  tangente  es 

2
1

)1(2
1 −=−=m   

 

Ecuación de la recta  tangente: )3(
2
11 −−=− xy , 052 =−+ yx ,. 

Punto de intersección con el eje de las ordenadas 

Sí 02 =x , 5=yd , 
2
5

2 =y , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
5,0A  

Pendiente de la normal; 21
=−=

m
m N . 

Ecuación de la normal; )3(21 −=− xy  052 =−− yx  
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Punto de intersección con el eje de las ordenadas. 

Si 03 =x , 53 −=y , )5,0( −B  
 

Sea el segmento AB  la base del triángulo. 

2
15

2
10

2
5)5(

2
5

=+=−−  

 

La altura del triángulo: 3=h  

Área del triángulo 

4
45

2
2

153
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=A  

4
45

=A unidades de área. 
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III.17 Dada la elipse 16256 22 =++ yyxx  Obtener las ecuaciones de las rectas 

tangentes paralelas a la recta 043 =−+ yx . 

 

SOLUCIÓN: 

Derivando implícitamente la ecuación de la elipse: 

050662 =+++ '' yyyyxx  

yxyxy' 3)253( −−=+  ; 
yx

yxy'
253
3

+
+

−=  

 

La pendiente de la tangente a la elipse en cualquier punto es: 

yx
yxm

253
3

+
+

−=  

De la ecuación de la recta: 
3
4

3
1

+−= xy ,  la  pendiente  de  la  recta es:  

3
1

−=rm  

Igualando las dos pendientes: 

3
1

253
3

−=
+
+

−
yx

yx  ; yxyx 253)3(3 +=+  

yxyx 25393 +=+  ;  16 0y = , luego 0=y  
 

Sustituyendo este valor en la ecuación de la elipse:  

16)0(25)0(62 =++x  ;   162 =x , 41 =x ,  42 −=x  
 

Los puntos de tangencia son, )04(1 ,P   y  )04(2 ,P −  
 

Las ecuaciones de las tangentes son: 

En: )04(1 ,P  )4(
3
10 −−=− xy ; 43 +−= xy ; 043 =−+ yx   

En: )04(2 ,P −  )4(
3
10 +−=− xy ; 43 −−= xy ; 043 =++ yx  
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III.18 Obtener el ángulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones: 

2xy = , 22 xy −= . 

SOLUCIÓN: 

Para determinar los puntos de intersección, se resuelven como simultáneas las 
ecuaciones. 
 
Por igualación: 22 2 xx −= , 22 2 =x ; 12 =x ; 11 =x ,  12 −=x  

121 == yy  
 
Los puntos de intersección son:  )11(1 ,P , )11(2 ,P − . 
 
Las pendientes de las rectas tangentes son: xm 21 = , xm 22 −=  
 
En  )11(1 ,P : 21 =m , 22 −=m  
 

3331
3
4

)2()2(1
22 .tan ==
−+

−−
=ϕ  3331.tanang=ϕ ;  '0853°=ϕ  

 
En )11(2 ,P − ,  el ángulo es el mismo, por simetría. 

 

III.19 Calcular el ángulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones 
 

1+= xy  ................................................ ( 1 ) 

213 xy −=  ............................................ ( 2 ) 
 

SOLUCIÓN: 

Punto(s) de intersección, resolviendo como simultáneas las ecuaciones: 

2131 xx −=+ ; 2131 xx −=+ ; 0122 =−+ xx ; 0)4()3( =+− xx  

31 =x , 42 −=x   por  lo  cual,   21 =y , IRy ∉2 ,  el único punto 

de intersección )23( ,P  
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De ( 1 ) : 1
1' ( )

2 1
x

x
f =

+
, luego, 1 1

1 1' ( 3 )
42 4

mf = = =  

De ( 2 ) : 2
213

' ( ) x
x

x
f

−

−
= ,  así que, 

2 2
3 3 3'( 3 )

213 9 4
mf = − = − = − =

−
 

3 1 6 1
142 4 4 2.88 3 51 31 84 2

tan

− −
− −

ϕ = = = − = −
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ( ϕ  es  obtuso ) 

π tan 2.8 70 21'angϕ− = = , luego  180 70 21'ϕ = −  109 39'ϕ =  
 

III.20 Demostrar que la curva de ecuación  

2 2 3 0x x y y− + − =  ..................... ( 1 )  

y  la  recta    0x y+ =  ........................................ ( 2 )  se cortan en 
ángulo recto. 
 

SOLUCIÓN: 

Puntos de intersección. Resolviendo como simultáneas las ecuaciones. 

De ( 2 )  y x= − ,  sustituyendo este valor en  ( 1 ) : 

2 2( ) ( ) 3 0x x x x− − + − − = ,  23 3x = ;  2 1x = , 1x = ±  

1 1x = , 1 1y = − , 2 1x = − , 2 1y =  

Los puntos de intersección son  1 ( 1 , 1 )P −  y 2 ( 1 , 1 )P −  
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Derivando implícitamente en )1( : 

022 =+−− '' yyyyxx ; xyxyy' 2)2( −=− ; 12
2 m

xy
xyy' =

−
−

=  

De  )2(  ' 1y = − , 12 −=m  

En  )11(1 −,P ,  1
3
3

1)1(2
)1(21

1 =
−
−

=
−−

−−
=m ; 12 −=m  

 

Las pendientes son recíprocas y de signo contrario, entonces el ángulo es recto 

°ϕ = 901 . 

En  )11(2 ,P − ,  1
3
3

)1()1(2
)1(21

1 ==
−−

−−
=m ; 12 −=m  

 

Como las pendientes son recíprocas y de signo contrario, el ángulo es recto 

°ϕ = 902  

 

III.21 Determinar el ángulo que forman al cortarse las curvas: 
 

0522 =−− yx  ........................... )1(  

07294 22 =−+ yx  ..................... )2(  
 

SOLUCIÓN: 

Puntos de intersección. Se resuelven como simultáneas las ecuaciones. 

De )1(  04599 22 =−− yx  

De )2(  07294 22 =−+ yx  

Sumando: 011713 2 =−x  
 

 11713 2 =x ; 9
13

1172 ==x ; 9±=x  31 =x , 32 −=x  

De )1(  522 −= xy ; 52 −= xy ; 2459 ±=±=−=y  
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Los puntos de intersección son: 1 ( 3 , 2 )P  ,  2 ( 3 , 2 )P − , 3 ( 3 , 2 )P −  
y  4 ( 3 , 2 )P − − . 
 
Como se trata de una hipérbola y una elipse, ambas con centro en el origen,  el 

ángulo que forman en cada punto de intersección es el mismo por simetría. 

 

De )1(  022 =− 'yyx ; 
y
xy' =  

De )2(  0188 =+ 'yyx ; 
y

y x'
9
4

−= ; 
y
xy'

9
4

−=  

 
En 1 ( 3 , 2 )P  se tiene: 
 

2
3

1

1
1 ==

y
xm  y 2

1

1
2 3

2
)2(9
)3(4

9
4 m

y
xm =−=−==  

 
Como las pendientes 1m   y  2m  son recíprocas y de signo contrario, el ángulo 

formado  ϕ   es recto  °ϕ = 90  

 

III.22 Un arco parabólico está apoyado en dos puntos a nivel, distantes m.0025  uno 

del otro. El punto más alto del arco está m.005  arriba del nivel de los apoyos. 

Calcular el ángulo que forma el arco con la vertical en los puntos de apoyo.  
 

SOLUCIÓN: 

La ecuación de la parábola es del tipo:  
2 4x p y=  

Luego 
2

( 4)
x

y
p =  

En el punto ( 12.5 , 5 )A − − ,   el valor de   p    es 

2( 12.5 ) 7.81
( 5)4

p
−

= = −
−
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Entonces  la  ecuación  es: 
2

4
x

y
p

= ⇒    
2
4 2

dy dyx x
dx p dx p

= ⇒ =

 x
xd
yd 064.0−=  

En  ( 12.5 , 5 )A − − : 0.064 ( 12.5 ) 0.80y
x

d
d

= − − =  

 

La  pendiente  de  la  recta tangente  en  A   es: 

0.80m tanα= = , luego 0.80 38.6598ang tanα = =  

38 39' 35"α =  Como 90α + ϕ =  ⇒    51 20' 25"ϕ =  
 

 

 
III.23 Un hombre de  m75.1  de estatura camina alejándose de un arbotante con 

foco a una altura de  m.504  a razón de 
min
m.44 .  ¿A razón de cuántos 

metros por minuto se alarga su sombra? 
 

SOLUCIÓN: 

mH 50.4= , 1.75h m= , .4 4d x m
d t min

=  

Longitud  de  la  sombra: y  

Se  pide 
y
t

d
d

  



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
LA DERIVADA 

 

 144

De la figura 
1.75 4.50

y x y+
=  

4.50 175 1.75y x y= + ⇒  2.75 1.75y x=  

Derivando respecto al tiempo t : 

2.75 1.75y x
t t

d d
d d

= ; 2.75 1.75 ( 4.4 )y
x

d
d

= ; 

1.75 ( 4.4 ) 2.8
2.75

yd
d t

= =  2.8d y m
d t min

=  

 

 

III.24 Una escalera de 5  metros de longitud está apoyada en un piso horizontal y 

recargada en un muro vertical. El pie de la escalera resbala alejándose del 
muro con una rapidez de 2  metros por segundo. ¿Con qué rapidez se desliza 

hacia abajo el extremo superior de la escalera cuando el pie está a 3  metros 

del muro?. 
 

SOLUCIÓN: 

s
m

t
x

d
d 2=   se pide  

t
y

d
d  cuando  mx 31 =  
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De  la  figura: 2522 =+ yx  

Derivando con respecto al tiempo t : 

022 =+
t
y

t
xx

d
dy

d
d , 

t
x

t
y

d
d

y
x

d
d

−=  

Cuando mx 31 = , mxy 41692525 2
11 ==−=−=  

Sustituyendo  valores  en  
t
y

d
d : 

501
2
3)2(

4
3 .

d
d

t
y −=−=−=   1.50d

d
y m
t s
= −  

 

 
 

III.25 En un círculo cuyo radio crece con una rapidez de cm3  por minuto, está 

inscrito un cuadrado.  ¿Con qué rapidez aumenta el área del cuadrado cuando 

el radio del círculo mide un decímetro? 

 

SOLUCIÓN: 

Se tiene, 
min
cm

t
r

d
d 3=  
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Siendo A  el  área  del  cuadrado,  se  pide  
td
Ad   cuando  mdr 1=  

Por  la  regla  de  la  cadena 
td
rd

rd
Ad

td
Ad

=  

De la figura, 22
22

2 2
22

2 rr =⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= lll  22

2 rA == l  

r
rd
Ad 4= , rr

t
rr

t d
d

d
Ad 12)3(44 ===  

Si cmmdr 101 == ,  )10(12=
td
Ad  

 
min
cm

td
Ad 2

120=  
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III.26  Un bote B  navega perpendicularmente a la costa hacia un muelle "M" a 
razón de h/mk15 . Un foco "F"  está a mk3 del muelle sobre la costa. 
¿Con qué rapidez se acerca el bote al faro cuando está a mk4  del muelle? 
SOLUCIÓN: 

h
km

t
x

d
d 15−=  

Se pide 
t
y

d
d   cuando mkx 41 =  

De la figura 922 += xy  

Derivando respecto al tiempo  t  

t
xx

t
yy

d
d

d
d 22 = ; 

t
x

y
x

t
y

d
d

d
d

=  

Cuando 41 =x , mkxy 52591692 ==+=+=  

Sustituyendo  valores  en  
t
y

d
d : 12)15(

5
4

−=−=
t
y

d
d  

h
mk

t
y

d
d 12−=  
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III.27 Se está vaciando arena  sobre un montón  de forma cónica a razón de 
min
m 3

20   

La altura del montón es siempre igual al radio de su base.  ¿Con qué rapidez  

está aumentando la altura del montón  cuando el radio mide 3  metros?. 

 

SOLUCIÓN: 

Sea V  el volumen de arena 

min
m

td
vd 3

20=    

Se pide
td
hd  cuando  mr 31 =  

hrV 2π
3
1

=  

Como rh =  , 3π
3
1 hV =   ,  luego: 

π
= vh 33  

Derivando respecto al tiempo  t   

td
vd

td
hdh

π
33 2 = , 

td
vd

htd
hd

2π
1=  

Sustituyendo  valores  
min
m

t
h .

d
d 707350≈  
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III.28 Un avión vuela a mk8  de altura en línea recta hacia la ubicación de un radar 
localizado a nivel del suelo. Si la distancia entre el avión y el radar está 
disminuyendo a razón de h/mk400 , cuando esta distancia es de mk10 , 
¿cuál es la velocidad del avión? 

 

SOLUCIÓN: 

Sea  "z"   la distancia entre el avión y el radar,  h/mk
td
zd 400=  

Se  pide 
td
xdVA =  cuando mkz 101 =  

De la figura 6422 += xz  

Derivando respecto al tiempo  ""t  

t
xx

t
zz

d
d

d
d 22 =  ; luego : AV

x
td
zd

z
td
xd ==  

Sí mkz 101 = , mkx 636641001 ==−=  

h
mkVA 3

2000
6

)400(10 ==   
h
mk.VA 66666=  
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III.29 Si un faro "F"  está en una pequeña isla a mk2  de la costa que es recta. El 
haz luminoso del faro gira a una velocidad constante de 6  grados por 
segundo. ¿Con qué rapidez va desplazándose el rayo de luz a lo largo de la 
costa en un punto que se encuentra a  mk3  del punto "P"  más cercano al 
faro? 
SOLUCIÓN: 

La velocidad angular del rayo de luz es:  
seg
rad

td
d

30
π

180
π6θ ==  

Se  pide  
td
xd  cuando mkx 31 =  

De la figura: 
2

θ xtan =  luego θ2 tanx =  

Derivando respecto al tiempo "t"  

td
dsec

td
xd θθ2 2=  ...................................... ( 1 ) 

Cuando  31 =x ,  
2
3θ =tan , por  lo  cual: 

4
131

4
91θθ 22 =+=+= tansec  

sustituyendo valores  ( 1 ),  queda  

60
π13

30
π

4
132

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥

⎦

⎤

xt
x

d
d ; 

s
mk

td
xd

x 60
π13

1

=⎥
⎦

⎤
 

En forma aproximada 
s
mk.

td
xd

x
680680

1

≈⎥
⎦

⎤  
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III.30 Empleando diferenciales, obtener un valor aproximado de 146 . 

SOLUCIÓN: 

Sea )( xxy f==  

Si 1441 =x , 121441 ==y  

1462 =x , ydyyyy ++== ≈Δ 112 146  

214414612 =−=−=Δ xxx , 2==Δ xdx  
 

Se requiere obtener yd  

08330
12
1

)12(2
2

2
)( .'f

x
xdxdxyd =====  

0833012146 .+≈ , 083312146 .≈  
 

III.31 Por medio de diferenciales, calcular un valor aproximado de 'sen 3031°  

SOLUCIÓN: 

Sea xseny =  

°= 301x , entonces, 50301 .seny =°=  

si, 'x 30312 °= , ydyyyseny ' +≈+=°= Δ 112 3031  

''x 301303031 °=°−°=Δ  

En  radianes xd....x ==≈=Δ 026180)017450(51
180
π51  

022670)026180(
2
3)026180(30 ...cosxdxcosyd ≈=°==  

31 30' 0.2267 0.5sen ° ≈ +  

31 30' 0.52267sen ° ≈  
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III.32 Se trata de pintar exteriormente un tanque elevado esférico de m.002 de radio 
con una capa de pintura de m5000.0  de espesor en fresco. Empleando 
diferenciales, calcular un valor aproximado de la cantidad de litros de pintura, 
necesarios. 
 

SOLUCIÓN: 
3π

3
4 rV = , m.r 50000=Δ ,   se  requiere  calcular   vvd Δ≈   para 

m.r 0021 =  y m.rdr 50000==Δ  

rdrrdrvd 22 π43π
3
4 ==  

32 025130)00050()2(π4 m..vd ==  

litros.vd 1325=  
 

III.33 Dada la función 132 +−= xxy  calcular yΔ y yd  

a) Para cualquier valor de x  y xΔ  

b) para 21 =x  y 10.x =Δ  

c) para 21 =x  y 010.x =Δ  

d) para 21 =x  y 0010.x =Δ  

 

SOLUCIÓN: 

a) 1)(3)( 2 +Δ+−Δ+=Δ+ xxxxyy  

=++−+Δ−−Δ+Δ+=Δ 13133)(2 222 xxxxxxxxy  

=Δ−Δ+Δ=Δ xxxxy 3)(2 2  

2)()32( xxxy Δ+Δ−=Δ  
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xxxdxyd,xdx'fyd Δ−=−== )32()32()(  

Los resultados de los incisos b), c), y d) se tienen en la siguiente tabla con 
2)()32( xxxy ΔΔΔ +−=  ,  xxyd Δ−= )32(   y  ydyx −Δ=Δ∈  

x   xΔ   yΔ   xd   xdy −Δ  

2  0.1  0.11  0.1  0.01 

2  0.01  0.101  0.01  0.0001 

2  0.001  0.001001  0.001  0.000001 

Se observa que a medida que xΔ  disminuye, la diferencia xdy −Δ  es menor 

III.34 Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete al emplear la 

diferencial de la variable dependiente en lugar de su incremento. 

2
3

2 +
=

x
xy , 2021 ., xdxx −=== Δ  

SOLUCIÓN: 

( )
( ) ( )

xd
x

xxd
x

xxxyd
22

2

22

2

2

63

2

)2(332

+

+−
=

+

−+
=  

[ ] [ ] 0333330
24(

206)4(3
2

.
)

.yd =
+

−+−
=  

0305340
6
6

245
)81(3

2

3

2)(

)(3
22

.
.

.

x
x

xx
xxy =−=

+
−

++

+
=

Δ

ΔΔ  

El  error  absoluto  es 03333300305340 ..ydye a −== −Δ   

 0027990 .ae =  

el  error  relativo  es  0916680
0305340
0027990 .

.

.
y

ee a
r ===

Δ
 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
LA DERIVADA 

 

 154

III.35 Al medir la arista de un cubo se comete un error del 1%, determinar el error 

relativo y el error en por ciento % que se comete al calcular el volumen del 

cubo con la arista medida. 

 

SOLUCIÓN: 

3xv = , xdxvd 23=  

El error en por ciento al medir la arista es 1100 =
x
xd  

El correspondiente error relativo es  010 .
x
xd =  

El error absoluto en el volumen es: 

x
xdxx

x
xdxvd 32 33 ==  

33 030)010(3 x..xvd ==  

 

El error relativo en el volumen es: 

300)010(333
3

2

..
x
xd

x

xdx
v
vd ====  

030 .
v
vd =  

 
El error en porcentaje es: 3 % 
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III.36 Obtener la diferencial de arco de la circunferencia 

222 ryx =+  

SOLUCIÓN : 

Derivando con respecto a x : 

022 =+
xd
ydyx , luego 

y
x

xd
yd −=  

Sustituyendo este valor en la expresión xd
xd
ydsd

2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  

xd
y

rxd
y

rxd
y

yxxd
y

xxd
y
xsd

2222
11

22222

==+=+=−+= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

pero, 222 xry −= , entonces: 
22 xr

xdrsd
−

=  

 

III.37 Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuación: 

( ) 2
3

2 2
3
1 += xy  

SOLUCIÓN: 

xd
xd
ydsd

2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛+= ; ( ) ( ) 2
1

22
1

2 222
3
1

2
3 +=+= xxxx

xd
yd  

( ) ( ) =++=++=++= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
xdxxxdxxxdxxsd 122121 2422

2

2
1

2

 

2 2 2( 1 ) ( 1 )d s x d x x d x= + = +  
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III.38 Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuación: 

θ−θ= seny , θ−= cosy 1  

 

SOLUCIÓN: 

θθ−= dcosxd )1( , θθ= dsenyd  

Como 

22 )()( ydxdsd +=  

 

2222 )()()1( θθ+θθ−= dsendcossd  

 

θθ+θ+θ−= dsencoscos 2221  

 

θθ−= dcos22  

 

θθ−= dcossd )1(2  



LLAA  DDEERRIIVVAADDAA  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

. 
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Obtener la derivada por el método de los 4  pasos 

III.39 432 +−= xxy  

 

III.40 
1

1
+

=
x

y  

 

III.41 
2
2

−
+=

x
xy  

 

III.42 42 += xy  

 

III.43 232 xy −=  

 

III.44 3 2−= xy  

 

Obtener la derivada de las siguientes funciones 

III.45 9624 23 −+−= xxxy  

 

III.46 
x

xxxf 53)(
2 +−=  
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III.47 
x

cxbxaxg ++=
2

)(  IRcba ∈,,  

 

III.48 
x

xy 2
2

−=  

 

III.49 ( ) ( ) 4332 23 xxy −=  

 

III.50 ( ) 32 3)( xxxf −=  

 

III.51 )74()2( 2 −= xxy  

 

III.52 )12()3( 2 +−= xxy  

 

III.53 )32()32()( +−= xxxxg  

 

III.54 
x

xxy
2423 −+=  

 

III.55 θ21 −=r  
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III.56 ( ) 322 322 tts −=  

 

III.57 3 94)( xxf −=  

 

III.58 
22

1

xa
y

−
=  

 

III.59 
3

2
)( ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

r
baxf  

 

III.60 22 xbaxy +=  

 

III.61 
2

2

4
4)(

x
xxf

−

+=  

 

Obtener la derivada y calcular su valor en el punto indicado 

III.62 29 xxy +=  ; 41 =x  

 

III.63 
2 16x

y
x
+

=  ; 31 −=x  
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III.64 
28

)(
x

xxf
−

=  ; 21 =x  

 

III.65 
s
sr

21
21

+
−=  ; 01 =s  

 

III.66 
22

22

xa
xay

−

+=  ; 11 =x  

 

III.67 3
32
32

t
ts

−
+=  ; 11 =t  

 

III.68 1θ2θ 2 +=r  ; 2θ 1 =  

 

III.69 
( )

x
xxf

21)( −
=  ; 41 =x  

 

III.70 
4

3

3

12
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−=
x
xy  ; 11 −=x  

 

III.71 ( )1
3

)( 2 +
−

= x
x

xxf ; 51 =x  
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Derivar cada una de las siguientes funciones 

III.72 
2
xsenangy =  

 

III.73 
a
xcotangxf =)(  

 

III.74 
x

secangy 1=  

 

III.75 )θ4(cscangr =  

 

III.76 xcosangy =  

 

III.77 xcosangxy 2=  

 

III.78 ( )343)( xxsenangxf −=  

 

III.79 
x

xsenangxg =)(  

 

III.80 xcosangy 3=  

 

III.81 
4

)( xtanangxxh =  

 
Comprobar las siguientes derivadas 
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III.82 39
)(

2

xsenang
x

xxf −
−

=  ; ( ) 2
3

22 9)('
−

−= xxxf  

 

III.83 
2

44)( 2 xsenangxxxg +−=  ; 242)(' xxg −=  

 

III.84 
2

24)( 2 xsenangxxh +−=  ; 
x
xxh

+
−

=
2
2)('  

 

III.85 
x

xtanangy
31
3

−
+=  ; 

1

1
2 +

=
xxd

yd  

 

III.86 24
2

12 xxxcosangy −+−= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  ; 

x
x

xd
yd −= 4

 

 

Determinar 
xd
yd  y su valor en el punto indicado 

III.87 2522 =+ yx  ; )43( ,P −  

 

III.88 1622 =− yx  ; )35( −,P  

 

III.89 32 =− yx  ; )27( ,P  
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III.90 12=yx  ; )62( ,P  

 

III.91 132 22 =+− xyxy  ; )10( −,P  

 

III.92 733 =+ yx  ; )21( ,P −  

 

III.93 122 =yx  ; )23( −,P  

 

III.94 043 22 =+− xyx  ; )11( ,P −  

 

III.95 0132 22 =+− yxyx  ; )11( ,P  

 

III.96 8)(23 =−+ yxyx  ; )24( ,P  

 

III.97 yyxyx +=+ 643 232 ; )11( ,P  
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Obtener 
xd
yd  

III.98 282 22 =++ xyxy  

 

III.99 13 323 =+− yyxx  

 

III.100 532 =+ yx  

 

III.101 π2π2 =+ ysenyx  

 

III.102 0)( =+ yxtanx  

 

III.103 1=+
y
x

x
y

 

 

III.104 
yx
yxx

+
−=2  

 

III.105 yxyyx +=+ 22  
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III.106 111 =+
xy

 

 

III.107 ( ) 11 222 −=+ xxy  

 

III.108 13
2

3
2

=+ yx  
 

Obtener
xd
yd de las funciones dadas paramétricamente  

III.109 3tx =  ; ty 3=  

 

III.110 tx 3=  ; 
t

y 2=  

 

III.111 2tx =  ; tty 33 +=  

 

III.112 
t

x 11 +=  ; 
t

y 11 −=  

 

III.113 12 2 += tx  ; 2)12( += ty  
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III.114 
1
1

+
−=

t
tx  ; 

1
1

−
+=

t
ty  

 

III.115 2−= tx  ; 122 += ty  

 

III.116 θtanx =  ; θcoty =  

 

III.117 α3 cosx =  ; α5 seny =  

 

III.118 θ2senx =  ; θcosy =  

 

III.119 tcosx 2=  ; tseny 2=  

 

III.120 tcosax 34=  ; tsenay 34=  

 

III.121 )22( tcostcosx −=  ; )22( tsentsenay −=  
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Calcular 
xd
yd , 

2

2

xd

yd  y su valor para el valor x  dado 

III.122 
xa

axay
2

+=  ; ax =1  

 

III.123 xy 325 −=  ; 31 =x  

 

III.124 92 += xxy  ; 41 =x  

 

III.125 94 22 =− yx  ; 51 =x , )0( >y  

 

III.126 034 22 =+++ yyxx  ; 21 =x , )0( <y  

 

III.127 3 2 4+= xy  ; 21 =x  

 

III.128 722 =− yx  ; 41 =x  
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Comprobar los valores de 
2

2

xd

yd
 

III.129 2)94( +−= xy  ; 32
2

2

=
xd

yd
 

 

III.130 210 −= xy  ; 4

2

2

60 −= x
xd

yd
 

 

III.131 
4

23 28
x

xxy −+=  ; 6

2

2

40166 −−+= xx
xd

yd
 

 

III.132 32 )43( −= xxy  ; )32192180()43( 2

2

2

+−−= xxx
xd

yd
 

 

III.133 
2
32

+
−=

x
xy  ; 3

2

2

)2(14 −+= x
xd

yd
 

 

III.134 xsenxy =  ; xxsenx
xd

yd cos2
2

2

+−=  

 

III.135 
xcos

y
23
1

+
=  ; 

)cos23(
8cos6cos4 22

2

2

x
xsenxx

xd

yd
+

++
=  

 

III.136 xsecy =  ; xxx
xd

yd sectansec 23

2

2

+=  
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Determinar la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la curva  

en el punto dado. 
 

III.137 xxy 33 −=  en )22( ,P  

 

III.138 
x

xy
−
+=

3
12  en )52( ,P  

 

III.139 xy =  en )24( ,P  

 

III.140 22 4 xy −=  en ( )311 ,P  y  en ( )312 −,P  

 

III.141 2 2 1x x y y+ − =  en )32( ,P  

 

III.142 922 =yx  en )31( ,P −  

 

III.143 2
2

=
−
−

yx
yx  en )13( ,P  

 

III.144 42)( 2 +=− xxy  en )26( ,P  

 

III.145 01422 =−−− yxy  en )12( ,P −  
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III.146 xytan =  en ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
π,1P  

 

III.147 23 xycosy =+  en )0,1(P  

 

III.148 162 22 =+− yyxx  en )2,3(P  

 

III.149 04422 =+−+ xyy  en )2,1( −P  

 

III.150 7249 22 =+ yx  en )3,2( −P  

 

III.151 Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia 

5822 =+ yx  que son paralelas a la recta  1973 =+ yx . 

 

III.152 Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la hipérbola 

364 22 =− yx  que son paralelas a la recta  452 =− yx . 

 

III.153 Determinar los puntos de la curva  
x

y
21

5
−

=  donde la recta tangente es 

paralela a la recta 0552 =+− yx  
 

III.154 Obtener el punto de la curva 32 2 xy = donde la recta tangente es 

perpendicular a la recta 0234 =+− yx  
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III.155 Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la curva  

02 =−+ yxyx  que sean paralelas a la recta  02 =+ yx . 

 

III.156 ¿En qué otro punto corta a la curva la recta que es normal  a 

322 −+= xxy  en  )01( ,P ? 

 

III.157 Determinar los dos puntos en los cuales la curva de ecuación 

722 =++ yyxx corta al eje de las abscisas; hacer ver que las tangentes 

a la curva en estos puntos son paralelas. ¿Cuál es el valor de la pendiente 
de estas tangentes?  

 

III.158 El cable de un puente colgante está unido a dos pilares separados entre si 

m250 y al mismo nivel. Considerando que dicho cable adquiere la forma de 

una parábola con su punto más bajo a m50 del nivel de los puntos de 

suspensión, calcular el ángulo que forma el cable con un pilar en su punto  
de apoyo. 

 

 
 

III.159 Calcular el área del triángulo que forman con el eje de las abscisas, la 

tangente y la normal a la curva 26 xxy −=  en el punto de abscisa  5 . 
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Obtener el ángulo que forman al cortarse las curvas dadas por sus ecuaciones. 

III.160 53 =+ yx  ; 42 =− yx  

 

III.161 13 −= xy  ; 23 +−= xy  

 

III.162 xy +=
4
3  ; xy −=

4
3  

 

III.163 3xy =  ; xy =  

 

III.164 2xy =  ; 3 xy =  

 

III.165 2 2 2x y+ =  ; y x=  

 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO DIFERENCIAL 
LA DERIVADA  

 

 175

III.166 Un vehículo se mueve a razón de 15 kilómetros por hora acercándose en 

línea recta a la base de una torre de  36  metros de  la altura. ¿Con qué 

rapidez se acerca al punto más alto de la torre cuando está a 48  metros. de 

la base?.  

 

III.167 Un lanchón se acerca a un muelle por medio de cable amarrado en una bita 

del muelle. El cable se enrolla en un malacate colocado en una cubierta del 
lanchón, a razón de 402 .  metros por minuto. La cubierta del lanchón esta a 

504. metros debajo del nivel del muelle. ¿Con qué rapidez se mueve el 

lanchón cuando está a 6  metros del muelle?  

 

III.168 Un tanque tiene la forma de un cono invertido, su altura es de 16  metros y su 

radio mide 4  metros. El tanque se está llenando con agua a razón de 2
metros cúbicos por minuto. ¿Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando 
la profundidad es de 5  metros?.  

 

III.169 El gas de un globo esférico escapa a razón de 2 metros cúbicos por minuto. 

Determinar la rapidez con que disminuye el área de la superficie del globo 
cuando el radio mide 201. metros.  

 

III.170 Una placa metálica de forma circular se dilata por el aumento de la 

temperatura de modo que su radio aumenta con una rapidez de 01.0

centímetros por segundo. ¿Con qué rapidez aumenta su área cuando el 
radio mide 2 decímetros? 

 

III.171 Un avión vuela a 10  kilómetros de altura en línea recta hacia un 

Aeropuerto. Si la distancia entre un avión y el Aeropuerto esta disminuyendo 
a razón de 500 kilómetros por hora cuando esta distancia es de 100  

kilómetros.  ¿Cuál es la velocidad del avión?. 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO DIFERENCIAL 
LA DERIVADA  

 

 176

III.172 Por medio de diferenciales, obtener un valor aproximado de  27 . 
 

III.173 Empleando diferenciales, calcular un valor aproximado de  3 28   
 

III.174 Obtener un valor aproximado de   3 122   por medio de diferenciales  
 

III.175 Calcular un valor aproximado de   °32cos   empleando diferenciales  
 

III.176 Obtener un valor aproximado del incremento del área de una esfera si su 

radio cambia de m.r 2011 =   a  m.r 2212 =  

 

III.177 Calcular aproximadamente el incremento del volumen de una esfera cuando 

su radio cambia de mcr 801 =  a    mcr 772 = . 

 

III.178 El radio de la base de un cono mide mc30  y la altura del cono cambia de 

mch 851 =   a  mch 892 = ;  empleando diferenciales, calcular un valor 

aproximado del incremento de su volumen.  
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III.179 Empleando diferenciales calcular aproximadamente el incremento del área 

total de un cilindro circular recto cuando:  

 
a) El radio m.r 0011 =  de la base permanece constante y la altura 

m.h 5021 =  se  incrementa  en  mc.h 52=Δ . 

 
b) La altura m.h 5021 =  permanece constante y el radio de la base 

cambia  de  m.r 0011 =  a mcr 982 = .  
 

III.180 Dada 12 += xy   obtener yΔ ,  yd  y  ydy −Δ para  31 =x   y  

020 .x =Δ  

 

III.181 Si 
2

1

x
y = , 21 =x ,  010 .x =Δ , calcular yd  y ydy −Δ . 

 

III.182 Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete si se emplea la 

diferencial yd  en lugar del incremento yΔ  cuando 542 −+= xxy , 

11 =x , 30 .x =Δ . 

 

III.183 Calcular el error relativo y el error en porcentaje que se cometería si se toma  

la diferencial  yd  en lugar del incremento yΔ  siendo 32 23 +−= xxy , 

21 =x , 050 .x =Δ . 
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IV.1 Investigar si el Teorema de Rolle es aplicable a la función 

4
2

)(
2

+−= xxxf  

en el intervalo [ ]20 , , en caso afirmativo determinar el valor de x  en donde 

se verifica. 

 

SOLUCIÓN: 

a) La función es continua en el intervalo [ ]20 ,  por ser entera. 
 
b) La función es derivable )20( , por ser entera. 
 

c) ( ) ( 0 ) 4f a f= = , 442
2

2)2()(
2

=+−== fbf ,. Luego 

)()( bfaf = . 
 

El Teorema sí es aplicable. 

1)( −= xx'f  

10)( 11 =⇒= xx'f  

 

El Teorema se verifica en  )20(11 ,x ∈=  

 

IV.2 Dada la función 225)( xxf −= investigar si es aplicable el Teorema de 

Rolle en el intervalo [ ]44 ,− . En caso afirmativo determinar el valor de x  en 

donde se verifica el Teorema. 

 

 SOLUCIÓN: 

a) La función es continua en el intervalo [ ]44 ,−  por ser irracional con 

dominio [ ]55 ,− . 
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b) La función es derivable en el intervalo )44( ,− , ya que 

225
)(

x

xx'f
−

=  

 
c) 391625)4()( −==−−=−= faf  

391625)4()( −==−−== fbf  

)()( bfaf =  

 
se cumplen las condiciones de la hipótesis del Teorema, luego es aplicable. 

)44(0
25

0)( 1
2

,x
x

xx'f −∈==
−

⇒=  

El Teorema se verifica en 01 =x  
 

IV.3 Investigar si se satisfacen las condiciones del Teorema de Rolle en el intervalo 

[ ]21 ,−  para la función 

22)( 23 +−−= xxxxf  

En caso afirmativo, obtener el valor o los valores de x  donde se cumple el 
Teorema. 

 

SOLUCIÓN: 

Como la función es polinómica, es continua y derivable para todo valor de x , 

luego se satisfacen las dos primeras condiciones del Teorema de Rolle. 
Específicamente, la función es continua en el intervalo [ ]21 ,−  para la tercera 

condición 
 

02121)1()( =++−−=−= faf  

( ) ( 2 ) 8 8 2 2 0f b f= = − − + =  

)2()1( ff =− ,  por lo cual se cumple la tercera condición del Teorema, 

)()( bfaf = . 

Derivando, 143)( 2 −−= xxx'f  
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Haciendo 01430)( 2 =−−⇒= xxx'f  

Al resolver esta ecuación se obtiene, 

3
72

6
284

6
12164 ±

=
±

=
+±

=x  

3
72

1
+

=x , 
3

72
2

−
=x  

Ambos valores  están en el intervalo abierto )21( ,− , en los dos se cumple el 

Teorema de Rolle. 
 

IV.4 Investigar si se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle para la función 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−

<−
=

132

12
)(

2

xsix

xsix
xf  

en el intervalo ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
52 , . Si es así determinar el valor o los valores de x

para los cuales se verifica el Teorema. 
 

 SOLUCIÓN: 

a) Condición de continuidad. La única posibilidad de discontinuidad se 

presenta  en  11 =x  132)1( −=−=f , 

121)2()( 2

11
−=−=−= −→−→

xlímxflím
xx

;

132)32()(
11

−=−=−=
+→+→

xlímxflím
xx

; 

1)()(
11

−==
+→

−→
xflímxflím

xx
,  luego  existe 1)(

1
−=

→
xflím

x
, 

entonces 
1

( ) ( 1 )
x
lím f x f
→

=  y la función es continua en 11 =x  y es 

continua en el intervalo ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
52 , . 
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b) Condición de derivabilidad. También para 11 =x  se tiene la única 

posibilidad de que la función no sea derivable ' ( 1 ) 2(1) 2f− = = , 

2)1( =+'f ; como 2)1(2)1()1( =⇒== +− 'f'f'f . La función 

es derivable en 11 =x  y el intervalo ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
52 , . 

 

c) Condición )()( bfaf = ; 2( ) ( 2 ) ( 2 ) 2 2f a f= − = − − = ; 

235
2
5)( =−== ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛fbf ;  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

2
5)2( ff , se cumple 

también la tercera condición del Teorema. 

 

Ahora, xx'f 2)( =  para 12 <<− x  

 2)( =x'f  si 
2
51 <≤ x  

solamente en 12 <<− x  se puede tener 0)( 1 =x'f , para esto 02 =x ,  

01 =x ,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
521 ,x . 

El Teorema se verifica en 01 =x . 
 

IV.5 Si el Teorema de Rolle es aplicable a la siguiente función en el intervalo 

[ ]40 , , aplicarlo y determinar el o los puntos en que se verifica. Si no es 

aplicable, explicar las causas de esto. 
 

2
4)(

2

+
−=

x
xxxf  

 SOLUCIÓN: 
2 4( )

2
x xf x

x
−

=
+

 es discontinua para 21 −≠x , luego es continua en el 

intervalo [ ]40 , , se satisface la primera condición del Teorema de Rolle 
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Derivando se obtiene 
2

2

)2(
84)(

+

−+=
x

xxx'f , se ve que la función es 

derivable también para todo valor 21 −≠x  por lo cual es derivable en el 

intervalo )40( ,  y se cumple la segunda condición del Teorema. 

 

Finalmente, 0
2
0)0()( === faf ;  0

6
0)4()( === fbf  

)4()0( ff = , se cumple la tercera condición del Teorema, por lo cual si 

es aplicable. 

0840)( 2 =−+⇒= xxx'f  

Resolviendo esta ecuación se obtienen, 3221 +−=x  y  

3222 −−=x . 

El Teorema se verifica  para ( )1323221 −=+−=x , 

( ) )40(132 ,∈−  

)40(3222 ,x ∉−−=  

 

IV.6 Investigar si es aplicable el Teorema de Rolle para la función 

( )
2
3( ) 3 2f x x= − −  

en el intervalo [ ]106 ,− . En  caso  afirmativo  determinar  el  o  los valores de 

x donde se verifica, en caso negativo decir porqué no es aplicable. 

 

SOLUCIÓN: 

La función es continua para todo valor de x , luego es continua en el intervalo 

[ ]106 ,− . 
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La derivada es ( )
3

3
1

23
22

3
2)(

−
−=−−= −

x
xx'f  

Se observa que para 21 =x  la derivada no existe y el valor 2  pertenece al 

intervalo )106( ,− , entonces la función no es derivable en este intervalo por 

lo cual el Teorema de Rolle no es aplicable. 

 

Observando la gráfica de la función se nota que en el punto )32( ,A , no 

tiene tangente y que en ningún punto de ella la recta tangente es paralela al eje 

de las abscisas. 

 

 
 

IV.7 La  función  xtanxf =)(  tiene  valores  iguales  para  01 =x  y π2 =x . 

¿Es aplicable el Teorema de Rolle para esta función en el intervalo [ ]π0 , ? 

 

SOLUCIÓN: 

En efecto, 00)( == tanxf  y 0π)π( == tanf , esto implica que se 

cumple la tercera condición de la hipótesis del Teorema de Rolle, sin embargo 

para 
2
π

3
=x  la función es discontinua, dado que ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
πf no existe, y como 

[ ]π0π
2

,∈ , xtanxf =)(  no es continua en el intervalo considerado, por 

lo cual no es aplicable el Teorema de Rolle. 
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IV.8 Investigar si el Teorema del Valor Medio de Cálculo Diferencial es aplicable a la 
función 

76102)( 23 +−−= xxxxf  

en el intervalo [ ]31 , , en caso afirmativo determinar el o los valores de x en 

donde se verifica. 

 

SOLUCIÓN: 

La función es continua en el intervalo [ ]31 ,  y es derivable en el intervalo 

)31( , por ser entera, por lo cual el Teorema si es aplicable. 

6206)( 2 −−= xxx'f  

776102)1( −=+−−=f  

477)3(6)9(10)27(2)3( −=+−−=f  

20
2
40

13
747)()( −=−=

−
+−=

−
−

ab
afbf  

206206)()()( 2 −=−−⇒=
−
− xxx'f

ab
afbf  

07103

014206

2

2

=+−

=+−

xx

xx
 

6
410

6
1610

6
8410010

)3(2
7)3(410010 ±=

±
=

−±
=

−±
=x  

3
7

6
14

1 ==x ; 31 1 << x  

)31(1
6
6

2 ,x ∉==  

El  teorema  se  verifica  en 
3
7

1 =x  
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IV.9 Verificar  que para la función 2)( += xxf  en el intervalo [ ]22 ,−  se 

satisfacen las condiciones de la hipótesis del Teorema del Valor Medio del 

Cálculo Diferencial y determinar el valor 
1

x  donde se cumple la tesis del 

teorema. 

 

SOLUCIÓN: 

El dominio de esta función irracional es 

{ }2−≥= xxD f  

luego es continua en el intervalo [ ]22 ,−  y es derivable en el intervalo 

)22( ,−  ya  que 

22
1)(
+

=
x

x'f  

El Teorema es aplicable. 

Se tiene 022)2()( =+−=−= faf  

 222)2()( =+== fbf  

( ) ( ) 2 0 1
2 ( 2 ) 2

f b f a
b a
− −

= =
− − −

 

1

( ) ( ) 1 1( )
2 2 2

f b f a f x
b a x

−
= ⇒ =

− +
'  

121 =+x , 121 =+x , )22(11 ,x −∈−=  

El Teorema se cumple en 11 −=x  
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IV.10 Sabiendo que 343)( 2 −+= xxxf es continua y derivable para todo valor 

de x  y considerando que el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial 

se cumple para 21 =x , determinar el valor de  b   si  1=a  

 

SOLUCIÓN: 

Se tiene, 4343)1()( =−+== faf  

343)( 2 −+= bbbf  .......... )1(  

164)2(646)( 11 =+=+= xx'f  

Según la tesis del Teorema, 

ab
afbfx'f

−
−= )()()( 1  , bxa << 1  

Luego ,  )()()()( 1x'fabafbf −+=  

16164)16()1(4)( −+=−+= bbbf  

1216)( −= bbf  .................. )2(  

De  )1(  y  de )2(  , 1216343 2 −=−+ bbb  

23 12 9 0b b− + =  

0342 =+− bb  

130)1()3( 21 ==⇒=−− bybbb  

Evidentemente el valor pedido es 31 =b  
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IV.11 Empleando el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial, calcular en 

forma aproximada  6 65  

 

SOLUCIÓN: 

Sea 6)( xxf = ,  6 65)65( =f ,   como 642 6 = , conviene tomar 

64=a  y  65=b . 

 

Por el Teorema,  )()()()( 1x'fabafbf −+=  

Derivando la función propuesta, 6
1

)( xxf = ; 

( )
5

5
6

6

1 1( )
6 6

f x x
x

−
= ='  

 

Tomando 641 =x  resulta 

( ) 51
6

1 1 1( )
6 ( 32 ) 1926 64

'f x = = =  

Considerando este valor en )1( , queda, 

00522
192

12
192

16465)65( 66 .f =+=+≅=  

El resultado es: 00522656 .≅  
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IV.12 En un cuerpo prismático de m.001  de  altura se hizo una perforación cilíndrica 

de mc10  de diámetro. Empleando un taladro se agranda la perforación hasta 

tener un diámetro de mc.410 . Determinar la cantidad de material extraído. 

 
a) Empleando el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial. 

b) Por medio de incrementos 
 

SOLUCIÓN: 

Sea cmx 5
2

10
1 == el radio inicial de la perforación y  cm..x 25

2
410

2 ==  el 

radio final de la misma. 

 

a) El volumen de la perforación es el del cilindro, hxxfV 2π)( == , para 

mcm.h 100001 ==  2π100)( xxf = que es una función continua y 

derivable para todo valor de x . 

 

Según el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial 

)()()()( 1x'fabafbf −=−  .................................................... )1(  
 

La cantidad de material extraído es )()( afbfV −=Δ  como 

xx'f π200)( = , tomando cmx 51 =  se obtiene por )1( , 

( 5 2 5 ) 200 π ( 5 ) 200 π.VΔ = − =  

332628 mc.V ≅Δ  

 

b) Como 12 VVV −=Δ        
2100 πV xΔ =  

[ ] π2045)25(π100 22 =−=Δ .V  388640 cm.V ≅Δ  
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IV.13 Aplicando el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial, obtener una cota 

superior del error que se comete al considerar que   2345 ≅    

 

SOLUCIÓN: 

Sea 5
1

5)( xxxf ==  entonces, 
( ) 455

1)(
x

x'f =  , )( xfy =  es 

una función continua y derivable para todo 0>x ;  aplicando el teorema 

indicado a esta función en el intervalo [ ]3432 , . 

⇒−=− )()()()( 1x'fabafbf  

( ) 45
1

55

5

1)3234(3234
x

−=−  ....................................... )1(  

Si se toma 321 =x , ( ) ( ) 80)2(5325 44545
1 ===x  

 

Sustituyendo este valor en )1( queda, 
 

5 134 2 2 0.025
80

− = =  

 

Esto implica que el error que se comete es menor que 0.025, ya que el valor 

exacto de 1x  es mayor que 32 ,  lo cual hace que  )( 1x'f   en realidad sea 

menor que  
80
1 , )()( 1x'fab −  será  menor  que 0250

40
1 .=  
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IV.14 Obtener los valores máximos y mínimos relativos de la función  

x
xxf 14)( +=  

SOLUCIÓN: 

La primera derivada de la función es: 
2

14)(
x

x'f −=  

0140)(
2

=−⇒=
x

x'f ; 
4
12 =x  

2
1

1 −=x , 
2
1

2 =x , que son los valores críticos. 

 

La segunda derivada es:  

34

22)(
xx

xx''f ==  

 

Para 
2
1

1 −=x ; 

016

2
1

2
2
1

3
<−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −''f  

 por lo cual 4

2
1

1
2
14

2
1 −=

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −f  es un máximo relativo. 

Para 
2
1

2 =x , 

016

2
1

2
2
1

3
>=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛''f  

Por lo cual 4

2
1
1

2
14

2
1

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  es un mínimo relativo 
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IV.15 Determinar los máximos y mínimos relativos de la función  

5)3(3 2 −−= xy  

SOLUCIÓN:  

Derivando,  
3

3
1

33
2)3(

3
2

−
=−=

−

x
x

xd
yd   

 

No hay valores de  x   que anulen a la derivada, pero  3
1
=x  la hace 

discontinua. 

0033

0033

3

3

>⇒<−⇒>

<⇒<−⇒<

xd
ydxx

xd
ydxx

 

 

Como la derivada cambia de signo de )( − a )( + al pasar x  creciendo por 

3
1
=x , se tiene un mínimo relativo para 3

1
=x  cuyo valor es, 

3( 3 ) 0 5 5f = − = −  

 

IV.16 Para la función  3( ) 3 2f x x x= − + , obtener 

a) Los intervalos donde es creciente o decreciente. 

b) Sus valores máximos y mínimos relativos. 

c) La orientación de la concavidad y los puntos de inflexión de su gráfica. 

d) Trazar su gráfica. 
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SOLUCIÓN:  
2 2' ( ) 3 3 3 ( 1 ) 3 ( 1 ) ( 1 )f x x x x x= − = − = + −   

Valores críticos,  10)( 1 −=⇒= xx'f , 12 =x  

xx"f 6)( = ; 00)( 3 =⇒= xx"f  

 

x  
 

1+x  
 

1−x  
 

)( x'f  
 

)( x"f  
 

)( x"fy =  
 

Gráfica 
 

1−<x  
 

−  
 

−  
 

+  
 

−  
 

creciente 
 

∩  

1
1

−=x  0   0  −  4=
R

M  ∩  

01 <<− x +  − − − decreciente ∩  

0
3
=x  +  −  −  0  decreciente )20(I ,

10 << x  +  − − + decreciente ∪  

1
2
=x  +  0  0  +  0=

R
m  ∪  

1>x  +  + + + creciente ∪

 
Máximo relativo 4)1( =−= fM R  

Mínimo relativo,  ( 1 ) 0Rm f= =  

Punto de inflexión, )20(I ,  
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IV.17 Dada la función  3 4( ) 2 4 3f x x x= + − ,  determinar: 

a) Los intervalos donde es creciente o decreciente. 

b) Sus valores máximos y mínimos relativos. 

c) Los puntos de inflexión y la orientación de la concavidad de su gráfica. 

e) Trazar su gráfica. 

 

SOLUCIÓN:  
2 3 2' ( ) 12 12 12 ( 1 )f x x x x x= − = −   

Valores críticos, 00)( 1 =⇒= xx'f , 12 =x  

)32(123624)( 2 xxxxx"f −=−= ; 

00)( 1 =⇒= xx"f , 
3
2

3 =x  

 

x  
 

)( x'f  
 

x  
 

x32 −  
 

)( x"f
 

)( xfy =  
 

Gráfica 
 

0x <  
 

+  
 

−  
 

+  
 

−  
 

creciente 
 

∩  

0
1
=x  0  0   0   )20(I ,  

3
20 << x  +  +  +  +  creciente ∪  

3
2=x  +  +  0  0  creciente ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

27
70

3
2

2I ,

1
3
2

<< x  +  +  −  −  creciente ∩  

1
2
=x  0  +  −  −  3=

R
M  ∩  

1>x  −  + − − decreciente ∩  
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2)0( =f  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

43

3
2

3
242

3
2f  

=−+=
27
16

27
322  

70 2 5926
27

.= −=  

3342)1( =−+=f  

Máximo  relativo, 3=
R

M  

 
 

IV.18 Analizar la función 

11812103)( 234 −+−−= xxxxxf  

 determinando: 
a) Los intervalos donde es creciente o decreciente. 

b) Sus valores máximos y mínimos relativos. 

c) De su gráfica, la orientación de la concavidad y los puntos de inflexión. 

f) Trazar su gráfica. 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
VARIACIÓN   DE   FUNCIONES 

 198

SOLUCIÓN:  

3 2' ( ) 12 30 24 18 6 ( 1 ) ( 2 1 ) ( 3 )f x x x x x x x= − − + = + − −   

)2()13(12)4106(6)( 2 −+=−−= xxxxx"f  

1' ( ) 0 1f x x= ⇒ = − ; 
2
1

3 =x ; 35 =x  

3
1)( 2 −=⇒= xx"f ; 24 =x  

 
 

x  
 

)( x'f
 

)( x"f
 

)( xf  
 

Gráfica 
 

1−<x  
 

−  
 

+  
 

decreciente 
 

∪  

1
1

−=x  0  +  18)1( −=−f.Min  ∪  

3
11 −<<− x  +  +  creciente ∪  

3
1

2
−=x  +  0  creciente ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

27
214

3
1

2I

2
1

3
1 <<− x  +  −  creciente ∩  

2
1

3
=x  0  −  

16
63

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f.Max  ∩  

2
1

3
=x  −  −  decreciente ∩  

2
4
=x  −  0  decreciente )452(2I −,  

32 << x  −  + decreciente ∪  

3
5
=x  0  +  82)3( −=f.Min ∪  

3>x  +  + creciente ∪  
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4 3 2( ) 3 10 12 18 1f x x x x x= − − + −  

 

 

IV.19 Determinar los valores máximos y mínimos absolutos y relativos de la función 

2 5
3 3( ) 5 3f x x x= − − , [ ]41 ,x −∈  

SOLUCIÓN:  

2
21 3
33

1 11
3 33

10 5 10 5 10 5 5 ( 2 )' ( )
3 3 3 3 3

x x xf x x x
x xx

− − −
= − = − = =  

valores críticos 

020)( =−⇒= xx'f , 21 =x  

donde 'f  no está definida 02 =x  
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0)(01 <⇒<<− x'fx  , )( xfy =  es decreciente 

0)(20 >⇒<< x'fx , )( xfy =  es creciente 

0)(42 <⇒<< x'fx , )( xfy =  es decreciente 
 

33)1()1(5)1( =−−−+=−f  

3)0( −=f  
5 2 2
3 3 3( 2 ) 5 ( 2 ) 2 3 3 2 1f

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

76220.1)1587401(3)2( =−= .f  

343)45(434)4(5)4( 3
2

3
2

3
5

3
2

−=−−=−−=f  

48016.03519842)4( −=−= .f  

se deduce que 

El máximo absoluto es 
3)1( =−= fM A  

El mínimo absoluto es 
( 0 ) 3Am f= = −  

RM.f == 762201)2(  es máximo relativo. 
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IV.20 La suma de un número positivo  "z"   más el doble de otro número positivo  
"x"  debe ser 16 ,  determinar dichos números de tal forma que su producto 

sea el mayor posible. 
 

SOLUCIÓN:  
162 =+ xz , luego xz 216 −=  

Producto: xzP =  

El producto en términos de x  es 

xxxP )216()( −=  
2216)( xxxP −=  

xx'P 416)( −=  

04160)( =−⇒= xx'P , 41 =x  

 
0)(4 >⇒< x'Px  

0)(4 <⇒> x'Px  

Luego )( xP  es máximo para 41 =x  8)4(2161 =−=z  

Los números pedidos son: 81 =z , 41 =x  

 

IV.21 La suma de tres números positivos es 30   y la suma del primero más el doble 
del segundo más el triple del tercero es  60 ,  determinar estos números de 
modo que su producto  de los tres sea el mayor posible. 

 

SOLUCIÓN:  

sean: x , y , z  los números 

Se debe tener 30=++ zyx  .................................. )1(  

Por otra parte  6032 =++ zyx  .............................. )2(  

El producto de los tres números es,  zyxP =  .............. )3(  
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Multiplicando en )1( por  2− ,  60222 −=−−− zyx  

Sumando con )2(  miembro a miembro 6032 =++ zyx  
 0=+− zx  
 

Luego  z x=  ............................... )4(   

Multiplicando en  )1(  por  3− , 90333 −=−−− zyx  
 6032 =++ zyx  
 2 30x y− − = −  

Por lo cual 302 +−= xy  .................. )5(  

 

Sustituyendo )4( y )5( en )3(  

xxxP )302( +−= , queda 23 302)( xxxP +−= , )0( ∞= ,D p  

 

Derivando, xxx'P 606)( 2 +−= , 6012)( +−= xx"P  

 

Si 0)10(60)( =+−⇒= xxx'P , 101 =x , pDx ∉= 02  

Para el valor crítico 101 =x , 0)10( <"f ,  entonces  )10(P  es 

máximo. 
1030)10(210 11 =+−=⇒= yx  

101 =⇒ z  

Los números pedidos son  10=x , 10=y , 10=z  
 

IV.22 Con 200 metros lineales de cerca se va a circundar un terreno rectangular uno 

de cuyos lados es un muro ya construido ¿ De qué dimensiones debe ser el 

terreno para que su área sea máxima?  Calcular el área máxima. 
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SOLUCIÓN: 

Sea  "y"  el área del terreno zxy =  pero xz 2200 −=  entonces 

)2200( xxy −= ; 22200 xxy −=  

 

El dominio de esta función es )1000( ,D y =  x
xd
yd 4200 −= ; 

50042000 1 =⇒=−⇒= xx
xd
yd  es el valor crítico. 

 

050 <⇒<
xd
ydx  

050 >⇒>
xd
ydx  

 

Para  501 =x ,  el área 1y   es máxima mxz 1002200 11 =−= ; 

2
1 5000)100(50 my ==  

 

Respuesta: mx 50=  mz 100=  

 Área máxima, 25000 my =  
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IV.23 A partir de una lámina cuadrada de mc60 por lado se va a fabricar una caja 

en forma de prisma recto sin tapa cortando cuadrados de lado "x"  en las 

esquinas y doblando las cejas resultantes hacia arriba. Determinar la capacidad 
máxima de la caja y el valor correspondiente de  "x" . 

 
SOLUCIÓN: 

Capacidad, xyV 2=  
 
De la figura, xy 260 −= , luego xxxV 2)260()( −=  
 
cuyo dominio es  )300( ,D v =  

( ) 12 ( 10 ) ( 30 )'V x x x= − −  

Haciendo 0)( =x'V  se tienen los valores críticos vDx ∈= 101  

vDx ∉= 302  

 
)402(12)( −= xx''V  0)20(12)10()( 1 <−== ''Vx''V  luego 

)10()( 1 VxV =  es el valor máximo de la capacidad. 

 

[ ] 2 2 2 3( 10 ) 60 2 ( 10 ) 10 60 20 10 40 10 16000V cm= − = − = =( ) ( ) ( )  

Respuesta: 316maxV d m=  mcx 10=  
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IV.24 Se desea circundar con una cerca un terreno rectangular de área fija y después 

dividir el terreno en dos lotes con una cerca paralela a uno de los lados. Hallar 

la razón en que deben estar las longitudes de los lados del terreno para que la 

longitud total de la cerca sea mínima. 

 
SOLUCIÓN: 

Área, baA =  

Longitud de la cerca 

2 3a bl = +  

Si 
a
bxxab =⇒= , 

2 A
A a a x a x a

x
= = =∴

Entonces, 
2 3

( ) 2 3
A A A x

x Ax
x x

l +
= + =  

( ) 13 2 3
2

( )

x A A A x
xd l x

d x x

− +

=  

xx

)xxA

xx

xAAAx

2

326(

2

3232 −−
=

−−
=  

xx

xA

2

)23( −
=  

Si ( ) 0 3 2 0d l x x
d x

= ⇒ − = , 
3
2

1 =x  

Si  1xx < , ( ) 0d l x
d x

<  si 1xx > , ( ) 0d l x
d x

> , luego 

( )l x  es  mínima  para 
3
2

1 =x  ab
3
2= , o bien ba

2
3

=  
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IV.25 Determinar las dimensiones del rectángulo de máxima área que puede 

inscribirse en un círculo de radio  m.001 . 

 

SOLUCIÓN: 

El  diámetro  del  círculo  es  igual  a  la  diagonal  del rectángulo y mide 

m.002  

El área del rectángulo es: 

yxz =  

Pero 

222 44 xyyx −=⇒=+

entonces: 

24 xxz −=  
 

2

2

2

22
2

2 4

24

4

44
42

2

x

x

x

xxx
x

xx
xd
zd

−

−
=

−

−+−
=−+

−

−
=  

2

2

4

24

x

x
xd
zd

−

−
=  

Si 0240 2 =−⇒= x
xd
zd , 22 =x , 21 =x  

Si 021 >⇒=<
xd
zdxx ,  si 021 <⇒=>

xd
zdxx , 

para 21 =x ,  1z  es  máxima. 

2241 =−=y  

Se trata de un cuadrado de lado 1 2 1.4142x m=  
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IV.26 Un tanque en forma de prisma de base cuadrada con tapa se va a construir con 
placa metálica. La placa para el fondo y la tapa cuesta 0030.$  por 2m  y para 

las paredes laterales cuesta 0020 .$  por 2m .  La capacidad del tanque debe 
ser de 0001, litros, dimensionarlo para que su costo sea mínimo. 
 
SOLUCIÓN: 
Costo: )20(4)30(2 2 hxxy +=  

hxxy 8060 2 +=  

Capacidad: 32 1 mhxV == , luego 
2

1

x
h =  sustituyendo en el costo, 

2

2 8060
x

xxy +=  

x
xxfy 8060)( 2 +==  

2

3

2

8012080120)(
x

x

x
xx'f −=−=  

0801200)( 3 =−⇒= xx'f , 23 3 =x , 
3
23 =x , 3

1 3
2=x  

Si 0)(1 <⇒< x'fxx  si 0)(1 >⇒> x'fxx  

para 3
1 3

2=x ,  )( 1xf  es mínimo. 33

3
2

1 252
4
9

3
2

1 .h ==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=  

Dimensiones pedidas: m.x 87330
3
23

1 ==  m..h 311212523
1 ==  
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IV.27 Un anuncio luminoso de forma rectangular debe tener 236 m  de área. En los 
cuatro lados tendrá franjas no iluminadas de mc50  de ancho en los lados 
horizontales y de mc60  de ancho en los verticales. Proponer las dimensiones 
para que el rectángulo iluminado resulte de la mayor área posible. 
 

SOLUCIÓN: 

El área total es 

x
zzx 3636 =⇒= ; 0>x  

El área del rectángulo iluminado es 

36( ) ( 1.20 ) 1f x x
x

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Derivando se obtiene 

13636)201()(
2

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

xx
.xx'f  

2
36 1.2 ( 36 ) 36 1

100x x x
= − + + −  

12043)(
2

−=
x

.x'f  

120430)(
2

=⇒=
x

.x'f , 20432 .x = , 20431 .x =  

La segunda derivada de la función es : 

0040862)2043()(
34

>∀<−=−= x
x

.

x

x.x"f  

Luego para el valor critico  20431 .x = el área )( xf  es máxima. 

Para  20431 .x = , 
2043

36
1

.
z =  

Las dimensiones pedidas son , aproximado el valor de la raíz cuadrada. 
6 57x . m= , m.z 485=  
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IV.28 Se construirá un tanque de forma prismática de base cuadrada con tapa, 

soldando placas de acero que deben totalizar 220 m . Dimensionar el tanque de 

tal manera que el cordón de soldadura necesario, sea de la menor longitud 
posible. 

 
SOLUCIÓN: 
Longitud de soldadura: 

hxy 48 +=  

Área de las placas: 
22 2042 mhxx =+  

Despejando h : 

x
xh

2
10 2−= ;  luego: 

x
xx

x
xxxfy

222 2208
2

1048)( −+=−+==  

x
xxf 206)(

2 +
= ;  el dominio de esta función es,  ( )0 , 20fD =   

2

2

2

22

2

2 20620612)206()12()(
x

x

x

xx

x

xxxx'f −=−−=+−=  

0206)( 2 =−⇒ xx'f ; 103 2 =x ; 
3

102 =x ; fDx ∈=
3

10
1  

fDx ∉−=
3

10
2  

Sí  0)(
3

10
1 <⇒=< x'fxx ;  si 0)(

3
10

1 >⇒=> x'fxx ; 

Entonces )( x'f  es un mínimo 11 3
10

10)3(2

320

3

10
2

3
1010

xh ===
−

=  

El tanque debe tener la forma de un cubo cuya arista es: m.x 82571
3

10
1 ==  
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IV.29 Tres lados de un trapecio miden mc10  cada uno. ¿De qué longitud debe ser el 
cuarto lado para que el área del trapecio sea máxima? 

 
SOLUCIÓN: 

Área hxA
2

10+
=  

2
10−

=
xa  

2
222

2
10100)10( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−= xah

4
20300 2

2 xxh −+=  

220300
2
1 xxh −+=  

Sustituyendo este valor en el área 

22 20300)10(
4
120300

2
1

2
10 xxxxxxA −++=−+

+
=  

2

2
20300

4
1

203002

220)10(
4
1 xx

xx

xx
xd
Ad −++

−+

−+=  

2

22

2

2

203004

20300100

203004

20300)10()10(

xx

xxx

xx

xxxx
xd
Ad

−+

−++−
=

−+

−++−+
=  

2 2

2 2

2 400 20 200 10

4 300 20 2 300 20

d A x x x x
d x x x x x

− + + − + +
= =

+ − + −
 

0200100 2 =−−⇒= xx
xd
Ad ; 0201 <⇒=>

xd
Adxx ,  luego 

A  es  máxima  para  mcx 201 =  
Si 2300 20 0x x+ − =   

 
Para esta ecuación 102 −=x  y 3 30x = ,  para los cuales "A"  no 
puede ser máxima. 
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IV.30 En la construcción de un tanque cilíndrico sin tapa con lámina de acero, se deben 
emplear mc600  de cordón de soldadura. Determinar el radio y la altura del 
tanque que hagan que su capacidad sea máxima. 
 

SOLUCIÓN: 
 

Capacidad: hrV 2π= ; 

soldadura:  600π2 =+ hr ;  rh π2600 −=  

Luego:  )π2600(π 2 rrV −=  ⇒  [ ]' 6π 200 πV r r= −  

Si 0 200 π 0d v r
d r

= ⇒ − = ; mc.r 66263
π

200
1 ==   

01 >⇒<
rd
vdrr ; 01 <⇒>

rd
vdrr , luego 

π
200

1 =r  hace 

que V  sea máxima. 

mch 200
π

200π26001 =−=  

Respuesta:  mc.r 66263
π

200
1 == , mch 2001 =  
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IV.31 En una esfera de m1  de radio está inscrito un cono de radio y altura variables. 

Determinar las dimensiones del cono de  modo que su volumen sea el mayor 
posible. 
 

SOLUCIÓN: 

Volumen del cono: hrV 2π
3
1

=  

En el triángulo OCA  

222 2)1(1 hhhr −=−−=  

Sustituyendo 2r  en V  

( )322 2
3
π2

3
π hhhhhV −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=  

El dominio de V   es  )20( ,D v =  

( )234
3
π hh

hd
Vd

−=  

0340 2 =−⇒= hh
hd
Vd ; 0)34( =− hh , 

3
4

1 =h ; vDh ∉= 02  

)32(
3
π2)64(

3
π

2

2

hh
hd

Vd
−=−= ; para 

3
4

1 =h , 0
3
π4

2

2

<−=
hd

vd  

Luego V  es máximo para 
3
4

1 =h  

3
8

9
1624

9
16

3
8

3
4

3
422

2
2

111 =
−

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= hhr

 
Las dimensiones del cono de volumen máximo son: 

m.r 94280
3

22
1 == ,  m.h 33331

3
4

1 ==  
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IV.32 Se va a instalar una línea telefónica siguiendo la trayectoria DCA  de la figura. 
Los puntos C,B  y D  están sobre un camino recto, el tramo AC  es a campo 
traviesa. El costo de la línea en el tramo  CD  es de 000009 .,$ Km   y en el tramo 
AC  es  de 0000015 .,$  por Km . Determinar la distancia del punto C  al punto D  
para que el costo total de la línea sea el menor posible. 
 
SOLUCIÓN: 

92 += xCA , xCD −= 4  

Costo total: )4(9000915000 2 xxC −++= ; )40( ,D c =  

9

9900015000
9000

9

15000
2

2

2 +

+−
=−

+
=

x

xx

x

x
xd
Cd  

99000150000 2 +=⇒= xx
xd
Cd  

9
9

15 2 += xx ; 9
3
5 22

2

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xx ; 9

9
25 22 =− xx  

9
9

925 2 =− x 8116 2 =x ; 
16
812 =x ; mk.x 252

4
9

1 == ; cDx ∉−=
4
9

2  

Si 2521 .xx =< , 0<
xd
Cd  si 2521 .xx => , 0>

xd
Cd  

El costo C  es mínimo cuando mK.x 2521 = ; mk..CD 7512524 =−=  

El Resultado: km.CD 751=   
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IV.33 Se va a fabricar un tanque prismático de base cuadrada sin tapa, soldando 

placas de acero cuya área total  será de 210 m . Obtener las dimensiones del 
tanque para que su capacidad sea máxima. 

 

SOLUCIÓN: 

Capacidad: hxV 2= ;  

Área de la placa: 104 2 =+ xhx  

Despejando h : 

 
x
xh

4
10 2−=  

Luego 
x
xxV

4
10 2

2 −= ; ( )210
4

xxV −=

( )22
2

102
4
1

4
10)2(

4
xxxxx

xd
Vd −+−=−+−= ; ( )103

4
1 2 +−= x

xd
Vd  

1030 2 =⇒= x
xd
Vd , m.x 82571

3
10

1 ==  

xx
xd

Vd
2
3)2(

4
3

2

2

−=−=  

Para  
3

10
1 =x , 0

2

2

<
xd

Vd , entonces la capacidad "V" es máxima 

para 
3

10
1 =x  

91290
6
5

3
104

3
1010

1 .h ==
−

=  

Dimensiones pedidas: m.x 82571
3

10
1 == ; m.h 91290

6
5

1 ==  
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IV.34 En un  terreno en forma de elipse con eje mayor de m60  y eje menor de 

40 ,m se va a trazar una cancha rectangular que tenga la mayor área posible, 

obtener las dimensiones de la cancha. 

 

SOLUCIÓN: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x  

22 xa
a
by −=  

Área de la cancha: yxz 4=  

224 xax
a
bz −=  

si 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

−

−=
22

22
22

22

24

2

24

xa

xa
a
bxa

xa

xx
a
b

xd
zd  

2
020

2
222 axxa

xd
zd =⇒=−⇒= ; 

2
1

ax =  

si 0
2

>⇒<
xd
zdax  

si 0
2

<⇒>
xd
zdax  

Luego hay un máximo de "z"  para 
2

1
ax =  

m.x 2121
2

30
1 == ; m.y 1414450

3
2

2
900900

30
20

1 ==−=  

Las dimensiones de la cancha son: 

Largo: m.x 43422 1 =  

Ancho: m.y 28282 1 =  
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IV.35 Se va a construir un tanque prismático de base cuadrada sin tapa de 500  litros 

de capacidad, soldando placas de acero rectangulares y cuadradas. Determinar 

las dimensiones del tanque para que la longitud del cordón de soldadura sea la 

menor posible. 

 

SOLUCIÓN: 
Capacidad:  

32 500 m.hxV ==  

Despejando la altura: 

2

500

x

.h =  

Longitud de la soldadura: 

hxy 44 +=  

 

 
Sustituyendo h  

22

2450044
x

x
x

.xy +=+=  

3

3

34

444)2(24
x

x

xx

x
xd
yd −==−=  

Si 

0440 3 =−⇒= x
xd
yd , 13 =x , 3

1 1=x , 11 =x  

011 <⇒=<
xd
ydxx , 011 >⇒=>

xd
ydxx , así que se 

tiene un valor mínimo de "y"  para  11 =x  

m..h 500
1
500

1 ==  

Dimensiones pedidas: 
mx 11 = , m.h 5001 =  
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IV.36 Se va a fabricar un bote cilíndrico sin tapa de 8  litros de capacidad, a base de 

lámina de fierro unida con soldadura autógena. Dimensionar el bote de modo que 
el cordón de soldadura necesario sea de la menor longitud posible. 
 

SOLUCIÓN: 
La capacidad es: 

32 8π mdhrV ==  

Despejando la altura: 

2π

8

r
h =  

La longitud de la soldadura es:  
hry += 2π  

Sustituyendo el valor de h : 

2π

8π2
r

ry +=  

 

3

32

342 π

16π2

π

16π2
π

)π2(8π2
r

r

rr

r
rd
yd −

=−=−=  

( )
462

2

2

2

π

48

π

π3160
rr

r

rd

yd
=+=  

Si 

016π20 32 =−⇒= r
rd
yd ; 

2

3

π

8=r ; 
3 2

3
2

π

2

π

8
==r  

mc.md.r 3249932401 ==  

yDr ∈∀ , 0
2

2

>
rd

yd  luego para 1r  hay un mínimo de "y"  

mc.md.
r

h 2922992922π2

π2π

8

π

8 3
1

3
4

2
21 ===

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

−

 

Las dimensiones pedidas son: mc.r 32491 = ; mc.h 292291 =  
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IV.37 En dos carreteras rectas perpendiculares entre sí, circula un camión en una  y un 
automóvil en la otra. A  las 0  horas el camión se encuentra en la intersección 
de las carreteras y el automóvil a mk65  de la intersección. La velocidad del 
camión es de hmk /40  y el automóvil circula a hmk /65  acercándose a la 
intersección. ¿Cuándo será mínima la distancia entre los dos vehículos? 

 

SOLUCIÓN: 
Las ubicaciones del camión y el automóvil a las 0 horas son respectivamente 

1C  , 1A   y  2C , 2A   a las t  horas. 
 
En un tiempo t  el camión ha recorrido t40  kilómetros  y  el automóvil 

t6065 −  kilómetros. 
 
La distancia y entre los dos vehículos esta dada por 

22 )6065()40( tty −+=  

derivando 
2

2 2

( 40 ) ( 65 60 ) ( 60 )

( 40 ) ( 65 60 )

d y t t
d t t t

+ − −
=

+ −
 

2222 )6065()40(

39005200

)6065()40(

360039001600

tt

t

tt

tt

−+

−=
−+

+−=

 

390052000 =⇒= t
td
yd , 750

5200
3900

1 .t == , 0750 <⇒<
td
yd.t  

0750 >⇒>
td
yd.t  luego para  7501 .t =  horas 1y  es mínima.  

Respuesta: 451 =t  minutos  

 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
VARIACIÓN   DE   FUNCIONES 

 219

IV.38 De una cartulina circular de radio r  hay que hacer un vaso cónico recortando 
de la cartulina un sector circular AOB y uniendo los bordes OA  y OB . 
Determinar el ángulo  α   para que la capacidad del vaso sea máxima. 

 
SOLUCIÓN: 
De la figura, sean aAC = ,  hOC =  

Capacidad del vaso haV 2

3
π=  

En el triángulo AOB ,  222222 hrahar −=+= ∴  

Luego: ( ) hhrV 22

3
π −= ; ( )32

3
π hhrV −=  

( )22 3
3
π hr

hd
Vd

−= ; si 
3

030 1
22 rhhr

hd
Vd =⇒=−⇒=  

rarra
3
2

3

2
22 =⇒−=

 
 
 
La longitud del borde del vaso es aπ2 .  El ángulo subtendido por el arco de 
radio r  y longitud aπ2 ,  es απ2 − , o bien  α360 −°  

α360
π2

360
π2

−°
=

°
ar ; °==−° 360

π2
π2α360

r
aa  

y  como ra
3
2= ,  queda °=−° 360

3
2α360  

0666)360(18350360)816501(360
3
21α 1 ... ==°−=°⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

"' 360366α
1

°=  

 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
VARIACIÓN   DE   FUNCIONES 

 220

IV.39 La resistencia a la flexión de una viga de sección rectangular es proporcional al 

producto de la base de la sección por el cuadrado de su altura. Determinar las 

dimensiones de la sección de la viga de madera de máxima resistencia a la 

flexión que puede obtenerse de un tronco cilíndrico de mc50 de diámetro. 

 
SOLUCIÓN: 

Sea R  la  resistencia  a  la  flexión  y 

k  la  constante  de  proporcionalidad: 

2yxkR =  ..................................... )1(  

De la figura:  

222 )50(=+ yx ; 22 2500 xy −=  

sustituyendo este valor en )1(  

( )22500 xxkR −= ; ( )32500 xxkR −= ; )500( ,D r =  

( )22500 3d R k x
d x

= −  

Si 

0325000 2 =−⇒= x
xd
Rd , 25003 2 =x  

3
25002 =x , 

3
2500=x  

Valor crítico: 
3

50
1 =x , 2

50

3
Rx D= − ∉  

)6(
2

2

xk
xd

Rd
−= , para 0

3
50

1 >=x , 0
2

2

<
xd

Rd , para el valor 

crítico 1x ,  la  resistencia  R  máxima  

50
3
22500

3
2

3
250025002500

3
50 2

111 ==−=−=⇒= xyx

 
Respuesta: mc.x 868281 = , mc.y 825401 =  
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IV.40 Una empresa que fabrica relojes, los vende a 200$ por pieza y puede producir 

a lo más 00030 ,  piezas mensualmente. El costo total de producción de x  

piezas está dado por: 
 

2003080000500)( x.x,xC ++=  
 
Calcular la cantidad de piezas que deben venderse al mes para que las 

utilidades sean máximas. 

 
SOLUCIÓN: 

El importe total de la venta de x  piezas es xxF 200)( = . 
 

Las utilidades al vender x  piezas serán: 

)003080500000(200)()()( 2x.xxxCxFxU ++−=−=  
 
Dado que la capacidad de producción es cuando más de 00030 ,  piezas 

mensualmente, el dominio de la función )( xU  es el intervalo ( ]0,30000 . 

x.xU
xd

d 0060120)( −=  

Si 

12000600)( =⇒= x.xU
xd

d  

Luego el valor crítico es ( ]1
120 20,000 0,30000

0.006
x = = ∈  

Si 00020 ,x < , 0)( >xU
xd

d  

Si 00020 ,x > , 0)( <xU
xd

d  

Por lo cual  )( xU   es máxima para 000201 ,x =  
 

Para que las utilidades sean máximas, la empresa debe producir y vender 

mensualmente 000,20  piezas. 
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Investigar si es aplicable el teorema de Rolle a la función en el intervalo dado. En caso 

afirmativo determinar el valor o los valores de la variable independiente donde se 

verifica; si no es aplicable, explicar porqué no lo es. 

 

IV.41 xxxf 4)( 2 +=  en [ ]04 ,−  

IV.42 2258)( xxf −−=  en [ ]44 ,−  

IV.43 427)( 3 +−= xxxf  en ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − 3333 ,  

IV.44 
2

2

1

1)(
x

xxf
+

−
=  en [ ]11 ,−  

IV.45 3
2

3)( xxf −=  en [ ]22 ,−  

IV.46 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−+−

≤+−

=

266

222

)(
2

2

xsixx

xsixx

xf   en [ ]40 ,  

IV.47 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

<≤−+

=

5025

055

)(
2 xsix

xsix

xf  en  [ ]55 ,−  
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IV.48 
2)1(

1)(
+

=
x

xf  en [ ]13 ,−  

IV.49 23)( +−= xxf  en [ ]15 ,−  

IV.50 12)( 2 ++= xxxf  en [ ]11 ,−  

Investigar si es aplicable el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial; en caso 

afirmativo obtener el o los valores de "x" donde se verifica; en caso negativo indicar 

porqué no es aplicable. 

 

IV.51 54)( 2 +−= xxxf  en [ ]41 ,  

IV.52 563)( 2 −+= xxxf  en [ ]12 ,−  

IV.53 2)( −= xxf  en [ ]63 ,  

IV.54 3
2

)1()( −= xxf  en [ ]21 ,  

IV.55 3)( −= xxf  en [ ]62 ,  
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IV.56 x
x

xf += 1)(  en [ ]21 ,  

IV.57 
1

)(
+

=
x

xxf  en ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − 1

2
1 ,  

IV.58 
1

)(
−

=
x

xxf  en [ ]21 ,−  

IV.59  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤<−

≤<−−−

=

73si)13(
4
1

35s256

)(

2

xx

xix

xf  en  [ ]4 , 7−  

IV.60 1)8()( 3
2

−−= xxf  en a) [ ]164 ,  

 b) [ ]80 ,  

 
IV.61 Estimar un valor aproximado de 4 17   empleando el Teorema del Valor 

Medio del Calculo Diferencial. 

 

IV.62 Empleando el Teorema del Valor Medio del Cálculo Diferencial, calcular un 

valor aproximado de  5 83 . 
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Determinar los intervalos donde la función es creciente o decreciente y sus valores 

máximos y mínimos relativos. Trazar la gráfica. 

 

IV.63  196)( 23 −+−= xxxxf  

IV.64  23
3
1)( 23 +−−= xxxxf  

IV.65  xxxxf 1232)( 23 ++=  

IV.66  24)( 4 +−= xxxf  

IV.67 34 2)( xxxf +=  

IV.68 234 4
3
4)( xxxxf −−=  

IV.69 234 12
3
4)( xxxxf −+=  

IV.70 51243)( 234 +−−= xxxxf  
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IV.71 45 5)( xxxf −=  

IV.72 
x

xxf 1)( +=  

IV.73 
2

12)(
x

xxf −=  

IV.74 
1
1)(

+
−=

x
xxf  

IV.75 
2

2 1)(
x

xxf +=  

IV.76 
1

)(
2

+
=

x
xxf  ; 1−>x  

IV.77 
4

2)(
2 +

=
x

xxf  

IV.78 22 )1()2()( xxxf −+=  
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IV.79 xxxf −= 3)(  

IV.80 22)( xxxf −=  

IV.81 
42

2)(
2 ++

+=
xx

xxf  

IV.82 
2

43)(
2

−
−−=

x
xxxf  

Determinar los valores máximos y mínimos absolutos de las siguientes funciones. 

IV.83 1)( 2 +−= xxf  en el intervalo [ ]22 ,−  

IV.84 xxxxf 96)( 23 +−−=  en el intervalo [ ]30 ,  

IV.85 2)3()( −= xxf  en el intervalo [ ]40 ,  

IV.86 29
3
4)( xxf =  en el intervalo [ ]33 ,−  

IV.87 42)( −−= xxf  en el intervalo [ ]294 ,  
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Analizar la función determinando sus máximos y mínimos relativos, así como el sentido 

de la concavidad y los puntos de inflexión de su gráfica. Trazar la gráfica. 

 

IV.88 342 23 −−+= xxxy  

IV.89 31232)( 23 +−−= xxxxf  

IV.90 3)1( xy −=  

IV.91 22 )2()( −= xxf  

IV.92 11243 234 −−−= xxxy  

IV.93 4286)( xxxf −+=  

IV.94 3
1

1 xy −=  

IV.95 
3

2)(
−

=
x

xf  

IV.96 
2

1
2 −−

=
xx

y  

IV.97 
2)2(

3)(
+

=
x

xf  
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IV.98 Expresar el número 10 como la suma de dos números no negativos cuyo 

producto sea el mayor posible. 

 

IV.99 Dos números no negativos son tales que la suma del triple de   uno más el 

doble del otro es 24 . ¿Cuáles deben ser los números para que su producto 

sea el mayor posible? 

 

IV.100 La suma del doble de un número positivo y el quíntuple de otro número 

positivo debe ser 70 . Determinar los dos números de modo que su 

producto sea máximo. 

 

IV.101 Si se resta un número entero  "b"  de otro número entero "a" , la 

diferencia es 20 . Determinar dichos números si su producto debe ser el 

menor posible. 

 

IV.102 La suma de los cuadrados de dos números no negativos debe ser la menor 

posible. Determinarlos sabiendo que su suma debe ser uno. 
 

IV.103 El perímetro "k"  de un rectángulo es constante, hacer ver que su área es 

máxima si se trata de un cuadrado. 
 

IV.104 En un aserradero se requiere cortar una viga de sección rectangular de área 

máxima a partir de un tronco de sección circular de mc26  de radio. Obtener 

las dimensiones de la sección de la viga. 
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IV.105 Un triángulo isósceles de base y altura variables, esta inscrito en una 

circunferencia de m.001  de radio. Determinar sus dimensiones para que su 

área sea la mayor posible. 
 

IV.106 La diagonal de un rectángulo de dimensiones variables mide 8  decímetros, 

obtener las dimensiones del rectángulo para que su área sea máxima. 
 

IV.107 En un triángulo rectángulo cuyos catetos miden mc60   y  mc80  está 

inscrito un rectángulo de lados x  e  y , dos de cuyos lados son colineales 

con los catetos del triángulo. Determinar las longitudes de x  e y  que 

hacen que el área del rectángulo sea máxima. 
 

IV.108 Determinar las dimensiones del rectángulo de área máxima que pueden 

inscribirse en un semicírculo de radio fijo R . 

 

IV.109 Un terreno rectangular de 260 m  va a cercarse empleando dos tipos de 

cerca. En dos lados paralelos se usará una cerca que cuesta 0030.$ el 

metro y en los otros dos lados se empleará otra cerca que cuesta 0020.$ el 

metro. Calcular las dimensiones del terreno tal que la cerca tenga el menor 
costo. 

 

IV.110 Un alambre de mc12 de longitud se cortará en dos partes una de las cuales 

se doblará para formar un cuadrado y la otra para formar un círculo. 

Determinar las longitudes de las dos partes para que la suma de las áreas 

del cuadrado y del circulo sea mínima. 
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IV.111 A partir de una lámina rectangular de mc80 de largo y mc60 de ancho se 

va a construir una caja sin tapa, cortando cuadrados iguales de lado "x"  

en cada esquina, doblando los lados hacia arriba y soldando las aristas que 

resultan. Determinar el valor de  "x" con el cual la capacidad de la caja es 

la mayor posible. 

 

IV.112 Un faro F  está a  mk4  del punto A , que es el más cercano al faro 

sobre la costa, y el punto B  esta sobre la costa a mk5 del punto A . El 

guardafaros requiere trasladarse del faro al punto B , remando en un bote a 

razón de mk2 por hora y caminando a lo largo de la costa a una velocidad 

de mk3 por hora. Determinar la distancia  x   del punto A  al punto C  

donde debe desembarcar, para emplear el menor tiempo posible en la 

trayectoria BCF . 
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IV.113 El área total de cartón que debe emplearse en la fabricación de una caja 

rectangular de base cuadrada sin tapa es de 22001 mc  ¿Cuál es la 

capacidad máxima de la caja? 
 

IV.114 Un bote en forma de prisma recto de base cuadrada del lado "x" y altura 

"h" con tapa, deberá tener una capacidad de 6 litros. Determinar sus 

dimensiones de modo que el área de lámina empleada en fabricarlo sea 
mínima. 

 

IV.115 Se construirá una caja cerrada con forma de paralelepípedo recto, dos de 

cuyas caras opuestas serán cuadradas de lado "x" , siendo  "z" la 

longitud de las otras cuatro caras. Determinar los valores de "x"   y  "z"  

que hacen máximo el volumen de la caja si la suma de las longitudes de 
todas sus aristas debe ser  m.402 . 

 

 
 

IV.116 Se hará un canalón de forma trapezoidal a partir de una lámina larga de 

m.501  de ancho, doblándola en tres partes iguales como se ve en la figura. 

Determinar el ángulo θ  para que el área de la sección transversal sea lo 

más grande posible. 
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IV.117 Una pasillo de m.002  de ancho desemboca ortogonalmente en un corredor 

de m.003 de ancho como se ve en la figura. Determinar la longitud  "" l  del 

tramo recto de tubo más largo que puede pasar horizontalmente del pasillo al 

corredor, sin tomar en cuenta el diámetro del tubo. 

 
 

IV.118 El perímetro de una ventana en forma de un rectángulo coronado por un 

triángulo equilátero debe ser de 5 metros. Determinar las dimensiones 

"x" y "h" del rectángulo para que la ventana tenga la mayor área 

posible. 
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IV.119 El área de la superficie total de un cilindro circular recto es de 23 m . 

Determinar el radio y la altura del cilindro para que su volumen sea máximo. 

 

IV.120 Se requiere constituir un tanque en forma de prisma de base cuadrada 

abierto por arriba, que tenga una capacidad de 125  litros. El costo del 

fondo es de 004 .$ por 2m  y las caras laterales cuestan 002 .$  por 2m . 

Dimensionar el tanque para que su costo sea mínimo. 

 

IV.121 Determinar el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor volumen 

que puede inscribirse en una esfera de radio fijo R . 

 

IV.122 Un cilindro circular recto de radio "" r y la altura "" h  está inscrito en una 

esfera de radio constante R . Determinar "" r   y  "" h  de modo que el 

área de la superficie lateral del cilindro sea máxima. 

 

IV.123 Dos aviones vuelan a la misma altura en trayectorias rectas perpendiculares 

entre sí. A las 00:12 horas el avión A  está a mk130  del avión B  y 

este cruza la trayectoria del A . El avión B  vuela a una velocidad de 

mk150  por hora y el A  a mk100  por hora acercándose al punto de 

intersección de las trayectorias. ¿A qué hora la distancia entre ellos será la 

mínima? 
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IV.124 Determinar las dimensiones del rectángulo de área máxima que puede 

inscribirse en la región definida por la parábola de ecuación 042 =− xy   y 

la recta 4=x  

 

IV.125 Determinar las dimensiones "" x  y "" h  de una ventana de forma 

rectangular con cerramiento circular como se ve en la figura, si su perímetro 

es de m4 y su área es máxima. 

 
 

IV.126 Se va a apuntalar un muro vertical con una viga que debe pasar sobre una 

barda de m.502  de altura paralela al muro y que está a m.02 del mismo. 

Determinar la menor longitud posible de la viga. 

 

IV.127 Un cono circular recto de dimensiones variables está circunscrito alrededor 

de una esfera de mc20 de radio. Determinar la altura y el radio del cono de 

modo que su volumen sea el menor posible. 

 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO DIFERENCIAL 
VARIACIÓN DE FUNCIONES 

 239

IV.128 Un cartel rectangular debe tener 18  decímetros cuadrados de área. Los 

márgenes laterales serán de mc5  de ancho y los márgenes superior e 

inferior deben ser de mc.57 .  Obtener las dimensiones del cartel para que 

el área de la superficie impresa sea máxima. 

 

IV.129 A una fábrica de televisores le cuesta, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++ 2535

4

2

xx$  la producción 

total de x  aparatos al día, y los vende a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
50 x$  por unidad.  

¿Cuántos televisores debe producir y vender diariamente para que su utilidad 

sea la mayor posible?. 

 

IV.130 Una recta que pasa por el punto ( )43 ,P  forma con los ejes coordenados 

un triángulo en el primer cuadrante cuya área es mínima, determinar su 

ecuación. 

 

IV.131 En la elipse de ecuación 1
225400

22

=+
yx

 está inscrito un rectángulo cuyos 

lados son paralelos a los ejes coordenados. Determinar las dimensiones del 

rectángulo si su área es máxima . 

 

IV.132 La barda de un edificio mide m.402 de altura y está a m.001 del edificio. 

Obtener la longitud de la escalera más corta que apoyada en el piso, llegue 

al edificio por encima de la barda. 
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IV.133 Dos edificios A  y B  están a m75 y m50 respectivamente de los 

puntos más cercanos  D  y E  de una línea telefónica recta. La distancia 

entre los puntos D  y E  es de m100 . Los dos edificios se van a 

conectar a la línea telefónica en el mismo punto C . Determinar la distancia 

del punto C  a cada uno de los puntos D  y E  para que la longitud total 

de cable  CBAC +  sea mínima. 
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Escribir cuatro términos más de cada sucesión y una expresión que represente el 

término general (enésimo). 

 

V.1 1 , 1 , 1 , 1 ,− − …  

SOLUCIÓN: 

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , ,− − − − …  1( 1) n
na += −   o  π

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= nsena n  

 

V.2 1 , 1 , 1 , 1 ,− − …  

SOLUCIÓN: 

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , ,− − − − …  1 n
na = −( )  o    πncosa n =  

 

V.3 1 1 1 1, , , ,
2 3 4 5

− − …  

SOLUCIÓN: 

1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , ,
2 3 4 5 6 7 8 9

− − − − …  
1

1

n

na
n
−

=
+

( )
 

 

V.4 1 2 10 , , , ,
4 5 2

…  

SOLUCIÓN: 

1 2 1 4 5 2 70 , , , , , , , , ,
4 5 2 7 8 3 10

…  
1
2n

na
n
−

=
+
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V.5 
1 1 22 , , 0 , , ,
3 7 9

− − …  

SOLUCIÓN: 

1 1 2 3 4 1 62 , , 0 , , , , , , , ,
3 7 9 11 13 3 17

− − …  
3

2 1n
na
n
−

=
−

 

 

V.6 
3 1 51 , 1 , , , ,
4 2 6

…  

SOLUCIÓN: 

3 1 5 3 7 1 91 , 1 , , , , , , , , ,
4 2 16 16 64 16 256

…  
12

n n

na
−

=  

 

V.7 2 , 4 , 6 , 8 ,− − …  

SOLUCIÓN: 

2 , 4 , 6 , 8 , 10 , 12 , 14 , 16 , ,− − − − …  2 ( 1 ) n
na n= −  

 

V.8 
1 21 , 0 , , ,
5 7

− − …  

SOLUCIÓN: 

1 2 1 4 5 21 , 0 , , , , , , , ,
5 7 3 11 13 5

− − − − − − …  
2
2 1n

na
n
−

=
−
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V.9 
2 1 41 , , , ,
3 3 27

− − …  

SOLUCIÓN: 

2 1 4 5 2 7 81 , , , , , , , , ,
3 3 27 81 81 729 2187

− − − − …  
1

1

1

3

n

n n

na
+

−

−
=

( )
 

 

V.10 
3 4

2, , , ,
2 6

b bb b …  

SOLUCIÓN: 
3 4 5 6 7 8

2, , , , , , , , ,
2 6 24 120 720 5040

b b b b b bb b …  
!n

nnba
n

=  

 

V.11 Dada { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

=
n

nnf
2

12

)( , determinar sus elementos, segundo, quinto, 

duodécimo y décimo quinto. 
 

SOLUCIÓN: 

4 1 52
4 4

25 1 135
10 5

144 1 14512
24 24

225 1 11315
30 15

f

f

f

f

+
= =

+
= =

+
= =

+
= =

( )

( )

( )

( )
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V.12 Si )1()2()( −+−= nFnFnF   y  3)1( −=F , 1)2( =F , escribir los 

primeros diez  términos de la sucesión. 
 

SOLUCIÓN: 

2918117431213 −−−−−−−−− ,,.,,,,,,  
 

V.13 Dada )1()2()( −+−= nFnFnF   y  01 =)(F , 1)2( −=F , escribir 

los primeros doce  términos de la sucesión. 
 

SOLUCIÓN: 

0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , 34 , 55 , 89− − − − − − −  

 

V.14 Sabiendo que  )1()2()( −+−= nFnFnF   y  que 2)2( =F , 

3)3( =F , escribir los primeros ocho términos de la sucesión. 

 
SOLUCIÓN: 

149541325 −−− ,,,,,,,  

 

Indicar si la sucesión es convergente o divergente. Si es convergente determinar su 
límite. 

V.15 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+1

3
2n

n
 

 
SOLUCIÓN: 

0
01

03

11

13

1

3
22

=
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
+ ∞→∞→

)(

n

nlím
n

nlím
nn

 

La sucesión converge a 0  
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V.16 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+−

72

534
2

2

n

nn
 

SOLUCIÓN: 

2 2

2

2

3 544 3 5 4 0 0 27 2 02 7 2n n

n n n nlím lím
n

n
→∞ →∞

− +
− + − +

= = =
−− −

 

La sucesión converge a 2  
 

V.17 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−

+−+
154

672
2
3

2

2

nn

nn
n

 

SOLUCIÓN: 

2
1

4
2

154

672
0

2
3

154

672
2
3

154

672
2
3

2

2

2

2

2

2

==
+−

+−
+=

=
+−

+−+=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+−

+−+

∞→

∞→∞→∞→

nn

nn
lím

nn

nnlím
n

lím
nn

nn
n

lím

n

nnn

)(

 

La sucesión converge a 
2
1  
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V.18 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+

−+

34

12
2

3

n

nn
 

SOLUCIÓN: 

0
2

34

112

34

12

3

32

2

3

=
+

−+
=

+

−+
∞→∞→

nn

nnlím
n

nnlím
nn

 

La sucesión es divergente 

 

V.19 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

43
12

n
n n)(

 

SOLUCIÓN: 

n
n

nnn
lím

n
nlím

n
nlím )()( 1

43
2

43
12 −

−
=

−
−

∞→∞→∞→
 

Aún cuando  
3
2

43
2

=
−∞→ n
nlím

n
, n

n
lím )( 1−

∞→
no existe luego la sucesión es 

divergente 
 

V.20 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

n3

1
 

SOLUCIÓN: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ n

n 3
1

3

1  esta sucesión es de la forma { }nr  con  
3
1=r , como 

1
3
1

3
1

<==r ,  converge a 0 . 
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V.21 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

2
5  

SOLUCIÓN: 

La sucesión es de la forma { }nr  con  
2
5

=r , como 1
2
5

2
5

>==r ,  

luego es divergente. 
 

V.22 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

1

n
 

SOLUCIÓN: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
33

11

nn
es del tipo 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

nn

1
 con  

2
3

=r ,  que es 

racional positivo, entonces la sucesión converge a 0  

 

V.23 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
− 21

3 2n
 

SOLUCIÓN: 

2202121

3
23 2

=+=−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

∞→∞→∞→ nnn
lím

n

lím
n

lím es del tipo 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

nn

1
  

Indicar si la sucesión es monótona o no, y si es acotada. 
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V.24 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

2
3 2n

 

SOLUCIÓN: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

…,,,n 24
2

276
2
3

2
3 2

 

Es monótona por ser creciente, nn aa >+1  no es acotada, no existe un 

número 0>c tal que ca n ≤  
 

V.25 { }n)( 13 −  

SOLUCIÓN: 

{ } { }…,,,,n 333313 −−=− )(    

No es creciente ni decreciente, luego no es monótona es acotada ya que 

3≤na  

 

V.26 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

25

2

n
 

SOLUCIÓN: 

2

2 2 1 2 1, , , ,
5 10 45 405n

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎧ ⎫=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

…  

Es monótona por ser decreciente, nn aa <+1  es acotada, 
5
2

≤na  
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V.27 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
− +

1
1 1

n

n)(
 

SOLUCIÓN: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
− +

…,,,,
n

n

5
1

4
1

3
1

2
1

1
1 1)(

   

No es monótona pues no es creciente ni decreciente, sí es acota ya que 

2
1

≤na . 

 

Determinar el carácter de la serie dada aplicando el criterio de comparación, 

sabiendo que: 
 

a) ∑
∞

=
++++++=

1 22

1
16
1

9
1

4
111

n nn
……   

es convergente. 
 

b) …… +
++

++++++=
++

+∑
∞

=1 31
2

75
6

64
5

53
4

42
2

31
2

n nn
n

nn
n

)()()()()()()()(
  

es divergente 

 

V.28 ∑
∞

= +1 1

1
2n n

 

SOLUCIÓN: 

∑
∞

=
+

+
+++++=

+1 1

1
17
1

10
1

5
1

2
1

1

1
22n nn

……  

Si  
1

1
2 +

=
n

a n  y 
2

1

n
b n =  se observa que nn ba <  esto es,  

22

1

1

1

nn
+

+
,  luego  ∑

∞

= +1 1

1
2n n

 es convergente. 
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V.29 ∑
∞

= +
+

1 1
2

n n
n

 

SOLUCIÓN: 

∑
∞

=
+

+
++++++=

+
+

1 1
2

5
6

4
5

3
4

2
3

1
2

n n
n

n
n ……  

Si  tiene 

)()( 31
2

1
2

++
+

>
+
+

nn
n

n
n ;  ya que 

1
22

+
+

>+
n
nn , se concluye que 

∑
∞

= +
+

1 1
2

n n
n

 es divergente. 

 

V.30 ∑
∞

=1 22

1
n n

 

SOLUCIÓN: 

∑
∞

=
++++++=

1 22 2

1
32
1

18
1

8
1

2
1

2

1
n nn

……  

Como se cumple que  
2 2

1 1
2

n IN
n n

∀ ∈ < ,  y se sabe que la serie 

∑
∞

=1 2

1
n n

   converge,   se concluye que la serie dada es convergente. 

 

V.31 ∑
∞

= +
+

1 62
23

n n
n )(

 

SOLUCIÓN: 

∑∑
∞

=

∞

= +
+

=
+
+

11 32
23

62
23

nn n
n

n
n

)(
)()(

 

)()()(
)(

31
2

32
23

++
+

>
+
+

nn
n

n
n  ya  que 

1
2

2
23

+
+

>
+

n
nn )(  

Luego la serie dada es divergente. 
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V.32 ∑
∞

= +
+

1 3
22

n n
n

 

SOLUCIÓN: 

∑∑
∞

=

∞

= +
+=

+
+

11 3
12

3
22

nn n
n

n
n )(

 

Hagamos ver que 
)()(

)(
31

2
3
12

++
+

>
+
+

nn
n

n
n , en efecto, 

1
212

+
+

>+
n
nn )( ; 212 2 +>+ nn )( ; 2242 2 +>++ nnn ;  

222 +>++ nnn 2)( , entonces la serie dada es divergente. 

 

Determinar si la serie dada converge o diverge. En el primer caso calcular su suma 

V.33 ∑
∞

=

+

1

1

2

3
n n

n

 

SOLUCIÓN: 

…++++=∑
∞

=

+

16
243

8
81

4
27

2
9

2

3
1

1

n n

n

 

Se puede escribir 
11

2
3

2
9

2

3 −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

n

n

n

na , ∑∑
∞

=

−∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

1

1

2
3

2
9

2

3
n

n

n n

n

 que 

es una serie geométrica con  
2
3

=r ,    1r >     por lo cual es divergente. 
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V.34 ∑
∞

=1 3

4
n n

 

SOLUCIÓN: 

…+++=∑
∞

= 27
4

9
4

3
4

3

4
1n n

 

Puede escribirse: 

∑∑
∞

=

−∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

1 3
1

3
4

3

4
n

n

n n
 

Se trata de una serie  geométrica con  
3
1=r , y primer término  

3
4=a  como  

1
3
1
<=r  la serie converge, su suma es, 

2

3
2
3
4

3
11

3
4

1
==

−
=

−
=

r
aS  

 

V.35 ∑
∞

=1 2

1
n n

 

SOLUCIÓN: 

…++++=∑
∞

= 16
1

8
1

4
1

2
1

2
1

1n
n  

∑∑
∞

=

−∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

1 2
1

2
1

2

1
n

n

n n
 

que es una serie  geométrica con  
2
1

=a     y  
2
1

=r , como  1
2
1
<=r  la 

serie  es convergente, su suma es, 

1

2
11

2
1

1
=

−
=

−
=

r
aS  
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V.36 ∑
∞

=1
90

n

n. )(  

SOLUCIÓN: 

∑
∞

=
++++=

1
6561072908109090

n

n ..... …)(  

Se puede escribir  ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1 1

1

1 10
9

10
9

10
990

n n

nn

n

n. )(  Ésta es una 

serie geométrica  con 
10
9=a   y  

2
9

=r , como  1
10
9 <=r  la serie 

converge, su suma es, 
 

9 9
10 10 99 91

10 10

S = = =
−

 

 

V.37 ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 2
1

n

n

 

SOLUCIÓN: 

∑
∞

=
−+−+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 16
1

8
1

4
1

2
1

2
1

n

n

…  

∑∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞

= 1

1

2
1

2
1

2
1

1 n

nn

n
  que es una serie geométrica con 

2
1

−=a   y  
2
1

−=r ; como 1
2
1

2
1

<=−=r , la serie es convergente 

3
1

2
3
2
1

2
11

2
1

−=
−

=
+

−
=S  
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V.38 ∑
∞

=1 10

1
n n)(

 

SOLUCIÓN: 

…+++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

∞

=

∞

=
001001010

10
1

10

1
11

...
n

n

n n )()(
 

∑∑
∞

=

−∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

1 10
1

10
1

10
1

n

nn

n )()(
, serie geométrica que es convergente 

porque 
10
1

=r , 1
10
1

<=r   como  
10
1

=a , 

1 1
110 10

1 9 91
10 10

S = = =
−

 

 

V.39 Expresar el número decimal ilimitado periódico …66660 .  como una serie 
geométrica y determinar su suma si converge. 
 

SOLUCIÓN: 

El número dado se puede escribir como la suma: 

……… +++++=
n

.
)(10

6
1000

6
100

6
10
666660  

Esta suma se puede escribir, 

∑∑
∞

=

−∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11

1

10
1

10
6

10

6
n

n

n n )()(
 

Esta serie converge por tener  
10
1=r , 1

10
1 <=r como 

10
6=a , 

3
2

9
6

10
9

10
6

10
11

10
6

===
−

=S   
3
2

10
1

10
666660

1

1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=

−

n

n

.
)(

…  
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V.40 Escribir el número decimal ilimitado periódico ( racional ) …2525250 .A =  

como una serie geométrica y expresarlo en la forma de un cociente de números 

enteros. 

 

SOLUCIÓN: 

Se puede escribir: 

…+++=
0000001

25
00010

25
100
25

,',
A  

…… +++++=
n2642 10

25

10

25

10

25

10

25

)()()()(
 

nn nn
A

22 10

125
10

25
11 )()(

∑∑
∞

=

∞

=
==  

que es una serie  geométrica con 
210

1

)(
=a , 1

10

1
2

<=
)(

r ,convergente, 

2 2

2

2 2

1 1
110 10

11 9910 11
10 10

aA
r

= = = =
− −−

( ) ( )
( )

( ) ( )

 ,    luego   
99
25=A  

 

Determinar el carácter de las siguientes series. 

V.41 ∑
∞

=1 3

1
n n

 

SOLUCIÓN: 

Se trata de una serie "p"  en la que  13 >=p  por lo cual es convergente 



CUADERNO  DE  EJERCICIOS  DE  CÁLCULO  DIFERENCIAL 
SUCESIONES  Y  SERIES 

 

 258

V.42 ∑
∞

=1 3

1
n n

 

SOLUCIÓN: 

∑∑
∞

=

∞

=
=

11
3
13

11
nn

n
n

, ésta es una serie  "p"  con   1
3
1 <=p , luego 

divergente. 

 

V.43 
4
1

1

16∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n n
 

SOLUCIÓN: 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

111
4
1

4
1

4
1

12216
nnn

nn
n

 ,  ∑
∞

=1
4
1

1
n

n

,  es una serie  "p"  en donde    

1
4
1
<=p , luego la serie dada es divergente. 

 

V.44 ∑
∞

=1
4

5

81
n n

 

SOLUCIÓN: 

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
===

1111
4
5

4
5

4
5

44
5

131318181
nnnn

nn
nn

 ,  ∑
∞

=1
4
5

1
n

n

,  es una 

serie tipo  "p"  en donde    1
4
5
>=p .  La serie dada es convergente. 
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V.45 Escribir la suma infinita …+++++
25
4

4
1

9
414  como una serie y determinar 

el carácter de ésta. 
 

SOLUCIÓN: 

El término enésimo de la suma es de la forma  
2

4

n
a n = ,  la serie es  

∑∑
∞

=

∞

=
=

11 22

144
nn nn

.   

 

Esta serie es del tipo  "p"  siendo    12 >=p  por lo cual es convergente. 
 

Elegir  una serie apropiada de carácter conocido y determinar el carácter de la 

serie dada empleando el criterio de comparación. 

 

V.46 ∑
∞

=1 2
3

n x
 

SOLUCIÓN: 

Consideremos la serie armónica, ∑
∞

=1

1
n n

. Que se sabe que es divergente. 

 

Se puede escribir 

∑∑
∞

=

∞

=
=

11

1
2
3

2
3

nn nn
 

 

Como 
1 1 n IN

nn
≥ ∀ ∈ ,  se concluye que la serie dada es divergente. 
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V.47 ∑
∞

=1 2

1
n nn

 

SOLUCIÓN: 

La serie geométrica, ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

11 2
1

2

1
n

n

n n
es convergente dado que . 

1
2
1
<=r , ahora bien,  

 

Se puede escribir 
1 1
2 2n n

n IN
n

< ∀ ∈ , 1>n  

 

V.48 ∑
∞

=1

1
n nn

 

SOLUCIÓN: 

Empleando serie geométrica, ∑
∞

=1 2

1
n n

  que es convergente se tiene  

2
2

11
>∀< n

n nn
, INn ∈ . 

Esto hace ver que la serie dada es convergente.  

 

V.49 ∑
∞

=1 3

2

n n

ncos
 ( Desde luego n  en radianes ) 

SOLUCIÓN: 

Consideremos la serie geométrica, ∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

11 3
1

3

1
n

n

n n
  que es convergente 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <= 1

3
1r , INnncos

nn
∈∀<

3

1

3

2

 ya que  INnncos
n

∈∀< 1
3

2

,  

entonces la serie dada es convergente. 
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V.50 ∑
∞

= +1 2n n
n

!
!

)(
 

SOLUCIÓN: 

Tomemos   como   serie   comparación   a    ∑
∞

=1 2

1
n n

    que  es    una   serie   

tipo "p"  convergente  porque  12 >=p , se tiene 

23

1

21

1

212 2 ++
=

++
=

++
=

+ nnnnnnn

n

n

n

)()()()()( !

!
 y  evidentemente: 

INn
nnn

∈∀<
++ 22

1

23

1
  se concluye que la serie dada es 

convergente. 
 

V.51 ∑
∞

= −1 2
3

n nn
 

SOLUCIÓN: 

La  serie   armónica es divergente, así que la serie    ∑∑
∞

=

∞

=
=

11 2
31

2
3

nn nn
 es 

divergente, se observa que INn
nnn

∈∀>
− 2

3
2

3
  entonces, la 

conclusión es que la serie dada es divergente. 
 

V.52 ∑
∞

=1

1
n n!

 

SOLUCIÓN: 

Comparando el término general de esta serie con el de la serie ∑
∞

=1 2

1
n n

  que 

es convergente, se ve que  INn
n n

∈∀<
2

11
!

,  4≥n , luego la serie 

dada es convergente. 
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V.53 ∑
∞

= +
+

1 2
1 2

n n
n

!)(
)(

 

SOLUCIÓN: 

En el ejemplo anterior se ve que    ∑
∞

=1

1
n n!

    es    una   serie convergente, que 

ahora se puede emplear para la comparación: 

!!!! nn
n

nn
n

nnn
n

n
n 1

2
1

2
1

21
1

2
1 22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+

+
=

++
+

=
+
+

)()()(
)(

)(
)(

 Ahora bien, 

INn
nnn

n
∈∀<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

!!
11

2
1

 conclusión, la serie dada es convergente. 

 

V.54 ∑
∞

= +1 12n n

n
 

SOLUCIÓN: 

Tomemos como serie de comparación  ∑
∞

=1
2
3

1
n

n

   que es convergente por ser 

tipo  "p"   con   1
2
3
>=p    se tiene   ∑∑

∞

=

∞

=
=

11 2
2
3

1
nn n

n

n

. 

 

Ahora,   INn
n

n

n

n
∈∀<

+ 22 1
  por lo cual la serie dada es 

convergente. 
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V.55 
1

1
3 n

n cos n

∞

= +
∑  

SOLUCIÓN: 

Sea la serie  ∑
∞

=1 3

1
n n

  que es convergente por ser geométrica con   1
3
1
<=r . 

Haciendo la comparación INn
ncos nn

∈∀<
+ 3

1

3

1
.  Esto implica 

que la serie dada es convergente. 
 

 

Empleando el criterio del cociente ( o de D’ Alembert ), determinar el carácter de 

cada serie 

 

V.56 ∑
∞

=1 10n n

n

)(

!  

SOLUCIÓN: 

nn
na

)( 10

!
= ,  

11
10

1
++

+
=

nn
na

)(

)( !
 

1
1

1

1
10 110
10

10
n

nn
n

nn nn
n

n
a nlím lím límna n→ ∞

+
+

+→∞ →∞

+
+

= = =

( )
( ) ( )( )
( ) ( )

( )

!
!

! !
 

∞=
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅

+⋅⋅
=

∞→∞→ 10
1

321
1321

10
1 nlímy

n
nnlím

nn

)(
. 

Entonces la serie dada es divergente. 
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V.57 ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1 4
3

n

n

n  

SOLUCIÓN: 
n

na ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
3

,  
1

1 4
31

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

n

n na )(  

1 1

11

3 1 31
4 4

33
4 4

n n

nn
n nn n nn

n

nna
lím lím lím

a n
n

+ +

++

→∞ →∞ →∞

+⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )( )
 

1
4
311

4
31

4
3

34

314
1

1

<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

=
∞→∞→+

+

∞→ n
lím

n
nlím

n

nlím
nnnn

nn

n )(

)( ,  la 

serie es convergente. 

 

V.58 ∑
∞

=1 9n n

n!
 

SOLUCIÓN: 

nn
na

9

!
= ,  1 1

( 1 )
9n n
na + +

+
=

!
 

1 1

1 1

1
1 9 1 99
9 9

9

n

n

n nn

n nn n n n
n

n
a n nlím lím lím límna n n

+
+

+ +→∞ →∞ →∞ →∞

+
+ +

= = = =

( )
( ) ( )

!
! !

! ! !
 

∞=+=
⋅⋅

+⋅⋅=
∞→∞→

)(
)(
)( 1

9
1

9321
91321 nlím

n
nnlím

n

n

n
 

por lo cual la serie es divergente. 
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V.59 ∑
∞

=

+

1 3

1
n n

n
 

SOLUCIÓN: 

11
1

2
3 23

1 3 1
3

nnn
nn n nn

n

n
a nlím lím límna n

++
+→∞ →∞ →∞

+
+

= = =
+ +

( )
( )

 

3
1

11

21

3
1

1
2

3
1

=
+

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
∞→∞→

n

nlím
n
nlím

nn )(
)(

, entonces la serie es 

convergente. 

 

V.60 ∑
∞

= +1 1
4

n n
n

 

SOLUCIÓN: 

2
1

14
4 12

4 4 2
1

n
n n nn

n
a nnlím lím límna n n

n

+

→∞ →∞ →∞

+
++= = =
+

+

( )
( )
( )

 

11121

1111
2
11

==
+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞→∞→∞→

)()(

n

nlím
n

lím
n
n

n
nlím

nnn
. 

El criterio no es concluyente, no se puede decir el carácter de la serie con él. 
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V.61 Investigar si la serie alternante ∑
∞

=

+

+

−

1

1

4

1
2n

n

n

n)(  es convergente absolutamente, 

convergente condicionalmente o es divergente. 
 

SOLUCIÓN: 

4
1

4

1
221

1

1

1

+
−=

+

− +
∞

=

+∞

∑∑
= n

n

n

n n

n

n

n
)()( ; 

42 +
=

n

na n  

Aplicando las condiciones de la hipótesis del Teorema de Leibniz. 

1. 
2

0
4n

na n IN
n

= > ∀ ∈
+

 

 

2. Probar si 
2

1
1 4n

na
n

+
>

+ +( )
; ( )4141 22 ++≥⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ nnnn )()(   

2

3 2 2

3 2 3

2

2

2 5 1 ( 4 )

2 5 4 4

5 4 4

4 1

n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n

+ + > + +

+ + > + + +

+ > +

+ > ∀ >

( )

 

 

3. 0
01

0

21

1

4 22
=

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
+

=
∞→∞→∞→

n

nlím
n

nlímalím
nnnn

 

La serie en estudio es convergente. 

Ahora, la serie correspondiente de valores absolutos  

4211 +
= ∑∑

∞

=

∞

= n

na
nn

n  es convergente, por lo tanto la serie propuesta 

es absolutamente convergente. 
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V.62 Indicar si la serie de signos alternados  n
n

n∑
∞

=

+−
1

11 )(  converge o diverge. 

SOLUCIÓN: 

…+−+−+−=−∑
∞

=

+ 6523211
1

1 n
n

n)(  

11 n

n
lím n+

→∞
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

( )   no existe, luego por el criterio de divergencia del 

enésimo término se concluye que la serie es divergente. 

 

V.63 Determinar si la serie    1
2

1

21 ) n

n n
+

∞

=
−∑ (

  
converge o diverge. 

SOLUCIÓN: 
Probando las condiciones de la hipótesis del Teorema de Leibniz, 

1. 02
2

>=
n

a n  

2. 1+> nn aa  ya que   
22 1

22

)( +
>

nn
  porque  

221 nn >+ )(  

3. 02
2
==

∞→ n
lím

n
 

Se cumplen las tres condiciones, así que la serie es convergente. 
 

V.64 Dada la serie  ∑
∞

=

+−
1

1)1
n

n(  indicar si es convergente o divergente. 

 SOLUCIÓN: 

Como se observa …+−+−+−=−∑
∞

=

+ 111111)1
1

1

n

n(  

Se deduce que 
11 +

∞→
− n

n
lím )(  no existe, la serie es divergente. 
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V.65 Hacer ver que la serie  ∑
∞

= −
− +

1 12
13 1

n n

n

!)(
)(

 es convergente. 

SOLUCIÓN: 

…… +−+−++−+−=
−

−∑
∞

=

+

1260
1

40
1

2
13

7
3

5
3

3
33

12
)13

1

1

!!!n n

n

)(
(

 

!)( 12
3
−

=
n

a n  

Según el Teorema de Leibniz 

1. INn
n

a n ∈∀>
−

= 0
12

3
!)(  

 

2. 1nna a +> , [ ]
3 3 3 2 1 2 1

2 1 2 1 1 2 1
n n

n n n
> > ⇒ + > −

− + − +
( ) ( )

( ) ( ) ( )
!

! ! !
 

 

3. 
3 13 3 0 0

2 1 2 1nn n n
lím a lím lím

n n→∞ →∞ →∞
= = = = =

− −
( )

( ) ( )! !
 

 

Luego la serie considerada es convergente. 
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V.66 Sea  la  serie  armónica  alternada 

1

1

1 1 1 1 1 11 1
2 3 4 5 6

n

n n
+

∞

=
− = − + − + − +∑ …( )  

Investigar si diverge o converge, en el segundo caso, indicar si converge en 

forma absoluta o condicionalmente. 

 

SOLUCIÓN: 

Aplicando el Teorema de Leibniz 

1. 
1 0na n IN
n

= > ∀ ∈  

2. 1n na a +>  ya que 
1 1

1n n
>

+
 

3. 01 ==
∞→ n

lím
n

 

 La  serie  satisface  las  tres  condiciones  del  Teorema,  luego  es convergente.  

La serie correspondiente de valores absolutos  ∑
∞

=1

1
n n  es la serie armónica que 

diverge, entonces la serie dada es condicionalmente convergente. 
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V.67 Investigar si la serie  ∑
∞

=

−

1 22

1
n

n

n

)(
 es divergente o convergente. En el segundo 

caso indicar si converge absoluta o condicionalmente. 

 

SOLUCIÓN: 

2 2
1 1

1 1 1 1 1 1 11
2 8 18 32 502 2

n
n

n nn n

∞ ∞

= =

−
= − + − + − + −∑ ∑…( ) ( )  

1. 2

1 0
2na n IR
n

= > ∀ ∈  

2. 2 2

1 1
2 2 1na
n n

= >
+( )

;  2 2
11 n nn n a a ++ > ⇒ >( )  

3. 00
2
11

2
1

2

1
22

====
∞→∞→∞→

)(
n

lím
n

límalím
nnnn

 

 Por lo anterior se ve que la serie es convergente. 

 La serie de valores absolutos correspondiente: ∑∑
∞

=

∞

=
=

11 22

1
2
1

2

1
nn nn

es 

convergente y a que ∑
∞

=1 2

1
n n

es una ""p  con 12 >=p , entonces la serie 

dada converge absolutamente. 
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V.68 Determinar si la siguiente serie es absoluta o condicionalmente convergente o 

divergente   ∑
∞

= +
− +

1 32

21 1

n n

n)(   

 
SOLUCIÓN: 

 Empleando el criterio de Leibniz 

2 0
2 3nn

lím
→∞

=
+

 

  y   como  nn aa <+1   esto  es:  
32

2

32

2
1 +

<
++ nn

  la 

serie dada   ∑
∞

= +
− +

1 32

21 1

n n

n)(
  

 es convergente. 

La serie de valores absolutos de esta serie es: 

∑
∞

= +1 32

2
n n

 

Aplicando a ésta el criterio de D’Alembert 

1
1

1

2
2 2 3 2 32 3

2 2 2 3 2 2 3
2 3

n nn
n

n n
n

n

n n n n

a
lím lím lím lím

a

+
+

+→∞ →∞ →∞ →∞

+ ++= = =
+ +

+

( )
( )  

3 32 1 1
1 0 12 2 13 2 0 23 22 2 22

n
n n

n
n

n

n n
lím lím
→∞ →∞

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ +⎝ ⎠ = = = <
+⎛ ⎞ ++⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Como el límite es menor que 1 se concluye que la serie de valores absolutos  

∑
∞

= +1 32

2
n n

 

es convergente, por lo que la serie en estudio  ∑
∞

= +
− +

1 32

21 1

n n

n)(  es 

absolutamente convergente. 
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V.69 Investigar si la siguiente serie alternante converge o diverge: 

∑
∞

= −
−

1 13
21

n

n

n
n)(  

 
SOLUCIÓN: 

 Probando con las condiciones de la hipótesis del Teorema de Leibniz. 

1. INn
n

na n ∈∀>
−

= 0
13

2
 

2. 1
2 1 2

3 1 1 3 1nn
n na a

n n+
+

< ⇒ <
+ − −

( )
( )

 

2 1 3 1 2 3 1 1n n n n⎡ ⎤+ − < + −⎣ ⎦( ) ( ) ( )  

3 1 3 1 1
1

nn n
n

⎡ ⎤− < + −⎣ ⎦+
( ) ( )  

3 1 3
1

nn n
n

− < −
+

 

1
1

n n IN
n

− < − ∀ ∈
+

 

3. 
2 2 2 2 0

3 1 3 0 313
nn n n

nlím a lím lím
n

n
→∞ →∞ →∞

= = = = ≠
− −

−
 

No se satisface la tercera condición del Teorema de Leibniz, por lo cual éste no 
es aplicable. 
 
Busquemos el límite del enésimo término de la serie 

∃/
−

−=
∞→ 13

21
n

nalím
n

nn

)(
 

se observa que este límite no existe, por lo cual según la prueba de la 

divergencia se concluye que la serie dada es divergente. 
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V.70 Para la serie    
2

3
1

1
1

n

n

n
n

∞

=
−

+
∑ ( )    investigar si es divergente o convergente. 

 

SOLUCIÓN: 

 
2

3
1

1
1

n

n

n
n

∞

=
−

+
∑ ( ) ;  

 

 Según el Teorema de Leibniz. 

1. 
2

3
0

1n
na n IN

n
= > ∀ ∈

+
 

 

2. 
2 2

3 31
1

1 1 1nn
n na a

n n+
+

< ⇒ <
+ + +

( )
( )

 

2 3 2 31 1 1 1n n n n⎡ ⎤+ + < + +⎣ ⎦( ) ( ) ( )  

4 3 22 1 2n n n n n IN+ < + + ∀ ∈  

 

3. 0
01

0
11

1

1
3

3

2

=
+

=
+

=
+

=
∞→∞→∞→

n

nlím
n

nlímalím
nnnn  

Luego la serie es convergente. 
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V.71 Dada la serie ∑
∞

= +
+

−
1 1

31
n

n

nn
n

)(
)( investigar si es convergente o divergente; 

en el primer caso determinar si es absoluta o condicionalmente convergente. 
 

SOLUCIÓN: 

Según el criterio de Leibniz,   

0
01

0
11

31
3

1

3
2

=
+

=
+

+
=

+

+=
+

+
∞→∞→∞→

n

nnlím
nn

nlím
nn

nlím
nnn )(

 

Comparando 1+na  con  na : 

1

3

11

13
22 +

+
<

+++

++

n

n

nn

n

)(
; nn aa

n

n

nn

n
<⇒

+

+
<

+++

+
+122 1

3

11

4

)(
 

por  lo que la serie es convergente. 

 

Sea ∑
∞

= +
+

1 1
3

n nn
n

)(
 la serie de valores absolutos de la serie dada, analizando 

esta serie por el criterio de comparación. 

Se puede escribir 
nnn

n
nn

n 11
1
3

1
3

>⋅
+
+

=
+
+

)(
 

Ahora como la serie  ∑
∞

=1

1
n n

 es la serie armónica que es divergente, se 

concluye que la serie ∑
∞

= +
+

1 1
3

n nn
n

)(
 es divergente, por lo cual la serie dada 

 ∑
∞

= +
+

−
1 1

31
n

n

nn
n

)(
)(  

es condicionalmente convergente. 
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V.72 Dada ∑
∞

=

−

1

2
n

n

n!
)(

 investigar si es divergente o convergente, absolutamente o 

condicionalmente. 
 

SOLUCIÓN: 

∑∑
∞

=

∞

=
−=−

11

212
n

n
n

n

n

nn !!
)()(

;
!n

a
n

n
2=  

Por el criterio de la razón o del cociente,   

1
1 2 2 2

1 12 1

n
n

n
n

n n n n

a nlím lím lím lím
a n nn

+
+

→∞ →∞ →∞ →∞
= = =

+ ++
!

!( )
 

1002
1

12 <==
+

=
∞→

)(
n

lím
n

 

Esto  hace ver que la serie es absolutamente convergente. 

 

V.73 Investigar  si la serie de signos alternados  ∑
∞

=
−

1 2
1

2

n n

n n)(  diverge o 

converge  y  en  este  último  caso   si   es   absolutamente  o  condicionalmente 
 

convergente. 
 

SOLUCIÓN: 
Aplicando el criterio del cociente,  queda: 

=
+

=
−

+−

=
+

+

+

+

∞→∞→∞→ 21

2

2

2

1

21

1

2

12

2

1
2

11

n

nlím

n

n

n

lím
a

a
lím

n

n

n

n

n

n

n

nnn

)(

)(

)()(

 

=
++

=
+

=
∞→∞→ 2

2

2

2

2

12

2

1

n

nnlím
n

nlím
nn

)(  

1
2
1

2

11
2
1

2
<=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++=

∞→ nn
lím

n
 

Entonces la serie es absolutamente convergente. 
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V.74 Sea la serie  ∑
∞

=1 2n n

nsen
,  investigar si es convergente o divergente. 

 
SOLUCIÓN: 

Aplicando del criterio de razón. 

+++++=∑
∞

= 25
5

16
4

9
3

4
21

1 2

sensensensensen
n

nsen
n

 

…+++++
100

10
81

9
64

8
49

7 sensensensen  

+++=
9

141120.0
4

909297.0841471.0  

36
279415.0

25
958924.0

16
756802.0 ++−  

++++
81

412118.0
64

989358.0
49

656986.0  

…−−
100

544021.0  

Esta serie tiene términos positivos y negativos, pero no es una serie alternante 

o de signos alternados. 

 

La serie de valores absolutos correspondiente es: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅== ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

= 222

1
111 n

nsen
n

nsen

n

nsen
nnn

 

Se observa que 
22

1

nn

nsen
≤  y sabiendo que 

21

1

nn
∑
∞

=
 es convergente, se 

tiene que ésta,  “domina”  a la serie de valores absolutos 
21 n

nsen
n
∑
∞

=
 misma 

que resulta ser convergente.     
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V.75 Dada  la  serie   ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0 2n

nx
, obtener su intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 

Aplicando del criterio del cociente se tiene: 

1

111
1

22
22

2
n

n

n nnn
n n n

n

x
a x x r
a x x

+

+++

+
= = = = ,  luego  

22
xxlímrlím

nn
===

∞→∞→
ρ  

 

Para que la serie converja es necesario que 1
2

<
x , esto es equivalente a 

1
2

1 <<−
x  o sea el intervalo abierto 22 <<− x . 

 

Analizando lo que sucede con la serie en los extremos de este intervalo. 

♦ Si 2−=x  la serie adquiere la forma ∑
∞

=
−

0
1

n

n)( que es divergente. 

♦ Si 2=x la serie es ∑
∞

= 0
1

n

n  diverge. 

 
Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergencia es  22 <<− x . 
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V.76 Obtener el intervalo de convergencia de la serie  

∑
∞

=

−

1

1
n n

x nn)(
 

SOLUCIÓN: 

Al aplicar el criterio del cociente resulta: 

1

1
1 1

11

n

n
n

n n
n

x
a n x nnr x
a nx n x

n

+

+
+ += = = =

++( )
 

1 ( 1 )11 1n n n

nlím r lím x x lím x x x
n

n
→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +

 

La serie es convergente si 1<x  o sea  11 <<− x . En los extremos de 

este intervalo se tiene 

 

♦ Si 1−=x , la serie queda  ∑∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=
=−=−−

11 1

2 1111
nn n

n

nnn

nn )()()(

  
que es la serie armónica, divergente. 

 

♦ Si 1=x , resulta la serie   ∑ ∑
∞

=

∞

=

−=−

1 1

111
n n

nn

nn

n)()(
    que   es 

convergente. 
 

Así que el intervalo de convergencia es   11 ≤<− x  o bien ( ]1,1−  
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V.77 Determinar el intervalo de convergencia de la serie  

∑
∞

= −0 32n n

x n

 

SOLUCIÓN: 

Si se aplica el criterio del cociente queda: 

1

1 2 22
1

22

2

3 31 3
1 31 3

3
n

n

n
n

n n

x
a x n nnr x
a nx x n

n

+

+
+ ⎡ ⎤− −+ −= = = = ⎢ ⎥

+ −⎡ ⎤ ⎣ ⎦+ −⎣ ⎦
−

( )( )
( )( )

 

2

2
3 1

1 3n n
nlím r x lím x x

n→∞ →∞

−
= = =

+ −
( )

( )
 

 

Para que la serie sea convergente se requiere que 1<x  esto es  

11 <<− x . En los extremos de este intervalo: 

 

♦ Si 1−=x  la serie queda ∑
∞

= −

−

0 3

1
2n n

n)(  que es convergente. 

♦ Si 1=x , la serie se convierte en ∑
∞

= −0 3

1
2n n

que también es 

convergente. 
 

Entonces el intervalo de convergencia es el intervalo cerrado  11 ≤≤− x  o 

sea [ ]1,1− . 
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V.78 Sea la serie 
0 2

n

n
n

x
n

∞

=
∑  , obtener su intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 

Apliquemos el criterio del cociente 

1

1 1
1

1

2

2 1 2
2 12 1

2
n

n

n n n
n

n n n

x
a n n x x nr
a nx n x

n

+

+ +
+

+

+
= = = =

++
 

1
2 1 2 1 2 2n n n
x n x n x xlím r lím lím

n n→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

( )   como  1
2
x

<  

2 2x⇒ − < <  

Al hacer el análisis en los extremos de este intervalo: 

♦ Al hacer 2−=x  la serie queda ∑∑
∞

=

∞

=

−
=

−

10

1
2

2
nn nn

n

n

n )()(
 que es 

convergente. 
 

♦ Si  se toma 2=x , la serie es ∑
∞

=

∞

=
∑=

1 1

1

2

2
n n nnn

n

 ésta es 

divergente. 
 

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergencia es 22 <≤− x  o 

bien [ )22 ,− . 
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V.79 Para la serie ∑
∞

=

+−
0

11
n

nn xn)( determinar el intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 

Aplicando el criterio del cociente 

x
n

n

xn

xn
a

a
r

n

n

n

n 11 1
1 +

=
+

==
+

+ )(  

xx
n

nlímxrlím
nn

==+=
∞→∞→

)( 11
 

Entonces si 1<x  o sea si 11 <<− x la serie converge. 

En los extremos de este intervalo se tiene: 

♦ Si  1−=x  queda la serie ∑ ∑
∞

=

∞

=

++ −=−−
1 1

121 111
n n

nn nn )()()(  que es 

divergente. 
 

♦ Si 1=x , la serie queda ∑
∞

=

+−
1

11
n

nn)( que también diverge. 

El intervalo de convergencia es 11 <<− x . 
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V.80 Obtener el intervalo de convergencia de la serie 

0

1 3
2

n
n

n
x

n

∞

=

−∑ ( ) ( )
( )!

 

SOLUCIÓN: 

Aplicando el criterio del cociente, 

[ ]
1

1
1

3
2 1 3 2

3 3 2 2
2

n

n

n
n

n n

x
a n x nr
a x x n

n

+

+
+ +

= = = =
+

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

! !
!

!

 

( 2 ) 13 3
( 2 ) 2 1 2 2 ( 2 1 ) 2 2

nx x
n n n n n

= =
+ + + +

!
! ( ) ( ) ( )

 

ρ===
++

=
∞→∞→

003
2212

13 )(
)()(

x
nn

límxrlím
nn

 

 

Como la serie es convergente para  1<ρ  , cualquier valor de x IR∈ hace 

que la serie sea convergente. 

 

El intervalo de convergencia es el conjunto de los números reales. 
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V.81 Determinar el intervalo de convergencia de la serie 

∑
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0 4
4

n

nxn !)(  

SOLUCIÓN: 

Sea  
n

n

a
a

r 1+= , entonces, 

[ ]
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅

++++⋅⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

+

n
nnnnnx

x

nx

r
n

n

4321
443424144321

4

4

1
4

1

)()()()(
)(4 !

 

)()()()( 44342414
4

++++= nnnnxr  

)()()()( ∞=+++==ρ
∞→∞→ 4

443414
4

xnnnlímxrlím
nn

 

 

Como debe tenerse  1<ρ ,  para que la serie sea convergente. El intervalo 

de convergencia se reduce a un solo valor, 0=x . 
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V.82 Obtener el intervalo de convergencia de la serie 

∑
∞

=

−− +

1 5

51 1

n n

nn

n

x )()(  

SOLUCIÓN: 

1

2 1

2 11

1 1 1

( 1 ) ( 5 )
( 1 ) ( 5 ) 5( 1 ) 5

( 1 ) ( 5 ) ( 1 ) ( 5 ) ( 1 ) 5
5

n

n

n n

n n nn

n n n n n

n

x
a x nnr
a x x n

n

+

+ +

+ ++

+ + +

− −
− −+= = =

− − − − +
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+
−−

=
15

5
)1(5

)5()1(
n

nx
n

nx
 

5
51

5
5

15
5 xx

n
nlímxrlím

nn

−
=

−
=

+
−

==ρ
∞→∞→

)(  

Para que la serie converja debe tenerse  1<ρ  , esto implica  

1
5

511
5

5
<

−
<−⇒<

− xx  100010555 <<⇒<−<−⇒<−<− xxx . 

 
Analizando  la  serie  en los  extremos  de  éste  intervalo   100 << x   se  

tiene,  

• Si 0x = ,  la  serie  es =
−−

=
−− ∑∑

∞

=

∞

=

++

11 5

5)1()1(

5

)5()1( 11

nn n

nnn

n

nn

nn
 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−=−=−=

+

111

11)1( 12

nnn nnn

n

  
que es divergente por ser la serie 

armónica de mismos signos. 
 

• Si  10=x , la serie queda:  ∑∑
∞

=

∞

=

++ −
=

−

11

11 )1(

5

5)1(
nn nn

n

n

nn

  

que es la 

serie armónica con signos alternados por  lo  que es convergente. 
 

Entonces el intervalo de convergencia es 100 << x  o bien ( ]10,0 . 
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V.83 Para la serie ∑
∞

=

−

1 5

)1( 2

n n

n nx
  determinar el intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 

Aplicando el criterio del cociente se tiene,  

1 2

21 211
1 22

( 1 ) ( 1 )
( 1 ) 5 ( 1 ) 1 15

5( 1 ) 5( 1 )
5

n

n nnn
n nn

n

n

x n
a x n x nr
a nx nx n

+

+++

+

− +
− + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠−−
 

21 1
5

x nr
n

− +⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5
51

5
5

15
5 xx

n
nlímxrlím

nn

−
=

−
=

+
−

==ρ
∞→∞→

)(  

 

La serie converge si 1
5

1
<

−x  esto es si: 

645151
5

11 <<−⇒<−<−⇒<
−

<− xxx  

Estudiando la naturaleza de la serie para los valores extremos del intervalo 

64 <<− x    

• Si 4−=x  queda:  ∑∑
∞

=

∞

=

++ −
=

−

11

11 )1(

5

5)1(
nn nn

n

n

nn

 que es divergente. 

 

• Si 6=x , se tiene la serie ∑∑
∞∞

==
=

1

2

1

2

5

5
nn n

n

nn
que también es divergente. 

 
Por lo tanto el intervalo de convergencia es 100 << x  que puede escribirse  

( )6,4−  
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V.84 Obtener el intervalo de convergencia de la serie   

1

1
2

3

n

nn

x∞

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

SOLUCIÓN: 

Al aplicar el criterio del cociente se obtiene,  

1

1

11

1

1
12 13

2 123 2
3 61 1 3

2 2
3

n

n

n
n

nn

n n
n

n

x
x xa xr

a
x x

+

+

++

+

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ − −⎜ ⎟ −⎝ ⎠= = = = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

6
12

6
12 −
=

−
=

∞→∞→

xxlímrlím
nn

 

si  1
6

12
<

−x  la serie converge, o sea si  

2
7

2
572561261

6
121 <<−⇒<<−⇒<−<−⇒<−<− xxxx

 
Al analizar la serie en los extremos de este intervalo,  

• Si
2
5

−=x resulta  la  serie 
1 1

( 3 ) ( 1 )
3

n
n

nn n

∞ ∞

= =

−
= −∑ ∑  que  es 

divergente. 
 

• Si  
2
7

=x , se tiene la serie ∑∑
∞

=

∞

=
−=

11
)1(

3

3
nn

n

n

n

  
que es divergente. 

Así que el intervalo de convergencia es 
2
7

2
5

<<− x  que puede expresarse: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
7,

2
5  
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V.85 Analizar la serie   ∑
∞

= +
−− ++

0 1
)1()1( 11

n n
x nn

 determinando su intervalo de 

convergencia  
 

SOLUCIÓN: 

Si  =
+−−

+−−=

+
−−

+
−−

==
++

++

++

++

+

)2()1()1(

)1()1()1(

1
)1()1(

2
)1()1(

11

22

11

22

1

nx

nx

n
x

n
x

a
a

r
nn

nn

nn

nn

n

n  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+−=

+
+−−=

2
1)1(

2
)1()1()1(

n
nx

n
nxr  

xx
n
nlímxrlím

nn
−=−=

+
+

−==ρ
∞→∞→

1)1(
2
1)1(   

Para que la serie converja debe cumplirse 1<p esto es: 

0211111 <−<−⇒<−<−⇒<− xxx  

o sea  20 << x  

Investigando que se tiene en los extremos de este intervalo 

• Si 0=x la serie queda  ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= +
=

+
−=

+
−− +++

000 1
1

1
)1(

1
)1()1( 2211

nnn nnn

nnn

 

que  es divergente por ser la serie armónica. 

 

• Si  2=x , se tiene ∑∑
∞

=

∞

= +
−

=
+

− +++

00 1
)1(

1
)1()1( 111

nn nn

nnn

  que es la 

serie armónica con signos alternados, por lo cual es convergente. 

 

El intervalo de convergencia es 20 ≤< x  o bien  ]2,0(  
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V.86 Considérese la serie   ∑
∞

= +

+

+

−

0 1

1

3)1(

)2(
n n

n

n

x  determinar su intervalo de 

convergencia  
 

SOLUCIÓN: 

Si  =
+−

+−=

+

−

+

−

==
++

++

+

+

+

+

+

21

12

1

1

2

2

1

3)2()2(

3)1()2(

3)1(

)2(

3)2(

)2(

nn

nn

n

n

n

n

n

n

nx

nx

n

x

n

x

a
a

r  

3
2

2
1

3)2(
)1()2( −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+

+−
=

x
n
n

n
nxr  

2 1 2 2( 1 )
3 2 3 3n n

x n x xlím r lím
n→∞ →∞

− + − −
ρ = = = =

+
  

3231
3

211
3

21 <−<−⇒<
−

<−⇒<
−

⇒<ρ xxx  

Esto es 51 <<− x  

En los extremos de este intervalo 

• Si 1−=x la serie queda  
1 1

10 0

( 3 ) ( 1 )
1( 1 ) 3

n n

nn n nn

+ +

+

∞ ∞

= =

− −
=

++
∑ ∑  que es la 

serie armónica con signos alternados, por lo que es convergente. 

 

• Si  5=x , resulta la serie  ∑∑
∞

=

∞

= +
=

+ +

+

00 1
1

3)1(

3
1

1

nn nn n

n

 

que es 

divergente por ser la serie armónica. 
 

Por lo tanto el intervalo de convergencia es 51 <≤ x  que puede 

escribirse  )5,1[ −  
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V.87 Determinar el intervalo de convergencia de la serie ∑
∞

= +

+

0 )12(

12

n n
x n

!
 

SOLUCIÓN: 

[ ]

2( 1) 1

2 3 2
1

2 1 2 1

2 ( 1 ) 1 ( 2 1 )
( 2 2 ) ( 2 3 )( 2 3 )

( 2 1 )
n

n

n
n

n n

x
a n x n xr
a n nx x n

n

+ +

+
+

+ +

+ + +
= = = =

+ ++
+

! !

!
!

 

Luego 2 21 ( 0 ) 0
( 2 2 ) ( 2 3 )n n

lím r x lím x
n n→∞ →∞

ρ = = = =
+ +

  

 
Como  debe  tenerse  1<ρ   para  que  la  serie  converja,  se  concluye  
que la  serie  converge  para  todo  valor  real   de  x . El  intervalo  de  
convergencia es IR  

 

V.88 Para  la  serie ∑
∞

= ++
−

0 )2()1(
)1(

n nn
x nn

   obtener  el  intervalo  de  convergencia. 

SOLUCIÓN: 
1 1

1 1
1

( 1 )
( 1 ) ( 1 ) ( 2 )( 2 ) ( 3 )

( 1 ) ( 2 ) ( 3 )( 1 )
( 1 ) ( 2 )

n

n n

n n
n

n nn n

x
a x n nn nr
a x n nx

n n

+ +

+ +
+

−
− + ++ += = = =
− + +−

+ +

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−=
+

+−
=

3
1

3
)1()1(

n
nx

n
nxr  

entonces xx
n
nlímxrlím

nn
−=−=

+
+

−=ρ==ρ
∞→∞→

)1(
3
1 ,  11 <−⇒<ρ x  

esto es 11 <−<− x  que resulta ser 11 <<− x . 
 

• Si 1x = − , se tiene  ∑∑
∞

=

∞

= ++
=

++
−−

00 )2()1(
1

)2()1(
)1()1(

nn nnnn

nn

convergente. 

 

• Si 1x = , la serie queda ∑
∞

= ++
−

0 )2()1(
)1(

n nn

n

que es convergente.  El 

intervalo de convergencia es el intervalo cerrado 1 1x− ≤ ≤  o bien [ ]1 , 1− . 
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V.89 Siendo 0>c , considérese la serie  ∑
∞

= −

−−

1 1

1)(
n n

n

c

cx
 y determínese su 

intervalo de convergencia. 
 

SOLUCIÓN: 

1
1

1 1

1

( )
( )

( ) ( )

n

n nnn

n n n
n

n

x c
a x c c x ccr
a cx c x c c

c

−
+

− −

−

−
− −

= = = =
− −

 

Ahora,  

c
cx

ccx

cxlímrlím
nnnn

−
=

−

−
==ρ

−∞→∞→ 1)(
 

La serie es convergente si  1<ρ ,  esto es, 

cxccxc
c

cx
c

cx 20111 <<⇒<−<−⇒<
−

<−⇒<
−  

En los extremos de este intervalo se tiene, 

• Si 0=x   queda ∑ ∑
∞

=

∞

=

−

−

−

−=
−

1 1

1

1

1

)1()(
n n

n

n

n

c

c
. que es una serie 

divergente 
 

• Si cx 2=  la serie es ∑ ∑
∞

=

∞

=
=

−

−

1 1
1

1

1

n nn

n

c

c
 que también es una serie 

divergente. 
 

Luego el intervalo de convergencia es el intervalo abierto cx 20 <<  0 

)2,0( c  
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V.90 Dada la serie de signos alternados ∑
∞

=

−−

0 3

)4()1(
n n

nn xn!
 

determinar su intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 
1 1

1 111
1

( 1 ) ( 1 ) ( 4 )
( 1 ) ( 1 ) ( 4 ) 33

( 1 ) ( 4 ) 3( 1 ) ( 4 )
3

n n

n n nnn
n n nn n

n

n

n x
a n xr
a n xn x

+ +

+ +++
+

− + −
− + −

= = = =
− −− −

!
!

!!
 

 

3
)4()1()1( −+−= xnr ;  ∞=

∞→
rlím

n
, luego la serie es convergente 

únicamente para 0=x  
 

V.91 Obtener el intervalo de convergencia de la serie ∑
∞

= −
+− ++

2 1
)1()1( 11

n n
x nn

 

SOLUCIÓN: 
2 2

2 2
1

1 1 1 1

( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

n n

n n
n

n n n n
n

x
a x n x nnr
a nx x n

n

+ +

+ +
+

+ + + +

− +
− + − − + −

= = = =
− + − +

−

n
nxr 1)1( −+−= , )1(1)1( +−=

−
+−==ρ

∞→∞→
x

n
nlímxrlím

nn
, 

1)1(1 <+−⇒<ρ x ,   1111)1(1 <+<−⇒<+−<− xx  luego 

queda 02 <<− x  
 
En los extremos de este intervalo 

• Si 2−=x , se tiene ∑∑
∞∞

==

++

−−
−−

22

11

1
1

1
)1()1(

nn

nn

nn
 que es  divergente. 

 
 

• Si 0=x , resulta la serie ∑
∞

=

+

−
−

2

1

1
)1(

n

n

n
 que es convergente por ser la serie 

armónica con signos alternados. El intervalo de convergencia es 
02 ≤<− x   o  ]0,2( −  
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V.92 Determinar el intervalo de convergencia de la serie 

∑
∞

=

−

−
−

0

12

)12(
)1(

n

nn

n
x

!
 

SOLUCIÓN: 

[ ]1

1 2( 1) 1

1 2 1

2 1 2 1

( 1 )
2 ( 1 ) 1 ( 1 ) ( 2 1 )

( 1 ) ( 1 ) ( 2 1 )
( 2 1 )

n

n

n n

n n

n n n n

x
a n x nr
a x x n

n

+

+ + −

+ +

− −

−

+ − − −
= = =

− − +

−

! !

!

!

 

 

)12(2)12(2
)1( 22

1

+
−

=
+

−
== +

nn
x

nn
x

a
a

r
n

n  

 

0)0(
)12(2

1 22 =−=
+

−==ρ
∞→∞→

x
nn

límxrlím
nn

 

 

Siempre se tendrá  1<ρ  por lo cual el intervalo de convergencia es el conjunto 

de los números reales. 
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V.93 Para la serie  ∑
∞

=

+

0 2

)3(
n n

nx
 determinar el intervalo de convergencia. 

SOLUCIÓN: 

Aplicando el criterio del cociente, 

1

1

11

1

( 3 )
( 3 ) 2 32

2( 3 ) ( 3 ) 2
2

n

n

n

n nn

n n n

n

x
a x xr
a x x

+

+

++

+

+
+ +

= = = =
+ +

 

Así que  
2

3
2

3 +
=

+
==ρ

∞→∞→

xxlímrlím
nn

 

1<ρ  implica  2321
2

311
2

3
<+<−⇒<

+
<−⇒<

+ xxx por lo 

cual queda el intervalo 15 −<<− x . Analizando la serie para los valores 

extremos de este intervalo, 

 

• Si 5−=x , queda 
0 0

( 2 ) ( 1 )
2

n
n

nn n

∞ ∞

= =

−
= −∑ ∑  que es divergente. 

 

• Si 1−=x , resulta la serie ∑∑
∞

=

∞

=
=

00
1

2

2
nn

n

n

n

 que es divergente también. 

 

Por lo anterior el intervalo de convergencia es el intervalo abierto  15 −<<− x  o  

bien  )1,5( −− . 
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V.94 Sea la serie  ∑
∞

=

+

+0

1

3
4

n

nn

n
x

  obtener su intervalo de convergencia 

SOLUCIÓN: 

Al aplicar el criterio del cociente se tiene que  

4
)3(4

)4(4

)3(4

3
4

4
4

1

12

1

12

1

+
+=

+

+=

+

+==
+

++

+

++

+

n
nx

nx

nx

n
x

n
x

a
a

r
nn

nn

nn

nn

n

n  

xx
n
nlímxrlím

nn
4)1(4

4
34 ==

+
+

==ρ
∞→∞→

 

4
1

4
1141141 <<−⇒<<−⇒<⇒<ρ xxx  

 

Analizando la serie para los valores extremos de este intervalo  

 

• Si 
4
1

−=x ,  se  tiene  ∑∑∑
∞∞∞

===

+

+
−

=
+

−
=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

000

1

3
)1(4

3
4)1(

3
4
14

n

n

n

n

n

n
n

nnn
 

que es convergente. 
 

• Si  
4
1

=x ,  la serie queda   ∑∑
∞∞

==

+

+
=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

00

1

3
4

3
4
14

nn

n
n

nn
 que es 

divergente. 
 

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergencia es el intervalo 

semiabierto   
4
1

4
1

<≤− x
  

  que puede escribirse   ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ −

4
1,

4
1  . 
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V.95 Obtener  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  la  función xsenxf =)( .   

SOLUCIÓN: 

Como se sabe la serie de Maclaurin se puede escribir: 

…++++== ∑
∞

=

3
3

2
210

0

)(

)( xCxCxCCx
k

fxf k

k

k

!
 

donde 

!n
fC

n

n
)0()(

=  

En  este  caso , xsenxf =)(  , entonces 00)0( == senf  

 ' ( )f x cos x=  , entonces '( 0 ) 0 1f cos= =  

 '' ( )f x sen x= −  , entonces ''( 0 ) 0 0f sen= − =  

 '''( )f x cos x= −  , entonces '''( 0 ) 0 1f cos= − = −  

 xsenxf =)(IV  , entonces 00)0(IV == senf  

 V ( )f x cos x=  , entonces V ( 0 ) 0 1f cos= =  

 xsenxf −=)(VI  , entonces 00)0(VI =−= senf  

   

Así  que  para xsenxf =)(  

2 3( 0 ) '( 0 ) ''( 0 ) '''( 0 )( )
0 1 2 3!

f f f ff x x x x= + + + +…
! ! !

 

Esto es: 

…+++
−

+++= 5432

5
1

4
0

3
)1(

2
0

1
1

0
0 xxxxxxsen

!!!!!!
 

…+−+−= 753

7
1

5
1

3
1 xxxxxsen

!!!
 

Por lo cual 

2 1

0

( 1 )
( 2 1 )

n
n

n
sen x x

n
+

=

∞ −
=

+∑ !
  o  bien,  12

1

1 )12(
)1( +

+

= +
−

= ∑
∞

n
n

n
x

n
xsen

!
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V.96 Determinar el desarrollo en serie  de  Maclaurin de  la  función  xxf cos)( = .  

SOLUCIÓN: 

Sea  ( )f x x= cos  , luego, 0 0 1( )f = =cos  

 ' ( )f x sen x= −  , entonces ' ( 0 ) 0 0f sen= − =  

 '' ( )f x cos x= −  , entonces ' ' ( 0 ) 0 1f cos= − = −  

 ''' ( )f x sen x=  , entonces ' ' ' ( 0 ) 0 0f sen= =  

 IV ( )f x x= cos  , entonces IV 0 0 1( )f = =cos  

 xsenxf −=)(V  , entonces 00)0(V =−= senf  

 VI ( )f x x= −cos  , entonces VI 0 0 1( )f = − = −cos  

   

Sabiendo  que  

n
n

x
n

fxf
n
∑
∞

=
=

0

)(

)(
!

,  para xxf cos)( =  queda: 

…+−
++++

−
+= 65432

6
)1(

5
0

4
1

3
0

2
)1(

1
11cos xxxxxxx

!!!!!!
 

…+−+−= 642

6
1

4
1

2
11cos xxxx

!!!
 

Esto es,  n
n

n
x

n
x 2

2

0 )2(
)1(cos

!

+

=

−
= ∑

∞
  o  bien,  

[ ]
)1(2

1

1 )1(2

)1(cos −
+

= −

−
= ∑

∞
n

n

n
x

n
x

!
 

o todavía  

n
n

n
x

n
x 2

0 )2(
)1(cos

!
−= ∑

∞

=
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V.97 Desarrollar en serie  de  Maclaurin   la  función   
1

1)(
+

=
x

xf .   

SOLUCIÓN: 

Como 
1

1)(
+

=
x

xf  , se  tiene 1
10

1)0( =
+

=f  

Ahora, 
2

1' ( )
( 1 )

f x
x

= −
+

 , entonces  
2

1' ( 0 ) 1
( 0 1 )

f = − = −
+

 

 
3

2'' ( )
( 1 )

f x
x

=
+

 , entonces  
3

2'' ( ) 2
( 0 1 )

f x = =
+

 

 
4

6''' ( )
( 1 )

f x
x

= −
+

, entonces  
3

6''' ( 0 ) 6
( 0 1 )

f = − = −
+

 

 
5

IV

)1(

24)(
+

=
x

xf  , entonces  24
)10(

24)0(
5

IV =
+

=f  

 V
6

120( )
( 1)

f x
x

= −
+

, entonces  V
6

120( ) 120
( 0 1)

f x = − = −
+

 

   

Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin se tiene,  

 

…+−
++

−
++

−
+=

+
5432

5
)120(

4
24

3
)6(

2
2

1
)1(1

1
1 xxxxx

x !!!!!
 

 

…+−+−+−=
+

54321
1

1 xxxxx
x

 

 
Esto es   
 

nn

n
x

x
)1(

1
1

0
∑
∞

=
−=

+
 o bien  11

1
)1(

1
1 −−

=
∑
∞

−=
+

nn

n
x

x
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V.98 Obtener los primeros tres términos no nulos de la serie de Maclaurin  de  la  

función 

xtanxf =)( . 
SOLUCIÓN: 

Teniendo xtanxf =)(  , resulta que ( 0 ) 0 0tanf = =  como 

2' ( )f x sec x=  ,  entonces  20 0 1f sec= =' ( )  

2'' ( ) 2 sec tanf x x x=  , entonces  20 2 0 0 0f sec tan= ='' ( )  
4 2 2' ' ' ( ) 2 4f x sec x tan x sec x= +   ,    por lo que 

4 2 2' ' ' ( 0 ) 2 0 4 0 0 2(1) 4(0)(1) 2sec tan secf = + = + =  

=++= xsecxsecxtanxtanxsecxsecxtanxtanxsecxsecxf 2223IV 8248)(

xsecxtanxsecxtanxtanxsecxf 4234IV 888)( ++= ,  luego 

=++= 008008008)0( 4234IV sectansectantansecf  

0)1()0(8)1()0(8)0()1(8)0(IV =++=f  

++= xtanxsecxsecxtanxsecxsecxf 324V 488)(  

+++ xsecxtanxsecxtanxsecxsecxtan 2223 3828  

=++ xsecxsecxtanxsecxsecxtan 2433 848  

+++= xsecxtanxsecxtanxsecxtanxsecxf 4224426V 2416328)(  

=++ xsecxxsecxtan 832 42  

xsecxsectanxsectanxsecxf 624426V 816888)( +++=  ,  así que 

080016008808)0( 624426V secsectansectansecf +++=  

1688)1(8)1()0(16)1()0(88)1(8)0(V =+=+++=f  

Sustituyendo en la serie de Maclaurin,  

3 51 2 160 0 0
1 3 5

tan x x x x+ + + + +=
! ! !

 

3 52 2
3 15

tan x x x x+ +=  
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V.99 Obtener un valor aproximado de sec x  determinando con la serie de Maclaurin 

los tres primeros términos no nulos 
 

SOLUCIÓN:  
xsecxf =)(  , entonces 10)0( == secf  

( ) sec tanf ' x x x=  ,  entonces 0( 0 ) 0 1 ( 0 ) 0sec tanf ' = = =  

2 3 2( ) sec sec tan sec tan sec tan secf '' x x x x x x x x x= + = +  ,    por lo que 

3 2( 0 ) 0 0 0 1 0 ( 1 ) 1sec tan secf '' = + = + =  

2 2 2( ) 3 2sec sec tan x tan sec tan x sec x tan x secf ' ' ' x x x x x x+ += =  

3 3 3( ) 3 2sec tan x tan sec tan x sec xf '' ' x x x x+= + =  

3 3( ) 5 sec tan x tan secf '' ' x x x+= ,  luego 

3 30( 0 ) 5 0 0 0 5 ( 0 ) ( 1 ) ( 0 ) ( 1 ) 0sec tan tan secf ' ' ' += = + =  

+= xtanxsecxsecxtanxsecxsecxf 223IV 355)(  

=++ xsecxtanxsecxtanxsecxtan 223 3  

xsecxtanxsecxtanxsecxtanxsecxf 324325IV 3155)( +++=  

5)1()0(3)1(0)1()0(15)1(5)0(IV =+++=f  
 
Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin queda: 

2 41 51 0 0
2 4

sec x x x+ + + +=
! !

 

2 41 51
2 24

sec x x x+ +=  si 
45

4 4 8 6144
1x secπ π π π⎛ ⎞= ⇒ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
+  

0 39269 0 07927
4

4

1

1 4796

sec . .

sec .

π⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
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V.100 Desarrollar en serie de Taylor la función  
2

1( )
( 1 )

f x
x

=
+

 alrededor de 

1x =  
 

Si 
2

1( )
( 1 )

f x
x

=
+

 

3

4

5

2( )
( 1 )

6( )
( 1 )

24( )
( 1 )

f ' x
x

f ' ' x
x

f ' ' ' x
x

= −
+

=
+

= −
+

⇒

 

 
Se observa que 
 

2
( 1 )( ) ( 1 )

( 1 )
n

n
xf x

x +

+
= −

+

!
,   entonces 

1

( 1 )( 1 ) ( 1 )
2

n n
n

xf
+

+
= −

!
que 

al sustituir en la serie de Taylor queda: 

  

2 1

1

2 1

2 11

2 1

1 ( 1 )( 1 ) ( 1 )
( 1 )

( 1 ) ( 1 )
1 1 2 ( 1 )

4( 1 )

1 1 ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
4( 1 ) 2

1 1 1 1 ( 1 )
4 2 2( 1 )

n
n

n

n

n n

n

n n

nn

n

n

ff x
nx

x

x
nx

x x
x

x x
x

∞

=

∞ +

=

∞

+=

∞

=

= + −
+

+

= + −
+

− + −
= +

+

−⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∑

∑

∑

∑

!

!
 



SS UU CC EE SS II OO NN EE SS  
Y  

SS EE RR II EE S 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

EE JJ EE RR CC II CC II OO SS  
PP RR OO PP UU EE SS TT OO SS
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Escribir tres términos más y obtener la forma del término enésimo de las siguientes 

sucesiones 

 

V.101 …,,,, 16842  

V.102 …,,,,
4
1

3
1

2
11 −−  

V.103 …,,,, 3210  

V.104 …,x,x,x,x
9753

5432

−−  

V.105 …,,,, 4
3
4

2
21  

V.106 …,,,,
16
1

9
1

4
11 −−  

V.107 …,,,,
24
81

6
27

2
93  
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Si se sabe que  

a ) 
1 1 11
4 9 16

+ + + +…  es convergente   y 

b ) 
2 3 4 5
3 4 5 6
+ + + +…  es divergente, 

 
 
determinar el carácter de las siguientes series por el criterio de comparación: 

V.108 
1 1 1 1
3 6 9 12
+ + + +…  

V.109 
5 63 2
3 4

+ + + +…  

V.110 
1 1 1 1
3 12 27 48
+ + + +…  

V.111 1 2 3 4+ + + +…  

V.112 
2 6 41
3 5 3
+ + + +…  
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Emplear el criterio del cociente para establecer el carácter de las siguientes series: 

V.113 
41

5 n

n n

∞

=
∑  

V.114 ∑
∞

=1

5
n

n

n!
 

V.115 
3

1 3 nn

n∞

=
∑  

V.116 ∑
∞

=1n

n

n
n

!
 

V.117 ∑
∞

=1 22n n

n  

V.118 ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1 4
3

n

n

n  

V.119 ∑
∞

=1 8n n

n!  

V.120 ∑
∞

=

+

1 3

3
n n

n  
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Para cada una de las siguientes series, determinar si son divergentes o convergentes, 

en el caso de ser convergente calcular su suma: 
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V.130 Se deja caer una pelota desde una altura de 10  metros y rebota 

sucesivamente hasta quedar en reposo. Si la altura que alcanza en cada 

rebote es de 
10
9  de la altura que tomó en el bote anterior, calcular la 

distancia vertical total recorrida por la pelota. 

 

Determinar el carácter de las siguientes series: 

V.131 
1 2 3 4
2 3 4 5
− + − +…  

V.132 1 1 11
22 3

− + − +…  

V.133 
1 2 3 4
3 5 7 9

− + − + −…  

V.134 
1 1 11
4 9 16

− + − +…  

V.135 
1 1 11
4 27 256

− + − + −…  
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Determinar si las siguientes series son absoluta o condicionalmente convergentes: 
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Obtener el intervalo de convergencia de las siguientes series 
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Obtener la representación en serie de Maclaurin de las siguientes funciones: 

V.156     
1

1)(
−

=
x

xf  

V.157 
2

1)(
+

=
x

xg  

V.158 
2

1( )
( 1 )

h x
x

=
−

 

V.159 
1( )

1
i x

x
=

−
 

V.160 2

1( )
( 1 )

j x =
− x

 

V.161 2( )
(1 )

k x
x

= −
− 3  

 

V.162 ( ) 2l x sen x=  
 

V.163 2( ) 4 cosm x x=  
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Obtener la representación en serie de Taylor de las siguientes funciones: 

V.164 
x

xf 1)( =  alrededor de  1=x  

V.165 
1

1)(
−

=
x

xg  alrededor de  4=x  

V.166 xsenxh =)(  alrededor de  
2
π=x  

V.167 xcosxi =)(  alrededor de  π=x  

V.168 
1( )

1
j x

x
=

+
 alrededor de  1=x  

V.169 
2

2( )k x
x

=  alrededor de  2=x  

V.170 1( )
1

m x =
− x

 alrededor de  3=x  
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