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PROLOGDO

La presente obra, pretende ser un elemento de apoyo de estudio para los
estudiantes que cursan la asignatura Célculo Diferencial en la Facultad de Ingenieria de
la UNAM, o bien, un recurso didactico para los profesores que imparten dicha
asignatura. Consta de cinco capitulos, en cada uno de ellos se presentan tanto ejercicios
resueltos como ejercicios propuestos, todos ellos versan sobre temas que corresponden
al titulo del capitulo en el que estan incluidos, se intentdé que el orden en el que estan
dispuestos los ejercicios en cada capitulo, fuera el mismo en el que aparecen los
contenidos correspondientes en el programa de la asignatura. El disefio de los ejercicios
tiene la pretension de mostrar el manejo y la aplicacion de los conceptos que se
contemplan en dicho programa.

La idea y la realizacion de este cuaderno de ejercicios fueron fundamentalmente

del distinguido maestro Ing. Arnulfo Andrade Delgado T

Esperamos que el contenido del presente cuaderno sea de utilidad, tanto para
alumnos como para profesores de esta Facultad, y solicitamos atentamente que sus
observaciones que tengan a bien hacer de este trabajo, nos las hagan llegar al
Departamento de Calculo Diferencial, pues seran bienvenidas con la idea de mejorarlo
para posteriores impresiones.

Hemos de agradecer la valiosa colaboracién que la Ing. Alejandra Vargas
Espinoza de los Monteros tuvo en sus revisiones y sugerencias para este trabajo,
también a la Ing. Elba Karén Saenz Garcia por su entusiasta participacion y por sus
atinadas observaciones. Agradecemos la colaboracion de la secretaria de la
Coordinaciéon de Mateméaticas, Maria Guadalupe Martinez Déavalos, por la captura que
hizo de este trabajo. En esta segunda edicion agradecemos la colaboracion en la
revision del material a la M.l. Mayverena Jurado Pineda.

Agradecemos a las autoridades universitarias su apoyo para la realizacion de
este tipo de obras, pues ello favorece y enriquece la vida académica de esta institucion.

Arnulfo Andrade Delgado Sergio Carlos Crail Corzas
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

Dada la relacion:
R:{(x,y)\xGlR, y> X |

obtener su gréfica

SOLUCION:

Si en forma auxiliar se considera la recta de ecuacion
y =X

Se deduce que la grafica de la relacion esta constituida por todos los puntos del

plano cartesiano cuya ordenada "y" es mayor que su abscisa, la recta

mencionada no forma parte de la gréafica.

Sea la relacion:
R:{(X,y)XE IR, x2+y2 34}

Trazar su grafica



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

SOLUCION:

.z 2 2 . . .
La ecuacion X~ + Y~ = 4 representa una circunferencia de centro en el origen
y radio r = 2. La gréafica de la relacion esta constituida por todos los puntos

del circulo cuyo centroes C (0, 0 ) yradio r=2

Trazar la grafica de la siguiente relacion

R={(X,y)X€|R,yZX2}

SOLUCION:
La ecuacion Yy = X ? representa una parabola con vértice en el origen y que

abre su concavidad hacia arriba. La grafica de la relacion esta formada por

todos los puntos de coordenadas ( X, y) que satisfacen la desigualdad

2 ., . . -
y =2 X esto es, la region comprendida entre la concavidad de la parabola y

ella misma.



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

Dada la relacion:

R:{(x,y) XeR, y£4—x2,y>§+1}

Trazar su grafica

SOLUCION:
La ecuacién y =4 — chorresponde a una parabola de vertice V (0, 4)

que abre su concavidad hacia abajo. La ecuacion auxiliar y:5+1

. 1 .
representa una recta de pendiente m = 5 y ordenada en el origen b =1.
La gréfica de la relacidon es la regiéon comprendida entre la parabola y la recta
mencionadas incluyendo el arco correspondiente de la pardbola y sin incluir el

segmento de recta entre los puntos Ay B.



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

Escribir en el paréntesis una "V" si la proposicion es correcta o una " F" si
es falsa:

a) Una funcion puede ser una relacion multiforme ( )
b) Una funcién puede ser una relacion biunivoca ( )
c) Unarelacién puede ser una relacion uniforme ( )
d) Una funcion puede ser una relacion univoca ( )
e) Una relacion siempre es una funcion ( )
f) Una funcién siempre es una relacion ( )
g) Una funcién es un subconjunto de una relacion binaria ( )
h) Una relacién binaria es un subconjunto de una funcién ( )
SOLUCION:

a) (F) b) (V) c) (V) d) (V)
e) (F) f) (V) g) (V) h) (F)



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

Escribir en el paréntesis el nimero que corresponde a una aseveracion
correcta:

a) Una funcion puede expresarse por ( )
b) En una funcion real de variable real ( )
c) Si y=f (x) eldominiode lafuncién es ( )
d) Si a<b,elconjuntodenimeros "x" talesque a<x<bes ( )
€) Una relacion siempre es una funcion ( )
f)  Una funcion siempre es una relacion ( )

1. Un intervalo abierto.

2. El conjunto de todos los valores que toma la variable dependiente
n yH .

3. Unintervalo cerrado.
2
4. y=Xx"+4.

5. El conjunto de todos los valores que toma la variable independiente
HXH .

6. Extensién o comprension.

7. Tanto la variable dependiente como la independiente son numeros
reales.

8. La variable independiente es un numero natural y la variable
dependiente es un numero real.

SOLUCION:

a) (6); b) (7); c) (5); d) (1) e) (2); f) (4)



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.7 Considerando las graficas de relaciones siguientes indicar para cada una si se

trata de una funcién o no.

P Ay
2. 2
19— 1
- X . . — X
2 4 0 1 2 2 -1N_%2
o—1F-1 -
2 .2
A) B)

C) D)

SOLUCION:

a) Si es la grafica de una funcién, ya que a cada valor de "X" corresponde
un solo valor de "y" .

b) No se trata de la grafica de una funcién. A cada valor de "X" en el
intervalo abierto ( a, b ) corresponden dos valores de "y" .

c) No es la grafica de una funcion, dado que a cada valor de "Xx" en el
intervalo semiabierto ( 0, b | corresponden dos valores de "y"

d) Si es la grafica de una funcién, puesto que a cada valor de "X" en el
dominio D, =[a, b ) corresponde un solo valor de "y"
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Dadas las siguientes relaciones, para cada una trazar la grafica e indicar si se

trata de una funciéon o no
a) R, ={(-1,1),(0, 1), (1, 2),(3,2), (-1, -1)}

by R,={(x,y)|y=-2 si x<1, y=3 si x=21]|

c) R3:{(x,y)‘XeIR,x2+y2:4, yzo}
SOLUCION:
a) R, noesuna funcion ya que el valor X, = —1 corresponden dos valores
de "y" y, =1, y,=-1.
Ay
2 L ] L
o 19
3 2 1 0 1 2 3 > X
L+ 1
.2

b) R, sies una funcién, dado que a cada valor de "X" en Dg_ =R

corresponde a un valor de "y"

Ay
3 *-—
2_
1-
X
3 2 1 0 1 2 3 >
1
— =z ©°
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c) R; siesuna funcion, la grafica es una semicircunferencia de centro en el
origen, radio 2, y > 0. A cada valor de "X" en Dy, = [ -2, 2]
corresponde un solo valor de "y"

Ay

0 ' > x

Sea la relacion:
Rz{(X,y)‘XelR, X+2y -2=0, X< 2, yzo}

Trazar su grafica e indicar si es una funcién o no. En todo caso obtener su
dominio y su rango o recorrido.

SOLUCION:
La ecuacion que se tiene como regla de correspondencia puede escribirse:
1
=-—X+1
y 2
que es la ecuacion de una recta de pendiente m = —; y ordenada en el

origen b =1.

Como Yy > 0 la gréfica es la semirecta que se localiza arriba del eje de las
abscisas.

Si se trata de una funcién, dado que a cada valor de "X"en el dominio
D; = { x| xelR x<2 }corresponde un solo valor de "y" en el rango que

esRy=1{y|yelRy>0|
A

-3

10
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1.10

Considerando la relacion:
R:{(x, y)‘ X, yelR, 9x° +16y2:144}

trazar su grafica, determinar su dominio y su recorrido. Decir si es una funcién o

no.

SOLUCION:
2 2 X ? Yy ?
La ecuacion 9X +16y = 144 puede escribirse Te + ) =1

representa una elipse con centro en el origen, eje focal sobre el eje de las

que

abscisas,a = 4,b =3

El  dominio es: Dp={x|-4<x<4) y el recorido es:
3

No es una funcién ya que a cada valor de "X" en el intervalo abierto ( -4, 4)

corresponden dos valores de "y"

11
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.11

Dada la relacion:

x2—1

R=3(X,y) xelR,y=
x> +1

trazar su grafica e indicar si se trata de una funcién o no. Escribir su dominio y
Su rango o recorrido.

SOLUCION:
Tabulando algunos valores de "X" y de "y'", se obtiene:

X y
4 15
17

3 4
5

) 3
5

-1 0
0 -1
2 3
5

3 4
5
4 15
17

Si se trata de una funcion, ya que a cada valor de " X" corresponde un solo valor

de " y" . Dominio: D ; =R 'y recorrido: RR={Y‘ yelR, yZ—l}

12
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.12 Dada la siguiente relacion, obtener su dominio, recorrido y trazar su gréfica.

Indicar si se trata de una funcién o no.
R:{(x,y)4x2+y2=36, y > O}

SOLUCION:
2
X
La regla de correspondencia puede escribirse ? + >3/6 =1 que corresponde

a una elipse concentro C (0, 0), a=6, b =3 y eje focal sobre el eje de
las ordenadas. Despejando " y" para tener la regla de correspondencia en

forma explicita:

y2=36—4x2; y:w/36—4x2 ; y:2w/9—x2 y YelR si 9-x> > 0;

x| <3

Entonces Dy =[ -3, 3]y el mayor valor que toma es 6, luego

y

Rg=[0, 6]. Sise trata de una funcién, cada valor de xen [-3,3]le

corresponde un solo valor de

y

A

- X

1.13 Sea
f={oGy)|y=3-x|
Indicar si se trata de una funcién o no. En todo caso obtener su dominio,
recorrido y grafica.

13



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
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SOLUCION:
Como yelR si x>0, luego el dominio es:
D,=IR"+{0}
El mayor valor que toma " y" es 3, luego el recorrido es:
Ry={yly <3}
Si se trata de una funcién a cada valor de " X" en D ; corresponde un solo

y

La regla de correspondencia puede escribirse: y—-3=— X ;

valor de '

( Y—3)2= (X=0) por lo que la grafica es un arco de parabola con vértice
V (0, 3)ypardmetro p :i

A

3

.14 Sea f ={(x, y)‘ y:(x—2)2+1, 03x<5}
Indicar si f es una funcién o no. En cualquier caso obtener el dominio, recorrido

y trazar la gréfica.

SOLUCION:
En la regla de correspondencia se observa que a cada valor real de "X"

corresponde un solo valor de "y", entonces si se tiene una funcion:

y—1l=(x-2)"

14
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1.15

La gréafica es un arco de parabola cuyo véerticees V (2, 1), p = i y que
se abre en el sentido positivo del eje de las ordenadas. EI dominio es:

D,={x]0<x<5}yelrecoridoes: R,={y|l<y<10]

F W

101

Dada
f={(x, y) y=+x° }

Decir si se tiene una funcién o no. En todo caso determinar el dominio, recorrido

y trazar la gréfica.

SOLUCION:
f si es una funcién ya que a cada valor real de "X" corresponde un solo valor

de "y" . Eldominioes D; =1IR.

El menor valor que toma "Yy" es cero entonces el recorrido es

Rf={y\y20}

15
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observacion: la regla de correspondencia puede escribirse:
y=|x

A Y

3

.16 Dada f:{(x,y) y:g«/x2+9 }

Indicar si se trata de una funcién o no. En todo caso determinar su dominio,

recorrido y grafica.

SOLUCION:

La regla de correspondencia puede transformarse como sigue:

y=1xH9 s 3y=2x749 5 9y =4 (x7+9);

2 2
X

oy’ =4x’+36; 9y>-4x>=36; 3;—9=1

que es la ecuacién de una hipérbola con centro en el origen C (0, 0), eje
focal sobre el eje de las ordenadas, a=2, b=3 "y" solamente toma

valores positivos, entonces si se trata de una funcién. El dominio es: D = IR

elrecorridoes: R, ={y|y >2}

16
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.17  Si R:{(x, y)‘9(x+4)2+25(y—2)2=225, y>1 }
Investigar si R es una funcion o no. En todo caso obtener el dominio, recorrido
y trazar la grafica.

SOLUCION:

La ecuacion que actia como regla de correspondencia puede escribirse:
(x+4)" (y-2)°
25 i 9
C(-4, 2), a=5, b=3 y eje focal paralelo al eje de las abscisas.

=1 que corresponde a una elipse de centro

El dominio es: D, :{ X‘—9 < x<1 } y el recorrido  es:

R, = { y\ I<y<5 } No es funcion, a valores de "X'" cercanosa -9 por

la derecha y cercanos a 1 por la izquierda corresponden dos valores de "y".
Se trata de una relacion multiforme.

F

17
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.18 Si f(Xx)=2x"—4x+5,0btener f (0), f (1), f(2)y f(=2)

SOLUCION:

f(0)=0-0+5=5
f(1)=2(1)-4(1)+5=3
f(2)=2(2)"-4(2)+5=8+8+5=5
f(=2)=2(-2)"-4(-2)+5=8+8+5=2I

.19 Dadaf(X):X3—3x2+2x—1,determinarf(2), f(;) y f(—?j

SOLUCION:
f(2) =(2)"=3(2)"+2(2)-1=8-12+4-1=-1
f(l) _ o3 2z v 3 =65
2 53 ok 2 8 4 8 8
3 2
f(_2j:_2 _{_2j+4_2}4:_8_u_4_1
3 3 3 3 27 9 3
8+36+36+27 107

27 27

.20 Sif(x) = X3—5X2—4X+20,demostrarque:

a) f(-2)="1(5);

by f(0)=-2f(3);

c) f(-1)="1(7);

d f(a+l)=a’'-2a’-1la+12

SOLUCION:

a) f(-2)="f(-2)"-5(-2)"-4(-2)+20=-8-20+8+20=0
f(5)=5"-5(5)"=4(5)+20=125-125-20+20=0
luego f (=2) = f (5)

by f(0)=0-0-0+20=20
f(3)=27-45-12+20=-10, -2Ff (3)=-2f(3)=-2(-10)=20
luego f (0) =-2f (3)

18
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c) f(7)=7"=5(7)"=4(7)+20=34320-2450 - 28 + 20 =90
f(=1)=-1-5+4+20=18,5f (=1) = 5(18)=90
luego f (7)=5f (-1)

d f(a+l)=(a+1) =5(a+1)’—4(a+1)+20=
—a’+3a’+3a+1-5a’-10a-5-4a—-4+20=

—a —-2a’ —-1lla+12

.21 Dada f (Xx) = X2—2X+6,demostrarque:

f(x+h):x2—2x+6+2(x—1)h+h2

SOLUCION:
f(x+h) =(x+h)2—2(x+h)+6:x2+2hx+h2—2x—2h+6
= x> -2Xx+6+2(x-1)h+h’

.22 Dada g(X) = x” +3x , demostrar que:
g(x+h)-g(x) :3(x2+1)h+3xh2+h3
SOLUCION:
g(x+h)-g(x)=(x+h) +3(x+h)-x’-3x=
=x +3x h+3xh”+h’ +3x+3h-x"-3x=
=3x h+3xh’+h’ +3h=
=3(x +1)h+3xh’+h’

.23 Sea f(x)=l,demostrarque Pix+h)-T(x) _ _ !
X h (h+x)x
SOLUCION:
f(x+th)-f(x) _ 1 1 1 )_ x=x-h _ h _ 1
h n{ x+h x h(x+h)x h(x+h)x (h+x)x

19
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.24 Si F(x)=4x,demostrarque: F(a+1l)-F(a)=3F(a)

SOLUCION:

a+1

F(a)=4"" -4%=(4-1)4"=3(4)"=3F (a)

1.25 Siendo f (x) = a’, hacerverque f (c) f(d)= f(c+d)

SOLUCION:
f(c)f(d)y=a‘a’=a

c+d

pero. f(c+d) = atte

entonces f (c)f(d)=f(c+d)

.26 Sig(x) = Iogl_—x, demostrarqueg(y)+g(2)=g( y e J

1+ X l1+yz

SOLUCION:

-y 1-2 -y 1-z l+yz-y—-1z
g(y)+g(z)=1log — +log — = log . = log

I+y 1+2 1+y 1+z l+yz+y+z

|- Yy*+z l+yz-y-z
Ahora @ y+z =|Ogﬁzlog l+yz - 1o l+yz-y-1z

l+yz R AR l+yz+y+z l+yz+y+z
1+yz 1+yz

.27 Sea f (@) = sen¢ + cos @, hacer que:

o i 3
a) f(0)_f(2j b) f(n)_—f(zj C) f(znj_—f(O)
SOLUCION:
a) f(0)=sen0+cos0=0+1=1
f(njzsenn+cosn=1+0=l luego f(0)=f[nj
2 2 2 2

20



1.28

1.29

CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
b) f(m)=senm+cosnt=0-1=-1

F UN C I O N E S
—f(g):—l luego f(n):—f( )

= sen§n+cos§n=—1+0:—1
2 2

o a

—f(0) =-1 luego f(;nj:—f(O)

Si f(0)=sen20 +cosO, obtener: f (0), f(g) f(mn), f(:)

(%)

SOLUCION:
f(0) =sen0+cos0O =0+1=1

‘'

f(n) =sen2zn + cosnt =0—-1=-1

j:senn+cos§=0+0=0

(R

| —_—

[E—
+

Y

o[
ofar

(nj 2
f — = Sen — m + COS =
3 3

f(%jzsen£+cos£=g+

3 6

)

De las siguientes asociaciones, indicar cual define una funcion inyectiva,
explicando la respuesta.

a) A cada persona que vive en la tierra, asignarle el afio de su nacimiento.
b) A cada libro escrito por un solo autor, asignarle su autor.

c) A cada pais, asociarle su bandera.

d) A cada numero entero, asociarle su cuadrado.

e) A cada individuo asociarle su nombre de pila.

f)  Asociar a cada automovil de una misma marca el numero de serie de su
motor.

21



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.30

SOLUCION:

a) La asociacion define una funcién que no es inyectiva, pues habra mas de
una persona que tenga el mismo afio de nacimiento.

b) No define una funcion inyectiva, ya que a todo libro se le asocia el mismo
nombre.

c) Sidefine una funcion inyectiva, dado que no hay dos banderas iguales.

d) No es una funcién inyectiva porque dos enteros distintos tienen el mismo
cuadrado; por ejemplo 4 y — 4.

€) No es inyectiva, pues varias personas pueden tener el mismo nombre.

f)  Si es inyectiva, a cada automdvil le corresponde un nimero distinto de los
demas.

Escribir en el paréntesis de la derecha una "V'" si la aseveracion
correspondientes es verdadera 6 una "F" si es falsa:

a) Las funciones inyectivas siempre son biyectivas. ...........ccccceveviiunnnens ( )
b) El dominio de toda funcion suprayectivaes IR ........ccccccceiiin, ( )
c) Las funciones biyectivas siempre son inyectivas .............ccccevvvvvennnnne ( )
d) Las funciones inyectivas siempre son suprayectivas. ..........cccccc..u... ( )
e) Eldominio de toda funcion biyectivaesIR ...............ccccvriiiiiiiiiiinnnnn, ( )
f)  Las funciones suprayectivas siempre son biyectiva. .................c....... ( )
g) Elrecorrido de toda funcion inyectivaes IR .............ccciriiiiiiiiiinnnnn, ( )
h) Lafuncion f: IR — IR, con f (X) = 2x> +3, es inyectiva...... ( )
i) Lafuncion f: IR — IR,si f (x)= x> — 1, es biyectiva............. ( )
j) Lafuncion f: IR > IR",con f (x) = x> —4, es suprayectiva .. ( )
SOLUCION:

a) (F) b) (F) c) (V) d) (F) e) (F)

f) (F) g) (F) hy (F) i) (V) i) (V)

22
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1.31 De las relaciones representadas por diagramas de Venn, indicar cuéles son
funciones, y de éstas cuales son inyectivas, suprayectivas y biyectivas.

SOLUCION:

a) Es funcion, es inyectiva pero no es suprayectiva, no es biyectiva.
b) Es funcién, no es inyectiva, si es suprayectiva, no es biyectiva.
c) No es funcién.

d) No es funcion.

e) Esfuncion, es inyectiva, es suprayecativa y es biyectiva.
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1.32

Sean f y g dos funciones con reglas de correspondencia y = f ( x),
y =0 (Xx)y dominios D ¢ y D , respectivamente.

Escribir en el paréntesis de la derecha "V " si el concepto esta escrito
correctamentey "F'" siestd incorrecto:

a) La suma de las funciones f y g es:
(f+g)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D; ()
(f+g)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D;nD, ( )
(f+g)(x)=f(x)+g(x) donde xeDy D=D;uD, ( )

b) La diferencia de la funcion f menosla g es:
(f-g)(x)=f(x)-g(x) donde xeD y D=IR ()
(f-g)(x)=f(x)-g(x) donde xeDy D=D;uDy, ( )
(f-g)(x)=f(x)-—g(x) donde xeD vy D:Dmeg ( )

C) El producto de las funciones f y g es:
(fg)(x)=1f(x)-g(x) donde xeDy D=D;nDy ( )
(fg)(x)=f(x)-g(x) donde xeD y DcD; ( )
(fg)(x)=f(x)-g(x) donde xeD vy Dqug ( )

d) El cociente de la funcion f entre la funciéon g es:

; (x):;E)):; donde xeD¢(nDyy f(x)=0 « )
; (x):éiii donde xeD¢nDyy g(x)=0 C )
; (X):fE::; donde xeD;nDy y g(x)#0 «C )

e) La composicion de la funcion f con la funcién g se puede escribir:
(fog)(x)=f(g(x)) donde Dy.y=1{x|xeDy, g(x)eD; | ( )
(fog) (x) = F(g(x)) donde Dy ={x|xeDy,g(x)eD,f ()
(fo9) ()= (g(x)) donde Dyg={x|xeDy,g(x)eDyf( )
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1.34
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SOLUCION:
a) (F) b) (F) c) (V) d) (F) e) (V)
(V) (F) (F) (F) (F)
(F) (V) (F) (V) (F)

Sean las funciones:

f={(80,10), (1,-3), (2,-6)} y g={(-1,2),(0,-5),(2,0))

escribir por extension las funciones:

a) f+g b) f-g Q) -9 d) f-g e) ;

SOLUCION:

El dominio de f es D, ={8, 1, 2}

El dominio de g es Dy ={-1, 0, 2}

La interseccion de estos dominioses D "D = {0, 2}

a) Di,g={0,2}; f+9={(0,5).(2,-6)}

b) Di.g={0,2}; frg=1{(0,-50),(2,0)}

) D g=Dg{-1,0,2} -g={(-1,-2),(0,5),(2,0)}

d) Dy g=1{0,2}; f-g=1{(0,15),(2,-6)}

e) D,={0}; ;={UL—2)}

f
g

Sean las funciones f 'y g cuyas reglas de correspondencia son

f (x)=x=5, g(Xx)= X —1, obtener las siguientes funciones y sus
dominios.
a) f+g b) f-g c) f-g dy f+g e)iJ
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1.35

1.36

SOLUCION:

El dominio de f es Dy=IRy el g es Dgyg=IR por lo cual
Di "Dy =IR

a) (f+g)(x)=x-5+x"-1=x>+x-6 con Dy, =IR
b) (f-g)(Xx)=Xx-5-x’+1=-x"+x-4 con D;_,=IR

C) (fg)(x):(x—S)(x2—1)=x3—5x2—x+5 con D¢, =IR

d (f+g)-= con  Dy.,=IR-{-1,1}

e) (?j(x):xx__sl con D :IR—{S}

Con las funciones de reglas de correspondencia f (x)=X-35;

2 .
g (X) =X~ —1, obtener las funciones:

a) (fog) (x) y su dominio.

b) (geo f ) (Xx) y su dominio.

SOLUCION:
a) (fog)(x)=f(g(x))=x"-1-5=x"-6, D,y =IR
b) (gof)(x)=g(f(x))=(x=5)"-1=x"-10x+24, Dy, =IR

Dadas las funciones f 'y g cuyas reglas de correspondencia son

respectivamente f (X)=+./X, g (X) :X2+1, obtener las siguientes

funciones y sus dominios.

a) f+g b) f-g c) f-g d); e)‘;fJ

26



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.37

SOLUCION:

El dominio de f es Df:{X\XZO} y elde g es Dg:IR por lo
tanto: Dmeg:{x\XZO}

a) (f+g)(x)=/x +x*+1; Dy={x/x=20]}
b) (f-g)(x)=x —(x*+1); D{_g={x[x20]

©) (f-g)(x)=-/x (x*+1)=x>/x +./x i D.g=1x[x20}
d) (;j(x):ﬁ; D, ={ x|[x 20 |

e) [gj(x)szrl; Dg:{x\x>0}
f

Para las funciones con regla de correspondencia f (X)=+./X,

g(x)= x> +1, determinar las funciones:

a) fog ysudominio.
b) geof ysudominio.

SOLUCION:

a) El recorrido de g es Rg:{y|y21} asi que Ry, c Dy
(fog)(x)=+/x" +1 con D;,,=IR=D,

b) El recorrido de f es Rf:{y|y20} asi que R¢{cDgy=IR
(gof)(0)=(/x ) +1=[x|+1conDy.s={x|x>0}=D,
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1.38

Dadas las funciones f 'y g cuyas reglas de correspondencia son
respectivamente:

F=x’-1 y gx)=_"
X —1
obtener las siguientes funciones y sus dominios
a) f+g b) g-f c) f-g d g-=f e) gof
SOLUCION:
D; =IR, D, =IR-{1}, D;NDy=IR-{1}
2 g2 3.3
a) (f+g)(x)=x’—1+ X _ X=X x+L+x:x x+1;
X—1 X—1 X—1

Dy =IR-{1}

X (ko) = X —(x>=1)(x-1)
x—1 Xx—1

b) (9-f)(x)=

2 2 3 2
X=X"+X"+X-1 —X"+X"+2x-1
X—1 x—1

X :(x—l)(x+1)x

2
=(X+1)x=Xx"+X,
-1 X—1 ( )

c) (f-g><x>:<x2—1>xX
Dy =IR—{1)

X

d (grf)n="to X
x"=1 (x"=1)(x-1)

&) (gof)(x)=g(x' -1)= "~ -1 x" -1

x —1-1 x° =2

Ri=[-1,+0), para gof debe tenerse Xz—lil, x2¢2,

X#=%./2 luego D, (=IR-{-/2,+ /2|
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1.39

Si f(xX)=x=1vy g(x)= x> —1 son las reglas de correspondencia de

dos funciones, obtener, si existen, las funciones siguientes y sus dominios.

a) f-+g b) g+ f c) gof d 2f+I1

SOLUCION:

Di=[+1,+»),Dg=(-0,-1]U[], -0) , luego: DD, =[1, +)

o (Ve BT o
T (x=1)(x+1) X+1

b) (gJ(x)—V _ /(=1 (x+1) = [x+1 , Dysq=(1,+)

f X -1

c) (gof)(x):g(A/x—l ):w/(x—l)2 = [x=1-1 = [x-2

Ri=[0,+o), como Dj=(-o,-1]U[I, + ) debe
tomarse [1, + ), f (Xx)=./x-1 >21,x-12>1, x > 2, entonces

Dgof :[29 +(X))

d) Téngase en cuenta que I es la funcion identidad: 1(X) = X para la

cual R, =1IR.

(2f+1)(X)=2-/x=1 +Xx, Dy, =D;AD;=[1, +x).
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.40 Dada la funciéon: f = { (x, y‘ y = 3ﬂ, -8 < x <27 } trazar su gréfica, y
escribir su dominio y recorrido. Indicar si es biunivoca.

SOLUCION:

D; =[-8, 27)

Se trata de una funcion biunivoca, asi que el recorrido puede obtenerse con:
f(-8)="/-8=-2; f(27)="/27 =3; R =[-2,3).

Es biunivoca porque cada valor de y € R ; corresponde a un soélo valor
X € Dy .

&Y

3

.41 Sea la funcion: f:{(x, y)‘y:3‘3ﬂ ;XE[—S,S]}, obtener su

dominio recorrido y gréfica. ¢ Es biunivoca?

SOLUCION:
D;=[-8,8] ycomo y>0 f(-8)=7f(8)=3(2)=6. Entonces:
R; =[0, 6]. No es biunivoca ya que cada valor de "y" en el intervalo
(0, 6) corresponde ados valoresde "x" en [ (-8, 0)u(0, 8)].

&
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.42 Dada la funcion cuya regla de correspondencia es:

f(x):4—J25—(x—3)2

Determinar analiticamente su dominio, trazar su grafica y escribir su recorrido.
¢ Es biunivoca?

SOLUCION:

De la ecuacion: f(x):4—\/25—(x—3)2 .................................... (1)

f(x)elRsi 25— (x=3)>20:(x=3)" <25:

Si x-3>0 o biensi x >3,

X—3|=x-3,entonces (2) queda:

X =3 <5 0 SBA X S 8 ittt e e (3)
Si xX-3 <0 o bien x <3, x—3\:—x+3,entonces (2) queda:
—X+3 <5, X=32 =5, 0 S€a X 2 — 2 ittt (4)

De (3)y (4) -2 < x <8, luego Df:{X\XE[—2,8]}

De (1), haciendo f (x) =y, queda y—4:—\/25—(x—3)2 , luego:

(y—4)2 :25—(x—3)2 : (X=3)>+ (y-4)>= 25, que representa una
circunferenciade centro C (3, 4) yradio r =5, de la cual el arco “inferior”
entre los puntos A(-2,4) y B(8, 4) es la grafica de la funcion.

El recorrido de la funcibnes: R = { y \ yel[-1, 4] } . No es biunivoca ya

gqgue cada wvalor ye(-1,4] corresponde a dos valores de
Xe[-2,3)u(3, 8]

AV
A 4

3
2

1
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1.43  Investigar si la funcion f = { (x, y)‘ y=249-x>, x >0 }

es biunivoca. En caso afirmativo determinar su funcién inversa, los dominios y

recorridos de ambas funciones; trazar sus graficas.

SOLUCION:

La regla de correspondencia puede transformarse como sigue:

y=2+9-x>; y =4(9-x"); y' =36-4x"; 4x +y =36

2

+ o
36

2

X
= -
9
Que corresponde a una elipse de centro C (0, 0), a=6, b=3 vy cuyo

eje focal esta sobre el eje de las ordenadas. Como y >0, x>0, la

gréfica es el arco de dicha elipse localizado en el primer cuadrante del sistema

de referencia. Cada valor de "y" corresponde a un solo valor de "x",
entonces la funcion si es biunivoca.

El dominiode f es Dy :{X\O£x£3}ysurecorrido Ry :{y\0£y£6}

La funcion inversade f es:

f_lz{(x,y) X=2 9—y2 ;yzo}

donde la regla de correspondencia esta en forma implicita transformada a la

forma candnica de la ecuacion de una elipse

2 2
x>=4(9-y’),  x =36-4y’; x’ =4y -36:  +7 =]
36 9
y despejando "y" paratenerla, en forma explicita:
2 2 > 1 2 1 2
4y~ =36-X" ; y =Z(36—x ) yZE 36—X
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La funcién inversa es: f ' :{(x, y) y:;w/ 36-x" ,XZO}. El dominio y

elrecorridode f ' son: Dy'={x|0<x<6}, R{'={y[0o<y<3}

A Y

Dada la funcion f :{(x, y) y=9—¢36—(x—3)2 ;3 < X< 9}.
Investigar si es biunivoca. En caso afirmativo determinar su funcion inversa, los
dominios y recorridos de ambas funciones; trazar sus graficas.

SOLUCION:

La regla de correspondencia de f puede escribirse:

y=9 == 36-0-3) ¢ (y=9)7=36-(-3)%  (x=3)" + (y=9)" =36

que es la ecuacion de una circunferencia de centro C (3, 9 ) yradio r =6

Para X, =3, y,=3 ysi X,=9, y,=9, entonces la gréficade f es

el arco de la circunferencia comprendido entre los puntos A(3, 3)y
B(9,9).
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El dominio de f es: sz{x\3<x<9} y su recorrido es
Rf:{y\3<y<9}

Cada valor de Yy € R corresponde a un solo valorde x e D , asique f es
biunivoca.

La funcion inversa de f es:
-1
f ={ (X, Y)

En esta expresion la regla de correspondencia esta en forma implicita.
Despejando "y" se tiene:

x=9—¢36—(y—3)2 ,3<y<9}

x—9=\/36—(y—3)2 (x=9)"=36-(y-3)"; (x=9)’+(y-3)"=36

y—3:\/36—(x—9)2 y:3+\/36—(x—9)2

la funcion inversa puede escribirse:

f‘lz{(x, y)y=3+J36—(y—9)2 ;3<x<9}
siendo Df_lz{x\3<x<9} y Rf_lz{y\3<y<9}

La grafica de f "' es un arco de la circunferencia de centro C (9,3) vy
radio r =6

Ay
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1.45

Investigar si la funcion:

f={(x, y)

4(x-2)"-9(y-3)" =36, x =5, y23}

es biunivoca. Si lo es, obtener su funcion inversa, los dominios y recorridos de
ambas funciones; trazar sus gréficas.

SOLUCION:
La regla de correspondencia de f puede escribirse:

(x=2)" _(y-3)" _,
9 4

que es la ecuacion de una hipérbola de centro C (2, 3) eje focal paralelo al

eje de las abscisas, a =3, b =2, uno de cuyos vérticeses V (5, 3).
Como x >5 y Yy > 3, si se tiene una funcién biunivoca cuyo dominio es
D« :{x\ X =75 }ycuyorecorridoes R :{y\ y =3 }
La funcién inversa de f es:

f_I:{(x, YY)l 4(y=2)"-9(x=3)2=36, x>3, y> 5}
para la cual Df_I:{X\XZS},Rf_lz{y\yZS}.
Las reglas de correspondencia de ambas funciones en forma explicita son:
f(x)=3+§\/(x—2)2—9, f_l(x):2+;\/(x—3)2+4

Ay

10
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1.46 Para la siguiente funcién dada por tres reglas de correspondencia, trazar la
gréfica y escribir el dominio y el rango o recorrido:

-3 si X < =2
f(x)=<1 Si -2<x<3
4 Si X >3

SOLUCION:

Las tres reglas de correspondencia son ecuaciones de rectas paralelas al eje de
las abscisas. El dominio de la funcién es: Dy = { x| xelR } el rango o
recorridoes: Ry ={ -3, 1, 4 }.

.y

1.47 Trazar la gréfica de la siguiente funcién y determinar su dominio y su rango o
recorrido.

4 Si Xe (-, —1)
X

f(x)=4 (x=1)> si xel[-1, 2]

+2 Si Xe(2, +0)

N | X
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SOLUCION:
La grafica esta compuesta de tres partes.

. - . 4
La primera parte es un arco de la hipérbola de ecuacion: y =—-—, que es
X

equilatera y tiene como asintotas a los ejes coordenadas y que se localiza en el
2° y en el 4° cuadrantes. Por el intervalo especificado para la primera regla
de correspondencia, la grafica es un arco de la rama de la hipérbola que se
encuentra en el 2° cuadrante.

Para la segunda regla de correspondencia, la gréafica es un arco de la parabola

., 2 L.
de ecuacion y = ( X—1)" , cuyo vértice es el punto V (1, 0) y que vuelve
su concavidad hacia arriba; su eje focal es larecta x =1.
. X .
La tercera regla de correspondencia y = 5 + 2 es la ecuacion de una recta

de pendiente m = y ordenada en el origen. El dominio de la funcién es:

:
P

Df :{x\ X € IR . El rango o recorrido de la funcién es: R ={y\ y > O}

Ay

v
=
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1.48

Para la funcién cuyas reglas de correspondencia son:

2

25— i -5, -3 3,5
f(x)= X Sl Xel[ ) U ( ]

4 Si xel[-3, 3]

determinar el dominio, recorrido y trazar la grafica.

SOLUCION:

Para la primera regla de correspondencia:

y=125-x" y =25-x", x*+y’ =25

que corresponde a una circunferencia de centro C (0, 0) y radio r = 5.

Para la segunda regla de correspondencia y =4 que representa una recta

paralela al eje de las abscisas y ordenada 4 .
El dominio de la funcibnes D¢ =[ -5, 5] y surecorridoes Ry =[0, 4].

F Wy
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1.49 Dada la funcion:
—-X=2 Si -3<x<0
F(x)= 2| x=-3|
—1 s 0<x<6

X—3

Escribir su dominio y recorrido. Trazar su grafica.

SOLUCION:
Para la primera regla de correspondencia, la grafica es un segmento de la recta,

y = =X — 2 de pendiente m =—-1 yordenadaenelorigen b=-2.
Para la segunda regla de correspondencia los valores de y , constantes son

y,=-2 si xe[0,3) y y,=2si xe(3,6)

Si X<3,M:—2
X-3

Si X>3, MIZ
X—3

La funcion no esté definidaen X, =3

El dominioes:D; =[ -3, 3) U (3, 6)yelrecorridoes:R; =[ -2, 1]u{2}
F

3

i

1] I

7\ |
o NGHRUBRE Rt sar e s

) I

|

o
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1.50 Determinar el dominio, recorrido y trazar la grafica de la funcion:

X> 4+ 2X+2 Si -3<x<0
f(x)=
X’ — 4 .
Sl 0<x<4
X—-2

SOLUCION:
La primera regla de correspondencia puede escribirse:
y=X_+2X+1+1: y-I=(x+1)"
que es la de una parabola de vertice V (—-1,1) , parametro p = i y que se
abre hacia arriba.

2

. . X
La segunda regla, si Xx # 2 puede escribirse: y = 2

corresponde a una recta pendiente m =1 ordenada en el origen b =2 y que

=X+2 que

no contiene al punto P (2, 4) . El dominio de la funcion es:
D; =[-3,0)U(0, 2)U(2, 4]obien D; ={ x| xe[-3, 4],x#0,x%2 |

El recorrido es R =[1, 6].

Ay

- X
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1.51

Dada la funcion:
| X+2 | si xe(-4,1)

f(x)=

—x*+2x+2 si xe(l1,4]
Escribir su dominio y recorrido. Trazar su gréafica.

SOLUCION:

Para la primera regla de correspondencia la grafica esta formada por dos
segmentos de recta de pendientes m, =—-1 y m, =1 que coinciden en el

punto P (-2, 0).

La segunda regla de correspondencia se puede escribir:
y=—X2+2X+2; y=—(x2=2x+1)+3; y-3=—(x-1)°
que es la de una parabola de vértice V (1, 3 ), parametro p = o y se
abre hacia abajo.
El dominio de la funcion es: D= (-4, 1)u(l, 4] o bien
D; :{x\ —4 < x<4, X;tl} y su recorrido es Ry =[ -6, 3).

A
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1.52

Sea la funcién:
2 Si Xel[-1,7]

f(x)=

2—2\/7+6x—x2 si xe(-1,7)

Trazar su grafica y determinar su dominio y recorrido.

SOLUCION:

La segunda regla de correspondencia se puede transformar:

yzz—j\/7+6x—x2 ; y—2=—j¢—(x2—6x+9)+7+9

4(y—2):—3J16—(x—3)2 . 16(y-2) =144-9(x-3)"
(x-3)" | (y-2)°

O(x=3)2+16(y-2) =144 e y9 -1

que corresponde a una elipse de centro C (3, 2), a=4, b =3 vy eje focal
paralelo al eje de las abscisas.
El dominio de la funcién es: D; ={X\ xelR, x#-1, x¢7} y el
recorrido es R :{y\ -1<y<2 }

F
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1.53

Trazar la grafica y determinar el dominio y recorrido de la funcion:

X’ —1 Si 2 <x<1

f(x)=
(x=2)" +1 si 1

IA

X <35

SOLUCION:

La primera regla de correspondencia tiene como gréafica un arco de la parabola
y+1= x” de vértice V (0, —-1), parametro p :411 y que se abre hacia

arriba.

Tabulando se puede obtener la grafica de la segunda regla de correspondencia:
y=(x-2)"+1

El dominio de la funcién es D;={x|-2<x<35}
El menor valor quetoma yes Yy, =f(0)=0-1=-1
y el mayor de VY es y,="f(35)=4375

El recorrido de la funcion es R¢ = { y| -1 <y <4375 }
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1.54

Dadas las ecuaciones: x=t+2, Yy =t’ + 3t , indicar si determinan

parameétricamente una funcién. En caso afirmativo obtener el dominio, recorrido
y grafica de la funcién.

SOLUCION:

El conjunto de valores reales del parametro "t" que hacen que "X" sea real

Dy =1IR y el que hace que "y" seareal es D, = IR . La interseccion de

estos dos conjuntos es IR , asi que para cada valor real de "t" hay una

pareja de numeros reales ( X, y ) de una funcion.

Resolviendo como simultanea las ecuaciones (1) y (2) se puede eliminar

el parametro "t" obteniendo en forma cartesiana la regla de correspondencia

de la funcién.
De (1) :t=x-2

sustituyendo este valoren (2) :

y=(x—2)2+3(x—2)=x2—4x+4+3x—6:x2—x—2
y = x°> —X—2 es la ecuacién cartesiana en forma explicita de la regla de

correspondencia, que se puede transformar como sigue:

2 1 1 ( 1)2 9 ( 1]2 9
y=X"—X+—-=2—-——=| X—— | —— ; X——= | =Y+~
4 4 2 4 2 4

. , - 1 9
Esta es la ecuacion de una parabola con vértice V ( 52 j que abre su

concavidad hacia arriba.
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1.55

El dominio de la funcién es: D; =IR.

El rango o recorrido de la funcion es: R = { yly = - Z }
AY

Sean las ecuaciones: X=+.t-3 ; y=+. 4—-t . Investigar si son las

ecuaciones parameétricas de una funcion. Si lo son, obtener el dominio, recorrido
y grafica de la funcién.

SOLUCION:

El conjunto de valores reales del parametro "t" que hacen que "X" sea real

es:D, {t \ telR, t >3 } y el conjunto de valores de "t" que hace que "X"

y "y" sean reales simultaneamente es: D, "D = {t 'telR,3<x<4 }

Las ecuaciones dadas si determinan paramétricamente una funcion f , cuya

regla de correspondencia en forma cartesiana puede obtenerse eliminando el

parametro "t" al resolver como simultaneas las ecuaciones (1) y (2).
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De (1): t=Xx"+3 yde (2): t=y +4 luego: X +3=-y ' +4;
x2+y2:1. La funcion f puede escribirse:

f:{(x, y)‘x, yelR, x +y’=1, x>0, yZO}

La gréfica es el arco de circunferencia de centro C (0, 0) ,radio r =1, que
se localiza en el primer cuadrante del sistema cartesiano.

El dominio de la funcién es: D¢ = { X \ 0<x<1 }y el recorrido o rango de

lafuncines: Ry ={y|0<y<1|

F Wy

1
0.8
0.6
0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 > x

1.56 Considerando las ecuaciones: X=+ . 4-2t ; y=—./t-5 .

Investigar si determinan paramétricamente una funcion. En caso afirmativo
obtener el dominio, recorrido y gréafica de la funcion
SOLUCION:

El conjunto de valores reales de "t" que hacen que "X" sea real se obtiene de

la inecuacion 4 -2t >0 y es D, = {t t<2 }; los valores de "t"

que hacen que "y" sea real es D, = {t \t > 5}

La intersecciéon de estos dos conjuntos es el conjunto vacio: D, "D y = <,

entonces las ecuaciones dadas no determinan: paramétricamente una funcion.
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1.57

Investigar si las ecuaciones siguientes determinan una funcion en forma

parameétrica. Si es asi, obtener el dominio, recorrido y gréfica de la funcion:

X=4c0osO; y=3send con y >0

SOLUCION:

Despejando cos 8 y senf de las ecuaciones dadas: cos 0 = : ; sen 0 = %

Elevando al cuadrado

X2 2
cos’f="_- sen’g =7
16

2
y como: Sen 0+ cos’0H=1 resulta:

2 2
L+L:1
16 9

que es la ecuacién cartesiana de una elipse de centro en el origen, eje focal

sobre el eje de las abcisas,con a=4 , b=3.

Las ecuaciones dadas representan paramétricamente una funciéon cuyo dominio

es Dy ={x\—4£ x£4}ycuyorecorridoes R ={y\0£ y£3}.
AY

47



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.58

1.59

Escribir en cada paréntesis una "V" si la proposicion es verdadera o una
"F" sies falsa:

a) Enuna funcién constante, el dominio esta formado por un solo valor. ( )
b) Parala funcionidentidad, f (x,)=f (x,+p), pelIR ( )

c) Si f es una funcién constante, el rango o recorrido consiste en un solo
namero real. ( )

d) Enlafunciénidentidad, f (X,)=X,, V X, €IR ( )

e) Para una funcién constante f , se tiene que f (x,)="f (X,+p)

V X,, pelR C )
SOLUCION:
a) (F) b) (F) c) (V) d) (V) e) (V)

Para cada una de las siguientes reglas de correspondencia, indicar si se trata

de una funcién entera, racional o irracional:

a) f(x)=;x3—4x2+5x—ﬁ e) y=-./3x"+4x-6
x> —27 2 1

b) f(x)=——" ) y=(x-2) +—
x* +4 X

1
c) f(x)=(x"=2)2; f(x)=0 g) y=-2x +7
d f(x)= X=4 D X #—4 hy y=1/8x> - [2x
X+4

SOLUCION:

a) Entera e) Entera

b) Racional f)  Racional

c) lIrracional g) Irracional

d) Irracional h) Irracional
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1.60

.61

Escribir en el paréntesis de la derecha una "P" sila funcién correspondiente
es par una "I" siesimpary una "N'" sinoes par niimpar. Todas las

funciones son explicitas.

a) y=2x" ( )
b) y=23x ( )
c) y=[x ()
d) y=5 ()
& y- C )
n y=;5 ()
9 y=[x-2 ()
hy y=3-x’ ()
i) y=-/x+1 ()
Doy=x’ ()
SOLUCION:

a) P; b) L c) P d) P; e) [
f) P g) N; h) P; i) N; N1

Escribir en cada paréntesis el niamero de la expresibn que complete
correctamente cada afirmacion:

a) Eldominio de la funcibn y = senx es

b) Elrango o recorrido de la funciobn y = csc x es
c) Eldominio delafuncion y =tanx es

d) Elrango de la funciébn y =senx es

e) Eldominioy el rango de la funcion y = sec x son

AN N N N NN
N N N N N N

f)  Eldominioy el rango de la funcién Yy = cotX son
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1. (-1,1)
2. (-0, -1]UJ[Il, 40)
3. (o, -1)u(l, +o)
4. [ -1, 1]
5 D=(-o0,4+0), X#—+nn,n=0, £1,..; R=(-o, -1]JU[I], +0)
6. (-, +o)
7. (-0, 4x0), X#—+nn,n=0, £1, +£2,
8 D=(-o0,+0), X#nn,n=0,+t1,+2,.; R=(—-0, +0)
9. D:(—oo,+oo),X¢nn+g,n:0,i1,i2...;R:(—oo,+oo)
10. (-0, 0)uU (0, 40 ); R=(-1,1)
SOLUCION:
a) (6); b) (2); c (7);
d) (4); e) (5); H (8);
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.62 Un terreno rectangular de 1,250 m * de &rea, uno de cuyos lados es un muro

ya construido, se va a cercar con tela de alambre. Formular una funcion que
permita calcular la longitud de la cerca en términos de la longitud "x" del lado

paralelo al muro.

SOLUCION:
Elareaes: Xz =1250 .....ccceciivinnee (1)
La longitud de lacercaes: /(=Xx+ 2z
De(l):Z:@, luego: T 5
X z A=1250 m
ézf(x):x+72(1250); l
X

2

X~ + 2500
f(x)y=-——"
(x)="— 2 x >

.63 Los lados iguales de un triangulo is6sceles miden "b" unidades de longitud y
forman con el lado desigual el angulo "«a" . Formular una funcién que permita
obtener el area del triangulo en términos de "a" .

SOLUCION:
Sea "A" el area del triangulo, "h" sualtura y "u" la longitud de su base
A= % ............................................... (1). De la figura se tiene que:

h u
senoc=B y c03a=% entonces U = 2b cos a .

Sustituyendo "y y "h" en (1) A = 2b cos a (b sen (l)

2

A =Db?sena cosa 0 bien A:% b? sen 2a
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1.64 En una circunferencia de 1.00 m de radio esta inscrito un rectangulo de

1.65

dimensiones variables. Formular una funcién para determinar el area del
rectangulo en términos de la longitud "Zz" de su base.

SOLUCION:

Sea V el volumen del conoy "h" su altura.

De la figura y por el Teorema de Pitagoras:

z°+h’=4 porloque h= 4-7° , Sustituyendoen (1) A=Z\/4—22

En una esfera de 30cm de radio estd inscrito un cono de dimensiones

variables. Formular una funcion que permita calcular el volumen del cono en
términos de su radio "r"

SOLUCION:
Sea V el volumen del conoy "h" su altura

V:lnrzh
3

De lafigura: h=30+Yy
y en el triangulo rectangulo 0AB:

y =(30)" -r’

luego: y =1/900-r 2
por lo cual h=30++900-r"
Entonces: V:;nr2(30+«/900—r2 j
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1.66

Se construird un tanque prisméatico de base cuadrada con tapa, empleando un

2 ., .
total de 10m~ de placa de acero. Formular una funcién que permita calcular

la capacidad del tanque en términos de la longitud "Xx" del lado de su base.

SOLUCION:

Sea V la capacidad del tanque y h su altura

V =x"h

El area de placa es: 2x° +4xh=10

_10-2x°  5-x°

Despejando: h
4 X 2X

Sustituyendo este valor en V :

V:xz(sgzz]:z(S—xz)

V o= (5x—x3)

1
2
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1.67

Sustituyendo h en (1) : y:2r(15—r—n2r j+“

Se requiere construir un tunel cuya seccion se representa en la figura.
Por restricciones de construccion dicha seccion debe tener un perimetro igual a
30 m . Formular una funcién para determinar el area variable "y" de la

seccién en términos Unicamente de "r" .

f— > —|

SOLUCION:

2
El area de la secciones: y=2rh+ ——
El perimetroes: 2r + 2h + nr =30
Despejando h: 2h=30-2r —=nr h:15—r—712r

2

2

2 2 2
y:(30—2r—nr)r+n£=30r—2r2—nr2+nr=30r—2r2 r

y:30r—[g+2]r2

54



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.68

Tres lados de un trapecio miden 10 cm cada uno. Formular una funcion que

determine el area del trapecio en términos del cuarto lado "X" .

SOLUCION:

Sea "Yy" el area del trapecio y "h" su altura

De lafigura: z = X20 y por el Teorema de Pitdgoras:

2
h2:(10)2—22=100—( x—210j

X°=20X +100 _ 400 — x* +20x —100 _ 1

h? =100 - ; , 5 (300+20x-x7 )

hzé\/300+20x—x2

yszrlolJ3OO+2Ox—x2 y=X+10J300+2Ox—x2
2 2 4
10
10
[ 2=
4 X >
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.69 Formular una funcion que determine el area de un tridngulo isGsceles de
dimensiones variables inscrito en una circunferencia de 1.00 m de radio, en

términos de la longitud "X" de la base del triangulo.

SOLUCION:

Sea "y" el area del tridngulo.

De la figura y por el Teorema de Pitagoras:

(;‘J +(h=1)2=1

x> 4-x’ 1
Despejando h: (h-1)>=1-""= © h—l=—+/4-x":
4 4 2

Plaoxr =2 a-x
2 2

h=1+
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1.70

.71

Un tanque de lamina de hierro en forma cilindrica cerrado en sus extremos por

semiesferas, de dimensiones variables "r" y "h" , como se ve en la figura,

. 2 ;. ., .
debe construirse con 4 m~ de lamina. Formular una funcién que determine la

capacidad del tanque en términos de "r" .

SOLUCION:

La capacidad del tanque es:

El area de lamina es:

2
2nrh+4nr2:4; nrhzz_znrz; h:42_2”
nr
Luego:
2-2nr’ 4 4 )
V=nr’ n “ard=2r—2ar’ + - wr’, V=2r-"nar’
Tr 3 3

[ [
I I
SR |
I I
I I
I I

H_r—pu_fz—prq_r—ﬂ

En una esfera de radio constante "R" esta inscrito un cilindro de dimensiones

variables. Formular una funcién que sirva para calcular el volumen del cilindro

en términos del radio de su base "r" .
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.72

SOLUCION:

Sea V elvolumen del cilindroy "h" su altura

h=2+R*-r® .

Sustituyendo este valoren (1):

V=2nrr’y R’ -r’

Un tanque de forma prismética de base cuadrada con tapa, se construira

soldando entre si seis placas de acero, cuatro rectangulares y dos cuadradas

. . 2 .. .
que deben totalizar un area de 20 m~ . Formular una funcién para determinar

la longitud del cordén de soldadura necesario en términos del lado "X" de su

base.
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1.73

SOLUCION:

Si "y" eslalongitud del cordén de soldaduray "h" la altura del tanque:

El area de placa es:

2x” +4xh =20 4xh=20-2x"7, luego: hzloz_xxz
Sustituyendo este valor en (1)
y=f(x)=8x+410_x2=8x+20_2X:8X2+20—2X
X X
F(x) = 8 x*—2x+20
X

Con una cartulina circular de radio fijo "r" hay que hacer un vaso coénico
recortando un sector circular AOB y uniendo los bordes OA y OB.
Formular una funcién que sirva para calcular la capacidad "V" del vaso en

términos de su altura "h" .
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.74

SOLUCION:

En la figura, sean OC=h, AC=z;V = ; nz’>h, en el triangulo

ACO:

Un bote cilindrico sin tapa de 5 litros de capacidad, de dimensiones variables

"r"y "h", se construird con lamina de fierro soldada. Formular una funcion
gue sirva para calcular la longitud de las juntas que deberan soldarse en
términos del radio "I'"

SOLUCION:

La capacidad del bote es:
V=nr’h=5 7

Despejando "h" : .
N S e ]

soldadura
2
TTr I—>

La longitud de la soldadura es:

{=2xnr +h
por lo cual soldadura _I_’CD

5 2 3
L )

2
Tr Tr

V=2nr +

2
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.75

Un cono de dimensiones variables "r"y "h" estd inscrito en otro cono de

dimensiones constantes "R"y "H" como se ve en la figura.

Formular una

funcion en la que la variable dependiente sea el volumen del cono inscrito y la

variable independiente su altura "h" .

SOLUCION:

El volumen del cono inscrito es:

De la figura, por semejanza de triangulos:

R R
= — luego: r=—(H-h
H-h H 7 g (R

Sustituyendo este valoren (1) :

1 [R 1 R? )
V:37'C|:H(H—h)j| hzgﬂ: 2(H_h)h,
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.76

.77

Dada la gréfica de cada una de las siguientes relaciones indicar si se trata de
una funcion o no, argumentando las respuestas.

&y

&y

Observando las gréaficas de relaciones siguientes concluir si corresponden a
funciones y ¢ por qué?

p )

€) — : . . . . . — X
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Dadas las siguientes relaciones, trazar su grafica e indicar en cada caso si se trata de

una funcién o no:

1.78

1.79

1.80

1.81

1.82

Rlz{(x,y)x,yelR,x2+y2£9; yzo}

,—3<x<3}

R, =1(x, y)| x, yelR, y=|x

,—2sxsz}

R3={(x, y)‘x, yelR, y’=|x

Escribir una relacion constituida por todas las parejas de nuameros reales
( X, Y ) que son las coordenadas de todos los puntos de la regién triangular

cuyos verticesson A(1, 0),B(1,3),C (5, 3).

Obtener una relacion formada por todas las parejas de numeros reales
( X, Y ) que correspondan a las coordenadas de todos los puntos de la region

del plano cartesiano comprendida entre la hipérbola equilatera

x> - y2 +4=0,ylas rectas x=-3, x =3, incluyendo los arcos de la

hipérbola y los segmentos rectilineos involucrados.

Para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) Trazar la gréfica si es posible.

b) Indicar si es la regla de correspondencia de una funcion.
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1.83 y:x2+2x—3
.84 8x+4y-12=0
1.85 4x’+y’ =36
.86 x’+y’ +1=0
1.87 xz—y2—9:0 con y=0
1.88 y2+x+4=0 con Yy <1

Dada la relacién indicada, investigar si se trata de una funcion o no. En caso negativo
establecer alguna o algunas condiciones para que si se tenga una funcion. En todo
caso trazar la grafica de la funcién:

1.89 Rlz{(x, y)‘x, yelR, x2+y2:25}
1.90 Rzz{(x,y)x,yelR,4x2+9y2:36}

1.91 R3:{(x,y)x,yelR,9x2—16y2+1¢4:o}

X, yelR, y:2w/9—x2 }

1.93

1.92 R4:{(x, y)
RSZ{(Xa y)

x,yelR,y=9—J36—(x—3f }

1.94 Rﬁz{(x,y)x,yelR,9(x—2)2—4(y—3)—36=0}
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Para cada una de las siguientes funciones, trazar su grafica y determinar su dominio y
rango o recorrido:

195 f={(x,y)|x,yelR, 2x+y-3=0|

196 f={(x,y)|x, yelR, xy =16 |

1.97 f

{(x,y)‘x,yeIR, x2—-y?=09, yZO}

1.98 f

{(x, y)‘x, yelR, y= x2—4x+5}

1.99 f:{(x,y)

X,y e IR, y=4—\/25—(x—3)2 }

1.100 Sea la funcidon cuya regla de correspondencia es:
o (2x+3) (x-1)

\/7+1

Escribir en cada paréntesis el numero de la expresion que corresponde:

F(x)

a f(a) () 1) —Z
2
) f(a-1) () o) ZRra-s
a +1
c) f(9) ( ) 3) 42
2
d) f(lj ( ) s 23332
4 Ja-1 +1
2
e f(x-2)( ) 5 22X 7X23
X2 +1
6) 36
- 2X2—7X+3
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1.101 Escribir en el paréntesis una "E" si la regla de correspondencia de la funcién

estd en forma explicita, una "I" si esta en forma implicita y una "P" si esta

en forma paramétrica:

a) y=x -2x-2 ( )
b) y:xxz_—39 ()
c) x +y’=25, y < -1 ( )
d 9(x=3)"+16(y-2)"=144, y>2 ( )
e) Xx=2senf; y=3cos0, y >0 ( )
f) y=t'+t;x=t-3 ()

9 f()=-12> ¢ )
hy y=.2-x -2y ( )
)y =x"+144 ( )
) x=0-sen0®; y=1-cos®, O0<x<2n ( )
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1.102 Para las siguientes funciones, indicar si cada una es inyectiva, suprayectiva o
biyectiva. Considerar en todos los casos que el codominio es el conjunto de los

numeros reales ( IR ) :

a) f(x)=x+1

by f(x)=->/x

c) g(X)=—-x"+4

X Si Xe[-2,2)
D hCI=151x-3)

si Xe[2,+0) con X=#3
3-X

e) f(x)=(-x)’

f) F(x):x, si x#0

9 G(X)=x"(x'-1)

2—-X Si -2<x<0

hy f(x)= 2
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1.103 Proponer una condicién a cada una de las funciones para que sea inyectiva:

a) f(x):x2
b) g (x)=|x]
C) F(x):L

X

d) h(x)=- 25-x°

e) G(x)zx4

f) H(x)=x>-2x+2

Para cada una de las funciones cuyas reglas de correspondencia se dan a

continuacion, trazar la grafica y determinar el dominio y el rango o recorrido:

-3 Si X <0
.104 f (x)=4 -1 si 0 <x<?2
2 Sl X > 2
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1.105

1.106

1.107

1.108

1.109

f(x)=

f(x)=

f(x)=

f(x)=

f(x)=

—-Xx+1 Si
lx+1 Si
2

2

X"+ 2X+2
2 —X

\x\ Si
X’ 42X si
x> +1 Si
x> — 4 .

Si

X -2
x2+2x—2
—x>+6x—4

X <0

Si xel[-3, 0]

Si xe(0, 4]

-3 < x<1

l<x<3

Xe(—-o, 0]

xe(0,4)

Si 3 <x<1

Si I1<x<35
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X —4x-2 Si X< 0
1.L110 f (x)=
x> —4x -2 Si X >0
X+ 3]
Sl -5 <x<1
X+ 3
1.111 f (x) =
— X+ 2 Sl 1< x<4
3 - X Si xe[-2, 3)
1.112 f (x) = 3+\/36—(x—9)2 Si xe [3, 9]
X —1 Si X > 9
3 2 -
2+ =47+ 6Xx-X Si x e[ -1, 7]
1113 f (Xx) = 4

1 Si X>e¢ (-1, 7)
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Dadas las funciones f y g por medio de sus reglas de correspondencia, determinar

las funciones f +g , f—-g y f-g asicomo susdominios:

1.114 f (x)=§+i : g(x):)l(

11115 f (x)=-/x-2 ; g(x)="

X
X+ X
.116 f (x):+2 ; g (x)=x
. f g i
Determinar a y T y sus dominios.
1117 f o=t g(x)="
X—1 X

11118 f (x)=./x-2 ; g(x)="

X

Determinar fog y gof y sus dominios.

1119 f (x):§+i : g(x):)l(

.120 f (x)=./x=-2 ; g(x)=l

X
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Determinar f +g , f —g y f-g ysusrespectivos dominios, si:

121 f(x)=/x ; g(x)=4-x"
1122 f(x)=/x g(x)=x"-1
1123 f (X)=x"+1 ; g(x)=3x-2

1.124 f (x)=-/ x+4 ; g(x)=x"—4

1.125 f(X):L : g(x):L
X+1 X—=2
2 1

1.126 f (X) =X : g(X)=—"

Determinar ; y ? y sus respectivos dominios, si:
1.L127 f (x)=./ X ; g(x)=4-x"
1.128 f (x)=./x : g(x)=x"-1

75



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
F U N C 1 O N E S

1.129 f (X)=x"+1 ; g (Xx)=3x-2

1130 f (x)=./x+4 ; g(x)=x">-4

1
1.131 f(x)=m ; g(x):X_2

1

Ix

1132 f (x)=x" ; g(x)=

Obtener fog , gof , fof |, gog yeldominiode cada funcion resultante, para:

1.133 f (x)=x-2 ; g(x)=x+7

1.134 f (x)=3-2x ; g (x)=6-3x

1.L135 f (x)=.x-2 ; g(x)=x2—2

1.136 f(x):l : g(x)=-/x

X

1.137 f (x)=./x : g(x)=—

4
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1.138 Dadas las reglas de correspondencia de las funciones f , gy h:

f(x)=XX_1; g(x)zxz—l; h(x)=5-2x

determinar las reglas de correspondencia de la funcion ¢, su dominio,

recorrido y grafica siendo:
f(x) si X< —./2

dOO=1F(x)-g(x) si -2 <x<4

I\
N

g(x)+h(x) Si X

1.139 Dada la funcion:
f:{(x, y)|y=n x’ =1, x >0}

indicar si es biunivoca. En caso afirmativo, determinar su funcién inversa, los

dominios, recorridos y graficas de ambas funciones.

1.140 Sea:

f:{(x,y)\y=x2+2x+2;—1£x§1}

investigar si se trata de una funcion biunivoca, si lo es, obtener su funcion

inversa, asi como el dominio, recorrido y grafica de cada una de las funciones.
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Considerando la funcion dada f , investigar si es biunivoca, en caso de que lo sea,

determinar su funcion inversa, el dominio, recorrido y trazar la grafica de ambas

funciones:

1.141

1.142

1.143

1.144

1.145

1.146

f:{(x,y)\y:,/x—3 : 3<x<7}

f:{(x, Y)Yy -2y-x+2=0; 1< y£3}

f:{(x,y)\4x2+y2—36=0, X >0, 0£y£6}

f:{(x,y)\ y=4-y25- (x-3)> 3<x<8}

f:{(x,y)\ 4(x=2) —9(y-3)> =36, x= 5, y23}

Indicar si las ecuaciones paramétricas:

X=4(1-1) ; y =2t donde t >0

determinan una funcion. En caso afirmativo obtener el dominio, el recorrido y

trazar la grafica.
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Para la funcion dada en forma paramétrica, siendo x la variable independiente:

a) ¢Paraquévaloresde "t" esté definida la funcion?

b) Obtener la funcién en forma cartesiana.

c) Determinar su dominio y su recorrido.

d) Trazar su gréfica.

1.147 xX=t+2 ; y=2t+3
1148 x=t-2 ; y=+.t
1.L149 x=2t-1 ; y=t +3
1150 x=t"-2 ; y=t+1, y=>1
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1.151 Para las siguientes funciones explicitas, indicar para cada una si se trata de una

funcidn par, impar o si no es par ni impatr.

2

a) Yy=3X

b) y=2x+1
c) y=-x|
a y-

e) y:x2—4
T) y=‘x3‘
0 y--> X

h) y=2—(x+1)2

i) y=--25-x"

j) y=X" —-2X
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1.152

1.153

1.154

1.155

1.156

1.157

En una circunferencia de 20 cm de radio esta inscrito un triangulo isosceles

de dimensiones variables, formular una funcion que establezca el area del

triangulo en términos de su altura "h"

En la construccion de un tanque prismético de base cuadrada con tapa se

. 2 . .
empleara 5 m~ de placa de acero, formular una funcién para determinar la

capacidad del tanque en términos de la longitud "X" del lado de su base.

Un rectangulo de dimensiones variables, esta inscrito en una circunferencia de
30 cm de radio, formular una funcidén que permita calcular el area del rectangulo

en términos de su altura "h " .

En una esfera de 1.00 m de diametro esta inscrito un cilindro de dimensiones

variables, formular una funcién para calcular el volumen del cilindro en términos

de su altura.

En un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa deberd construirse

2 ., .
empleando 4 m~ de placa de acero, formular una funcién que sirva para

calcular la capacidad del tanque en términos de la longitud "X" del lado de su

base.

En una esfera de 2.00 m de diametro esta inscrito un cono de dimensiones

variables, formular una funcion cuya variable dependiente sea el volumen del

cono y cuya variable independiente sea la altura "h " del mismo.
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1.158 En un triangulo isosceles de 50 cm de base y 40 cm de altura esta inscrito

un rectangulo de dimensiones variables "X" y "h" como se ve en la figura.

Formular una funcion para calcular el area del rectdngulo en términos de la
longitud de su base "X" .

T T A

40

. B
| e x o :
¢ 50 g

1.159 Un rectdngulo de base y altura variables esta inscrito en la regiébn comprendida

P 2 . .
entre la parabola y =4 — X~ yel eje de las abscisas como se observa en

la figura. Formular una funcién con la que pueda determinarse el area del
rectangulo en términos de su altura "y" .

F
4
3- ————— —
i
2
F
14
h J
g 0 ; >
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1.160 Al construir un bote cilindrico con tapa, deberan emplearse 2.00 m’ de

1.161

lamina, formular una funcidn para determinar la capacidad del bote en términos

de su radio "r" .

Desde una mina "M" debe transportarse mineral a una planta de
procesamiento "P" que se localiza en la ribera de un rio que pasa por los
puntos "R" y "P".Eltransporte se efectuard por via terrestre de "M" al
embarcadero "E", y por via fluvial de "E" a "P".lLa distancia de
"M" a "R" es de20km y de "R" a "P" hay 50km. El costo de
transporte terrestre es de $50.00 por Ton-km y por via fluvial es de
$30.00 por Ton-km. Formular una funcién que determine el costo total del
transporte con la trayectoria M E P en términos de la distancia "x" de "R" a

"E"

M
A
20km
 d P
R} E !
[ x > |
| 50 km |
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1.162 En un cono de radio 1.00 m y altura 2.00 m esta inscrito otro cono de
dimensiones variables "r" y "h" como se ve en la figura, formular una

funcion para calcular el volumen del cono inscrito en términos de su radio "r"

1.163 Un cilindro de dimensiones variables "r" y "h" esta inscrito en un cono de

0.50 m de radio y 1.00 m de altura, como se observa en la figura, formular una
funcion con la que se pueda calcular el volumen del cilindro en términos de su

altura "h" .
____________ -1
T_ ______ 1.00

it
'
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1.1

1.2

¢, Cual de las siguientes gréficas representa el entorno \ X—-2 \ <27?

a)
— O ———— ) X
-4 -3 -2 1 0 3 4

SOLUCION:

Por la definicion de valor absoluto se tiene

2 <X=-2<2 = 242<x<242 = 0<x<4

luego la grafica (a) representa al entorno dado.

Trazar las gréaficas correspondientes a los siguientes entornos:

a ¢ (2, 05)
b) ¢ (3, 0.75)

c) 0<|x-1] < 05

SOLUCION:

a) Se trata del un entorno comun del punto 2 yradio 0.5

1.5 2.5
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b) Se trata de un entorno reducido del punto 3y radio 0.75

2,25 3.75

_l_c_:_:)_l_...x

2 3 4

c) Esun entorno reducido del punto 1 yradio 0.5

Tomando en cuenta los teoremas sobre limites y sobre operaciones con limites, calcular
los limites siguientes.

.3 lim (x?=2x+5) =lim x> - lim (2x) + lim 5 =
X—3 X—3 X—3

X—3 X—3 X—3 X—3

2
:[Iimx) —lim (2) lim x + lim 5 =

=(3)-2(3)+5=9-6+5=8

2
2 I|’m(x2—9) (Iimxj — lim9
a4 qim X2 x> 2 . St A

=" = , . = = =5
x>2 X -3 lim (x-3) lim x — lim 3 2-3 -1
X—2 X—>2 X—2

3 2
5 lim - x = 3%+ 5x+1 =\/(Iimxj —n'm(s)[limxj Flims limx + lim1 =
X—1 X—1 X—1 X—1

X—>1 X—>1 x-—>1
= 1-3+5+1 =4 =2
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2 2
e  dim 3 X7 s gim X T4 s 44 510
X—-2 X—=2 x—>-2 X —2 -2-2 -4

1.7 Si f (x)=x>-2bx, donde b es  constante,  obtener

f(x+h)-f (x)

h—0 h

SOLUCION:

2 2
_ lim f(x+h)-"f(x) _ lim (X+h)"=2b(x+h)-x +2bx:
h—0 h h—0 h

i x>+ 2xh+h?—2bx—2bh—x*+2bx _

h—0 h

_ im 2xh+h’-2bh _

h—0

= hI|’m0 (2x+h-2b)=2x-2b

Calcular los siguientes limites, que por simple sustitucion dan la indeterminacion o

2
e lim X gy (X2 (X=2) e X424
X>2 2 v 9 x>2 (X+1)(x—-2) x-2 x+1 3

2 2
1.9 |imw:||’mM:“’m(x_2):2_2:0
X—2 X =2 X—2 X -2 X—2
cXP-10X+25 (x—-5)7 ] X—5 0
11.20 lim = lim = lim = =0
X5 g5 g2 X>5 —(X=5)(X+5) x5 —(X+5) -10
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.11

11.12

11.13

11.14

11.15

11.16

2
X 2x+1=”m(x 1)(X 1)—I|'mx 1

lim = =0
x=>1 w2 _q x>l (X—=1)(Xx+1) x—>1 X +1
2
lim 2X *3X=2 g (2X=D(X+2) (x+2):1+2:é
wsl 2x-1 x s L 2x -1 s L 2 2
2 2 2
1+2
5 :
lim 3x2 +5X-2 _ lim (3Xx=1)(x+2) _ lim X+2 _ 3 _ 7
L13x2+8x—3 1 (3x=1)(x+3)  ux+3 1 o 10
3 3 3 3
2
3x ix-2 (3x=2)(x+1) . x+1 371 s
lim = lim = lim = —
L2 3x24+4ax—4 2 (3X=2)(x+2) o x+2 2, 8
3 3 3 3
3—2
. 2XP=X-6 o (2X+3) (x=2) . x=2 P 3-4 1
x53 2X24+9X+9  xo3 (2X43) (X+3) x53 x+3 3 3+6 9
2 2 2 —+3
2
lim 4X°—=TX+3 _ lim (4x-3)(x-1) _
x> 8x2-2x -3 H%(4X—3)(2X+1)
3 1 3-4
i XL 4 4 o1 11
w3 2x+1 2(3j+1 342 342 2(5) 10
4 2 2
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(x=4)(Jx+2)

.27 lim (X_4)(ﬂ+2) = lim =

=>4 Ix —2 Xm(f—2)(ﬂ+2) o X—4

=Iim4( x+2)=ﬁ+2:4

lim @zlim(m_?’)(m”’) 9—x-9

= lim =

0 0 0
H X H x(w/9—x+3) H x(«/9—x+3)

11.18

= lim _ = = —

x>0 9-x +3 3+3 6

| 8xd =27 8x*-27 _(2x=3)(4x7+6x+9)
11.19 lim _— = lim ——— = lim

4(;)2+6(;)+9 :\/9+9+9 :\/3(9) _ 3

3+3 3(2) _ﬁ
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11.20  lim

x—>782 " 3\/?

343 6

(1—3\/?)(1+3\/?+3\/X_2)_

. 1-3/x
11.21 I|m—\/7=| =

Xx—>1 X —1 X—>1
(x—l)(1+ x o+ Y x? j
1 - X 1

= lim = — lim - —

1
X_)l(x—l)(1+3ﬂ+3\/x72) X_)11+3\/?+3\/x72 3

11.22 = lim =
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2
23 [lim L2C0SX _ |y (d=cosx) (L+cosx) o 1-cos"x
x>0 X x—0 X(1+COSX) Xx—0 X(1+COSX)
sen ” x sen x sen x 0
= lim = |im lim —= = (1)— =0
X_>0X(1+COSX) X—0 X x>0 14+ COS X 1+1
2
, -1 , -1 1 ; |
no2a lim €80-1 _ iy (cos6-1)(cos6+1) . COS”H _

0 0 0
020 42 0= 0%(cos0+1) 020 92 (cos b +1)
2
] —sen’o . send) 1 1 1
= 9I|mO = — 9I|m0 —_— 9I|mO = - = ——
- 92(C039+1) - - cos 0 +1 1+1 2
. tanx . senx 1 1
.25 lim —=1lim | —— — |=| - |=1
x>0 x x—>0 X COSX 1
. 1—cosx . (1-cosx) (1+cosx ] 1 — cos” x
11.26  lim ————x = lim ( ) ( ) _ m
x—=>0  xsenx x=>0 xsenx (1+cosx) x—>0 xsenXx ( 1+ cosx)
2
. sen” x . senx . 1 1 1
= lim = lim —= lim = = —
x—>0 Xsenx (1+cosx) x-0 X x-o0l+cosx 1+1 2
(x+2 2 P rax Jsenx
] X+ Sen X ) . XT+4X 4 senx +4senx
.27 = lim = lim
X—=>0 X X—=>0 X
2
. X 4x /sen X 4 senx . - . Sen x
=I|m(—+ + ]:Ilm X+4 [lim sen x +4 lim =4
X—=>0 X X X X—0 X—=>0 Xx—=>0 X
. cosx —1 . (cosx—1)(cosx+1) . cos*x —1
11.28 |lim ——— = lim = lim =

x>0 cos?x—1  x=0 (cos?x—1)(cosx+1) x>0 (cos’x—1)(cosx+1)

, 1 1 1
= lim = =—
x—>0 CcOSX + 1 1+1 2

93



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LIMITES Y CONTINUIDAD

Obtener los siguientes limites cuando X tiende al infinito si es que existen:

2
.29 - |im X_—6Xx+4
X>oax? 4y x—7

Dividiendo numerador y denominador entre x* , queda:

1 1 . . 1 . 1Y’
1_6(xj+4(x2j_x@$1_695?(xj+4JT%(xj 1-6(0)+4(0) 1
j 240-7(0) 2

lim

X—>® 1 1 , , 1 ,
24+ -7 — lim 2+ lim | = |=7 lim
X X2 X — © X—>ol| X X —

2
.30 [im 3X"=5x+2
X=>o x3 1 4x* -6

Dividiendo numerador y denominador entre X° se obtiene:

1 1) 1y
3(xj_5(x) +2(xj 3(0)-5(0)+2(0)_0_

lim

X = 3 1+4(0)-6(0 1
ea(1)-o 1) (06
X X
4 2
.31 Iim X =3x"+1
X—> 0 3
2XT —4x+7

T . 4
Dividiendo numerador y denominador entre X~

2 4
1-3 1 + 1
i x4_3x2+1_“,m X X ~1-3(0)+0 1
XD>oa 3 _4x4+7 X7 (1 1\’ 1\* 2(0)-4(0)+7(0) ©
() (5) <7 (5
X X X

se observa que el limite no existe, el valor de la funcion tiende al infinito cuando
X— 00,
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11.32

11.33

Para la funcion
x2 Si X < 1
f(x)=

—x? Si X > 1

Calcular los limites lateralesen x | = 1 e indicar si tiene limite en este punto.

SOLUCION:
lim f (x)= lim x? =1
X—1 X—1

lim f (x) = lim (-x*)= -1

x—1 x—>17

Como lim f (x) = lim f (x) , el limte lim f (x) no
x—>17 x—>17F x> 1

existe.

Dada la funcion

X si x <2
g(x)=4 2
(x —2)? si x> 2

Calcular lim g ( x ) sies que existe.
X—2

SOLUCION:
Como X, = 2 eselvalorde X donde cambia la regla de correspondencia,

deben calcularse los limites laterales en ese punto

X 2
lim X)=Ilim | —+1]|]=—=—+1=2
o= tin (%01) - 2

X—>2" X—>2"

lim g(x)= lim (x=-2)>=(2-2)"=0

x—>2"t X2

Los limites laterales en X, = 2 son diferentes, entonces la funcién no tiene

limite cuando X tiendea 2.
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11.34

Estudiar la continuidad de la funcion y trazar su grafica:

4 — x> si -2 < x < 1

F(x) =
x>+ 2 si 1 <x <2
SOLUCION:
La funcion es continua en el intervalo [ -2, 1)y en el intervalo [1 , 2 ] por

ser entera. Hay dudaen x, = 1

f(1)y=17+2=3 ; lim f(x)= lim (4-x7)=4-1=3,

X—>1" X—>1"

lim f(x)=1+2=3 como lim f(x)= lim f (x)= 3existe
+ Xx—>17 x—>171

X—1

lim f (x) =3 y se tiene I|'m1 f(x)= f(1), asi que la funcién es
X =

X— 1

continua en X, =1 y por lo tanto es continua en todo su dominio

D, = [-2, 2].

GRAFICA 1
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11.35 Dada la funcion:

f(x)=

X2 +2x + 2 si 3 <x<0
2

X"~ 4 sii 0 < x <4
X — 2

Investigar su continuidad en el intervalo [ -3, 4 | y trazar su gréfica.

SOLUCION:

La funcion es entera en el intervalo [ -3, 0 ), luego es continua en él.

En el intervalo (0, 4 ] la funcién es racional y f ( 2) no existe, entonces es

continuaen (0, 2)u (2, 4].

Como f (0) vy
X, =2
GRAFICA 2

f (2) no existen, la funcién no es continua en X, =0 y

11.36

F(x)=

Investigar la continuidad de la funcion. Trazar su gréafica:

x2 + 1 Si 3 < x <0

1 Si
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SOLUCION:

La funcién es continua en [ -3, 0 ) por ser entera.
La funcién es continua en [O, s ) por ser constante.
La funcién es continua en ( n, 37n ) por ser seno.
Haydudaen Xx, =0y X, ==

Continuidaden x, =0

—1 - f _ 1 2 _ 1 — 1 —
f(0)=1; Xngff(x)_ lim (x +1)_1, XLIT+f(X)_xLIT+(1)_1’

X—>0"

luego existe Iim0 f(x)=1y Iim0 f(x)=f(0),asique lafuncion es
X— X —

contnuaen X, =0

Continuidaden X, ==

f(n):sen%:h lim  f(x)= lim (1)=1;

X > T

lim  f(x)= |im+sen%:1

X = X—>mn

entonces, como lim  f (x)= lim_ f (x) ,existe lim f(x)=1y
X >~ x>nt X—>n

lim f (x)= f(xn) =1porlo cual la funcién es continua en X, = n se
X —>n

concluye que la funcion es continua en todo su dominio D ; = [ -3, 3 n)
GRAFICA 3

AV

98



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LIMITES Y CONTINUIDAD

11.37 Investigar la continuidad de la funcion

IA
>

IA
S

1 + sen x Si e

f(x)=

IA
w

2—(x—1)? si 0< x
SOLUCION:

3
El dominio de la funcién es D :{ 5 T, 3 }

3 . . :
En [ ——7, 0 la funcion es continua por ser la suma de dos funciones

continuas. En (0, 3 ] la funcién es continua por ser polinébmica. Hay duda en

X, =0
f(0)=1+sen0 =1, lim f(x)= lim (1 +sen0)=1,

X—0" X—0"
lim f (x)= lim [2—(x—1)2}=1 como lim f (x)= lim f(x)=1,
x—0* x—>0% X—0 x—>07"

existe lim f (x)=1 y lim f (x)=f(0), asique lafuncién es continua en
X—0 X—0

. - 3
X, =0 y por lo tanto es continua en todo su dominio D ; = —3 T, 3

GRAFICA 4
F W
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11.38 Calcular el valorde "a" para que la funcién sea continua.

X Si X < a
f(x)=

X2 —4x + 6 Si X > a

SOLUCION:

f(a)=a; lim f(x)=Ilim (a)=a, lim f(x)= I|’m+(x2—4x+6)=
X—>a X—>a X—a

X—a

lim f(x)=a’-4a+6; lim f(x)= lim f(x) = a=a’-4a+6,
x—>a™t x—>a~ x—>at

a°-5a+6=0, (a-2)(a-3)=0, a,=2.a,=3.

Hay dos valores de "a" que hacen continua a la funcion en IR , que son

a, =2, a, =3
Graficas 5 y 6

A Y
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Determinar el valor de k y el de C para que la funcion dada sea

continua.
k — i X Si x< 0
3
f(x)=9cCcx — 2 Si 0<x <2
3 Si X > 2
2
SOLUCION:

Las reglas de correspondencia son polinébmicas, luego corresponden a una
funcidn continua, solamente hay que aplicar las condiciones de continuidad en
En x,=0

f(0)=k—‘3‘(0)=k; lim £ (x)=k; lim f(x)=C(0)=-2

Como debe tenerse lim f (x)= lim f(x) para que exista
X—0

X—>0"

lim f (x),entonces k=-2, asique lim f (x)=f (0)=-2
X—>0 Xx—0

En x, =2
3

f(2)=C(2)-2=2(C-1); lim f(x)=2(C-1); lim f(x)="

Ahora, lim f (x)= lim f(x) = C—I:i,luego C:Z,con

X—2" X —2

el cual Iim2 f(x)=1(2) =j . La funcién continua en IR queda:
X—>

—Z—ix Si x <0
3
f(x) = %x—z Si 0 <x<2
3 Si X > 2
2
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Grafica 7

> X

11.40 Dada la funcion y = x> =3x*+7, x, =2, x, = 2.1, calcular los

incrementos AX y Ay

SOLUCION:

AX= X, —x, =21-2=01
y, =2 -3(2)"+7=8-12+7=3
y, = (2.1) =3(2.1)>+7=9.261-13.230 + 7 = 3.031

Ay = y,—-y, =3.031-3=0.031
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I1.41 El didmetro de una circunferencia cambiade D, = 5.00m a D, = 4.96 m,

11.42

calcular el incremento de su longitud.

SOLUCION:

La longitud de la circunferenciaes C = n D

Tomando ©m = 3.1416

C, =xD, =3.1416(5)=15.7080m
C, =rnD, = 3.1416(4.96) =15.5823 m

AC =C,—C, = 155823 -15.7080 = —0.1257 m

Calcular el incremento del volumen de una esfera si su radio r;, = 2.00 m se

incrementa 3 cm .

SOLUCION:

El volumen de la esferaes V = % nr’, r;, =200,Ar = 0.03m

V, = %nrﬂ é%(3.1416)(2)3 = 33.5104 m°
V, = 2o 2 2 (30416) (2.03)° = 35,0411 m°
2 = 37”2— 3 (3. ) (2.03)" = 35. m

AV = V, -V, = 35.0411 — 33.5104 = 1.5307 m°
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11.43 Por medio de incrementos demostrar que la funcion f (x) = x2 - 3x+ 1

es continua para todo valor de X .

SOLUCION:

Se debe demostrar que Ale'TO Ay =0 vV x € IR
Ay = (x+ Ax)> =3 (x+ Ax) +1—-(x*=3x+1) =
= X7+ 2XAx + (AX)?=3x =3Ax +1-x*+3x-1 =
= 2x Ax + (AXx)? — 3AX

lim Ay = Iim [2xAx+(Ax)2—3Ax}:2x(0)+0—3(0)=0

AX —> 0 AX —>0

Se cumple que Iim Ay =0
AX —> 0
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
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11.44

11.45

11.46

11.47

11.48

Representar geométricamente los siguientes entornos:
a) o0(3,0.75)

b) ¢ (4, 0.6)

c) |x-2|<04

d 0<|[x-5/<0.8

Considerando los teoremas sobre limites y sobre operaciones con limites y
teniendo en cuenta el limite de la funcion identidad en un punto y el limite de

una funcién constante en cualquier punto, calcular los siguientes limites:

lim (x> -3x+7)

X —1

lim (1+3x—4x2j
X—2 2

X2 -4
lim
Xx—>3 X =2
2
. X“+4X+ 4
Iim

Xx>-2 2x? _x 43
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LIMITES Y CONTINUIDAD

11.49

11.50

11.51

11.52

11.53

11.54

11.55

. 2
I|m1 JZX -3x -4

X—> -

lim | =~
X_>% 1-3X

II'm2 324 x+2

X—>=
3

Calcular los siguientes limites

lim 4 =X
X—4 X2—16
) X2 -1
lim :
Xl x2 4 x=-2
. X%2-9
lim =~
x>3 2X — 6

2
L X7 —4X+4
lim 5
X—=2 X _4
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11.56

11.57

11.58

11.59

11.60

11.61

11.62

) NG
hm457—————
X3 X _5X+6

, X2+ Xx-2
Iim N
X>=2 x° 43X +2

X2 _-2x-8
-4 x2 _6X+8

) 2X2 £ X6
lim

X == 2X2—5X+3

W

) 9x2 — 4
lim ;
H_g 3X° —10x -8
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LIMITES Y CONTINUIDAD

11.63

11.64

11.65

11.66

11.67

11.68

11.69

X2 —3x?43x-1
lim
Xx—1 X —1

. X
lim

S0 1ox

lim VX2 -2
X—>

, senx
Im
-0 2X
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LIMITES Y CONTINUIDAD

11.70

.71

.72

.73

.74

11.75

11.76

2
. sen
lim ®

®—>0 q)

sen 4 X
-0 3 X

tan 4 x

lim
X—>

I 3cosH -3
050 20

COosS X tan x
-0 X

secx —1
m -
-0 X SecXx

2
- (senx - 3x)
lim
Xx—0 X
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.77 lim

-1 -C0s4x
lim ————
x—>0 3X sen4x

11.78

.79 lim - sen” (/2 x )
12

>0 ytan (/2 x)

. 4 —4C0SX
.80 |Ilim —————=—
X—0 X2

Calcular los siguientes limites cuando la variable independiente tiende al infinito, si es

que existen.

2
sl lim X —4Xt4
X2%© X7 +3X-6

3 2
ng2 lim 2X —4X +2§_7
X=> 5+8X—-3X
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2 2
11.83  lim 3X3_6X2+2
X222 2X° =5X" +4

4 3
n.sa lim X —4X

= ax% —3x*t 4+ x?

3
11.85 lim w

X0 w2 40X 42

4 3 2
n.ge lim 2X 33X +X

x>® 3y2 _7x -9

Calcular el limite que se pide si es que existe, si no existe, indicar la razén de esto.

—X% 4 2X+42
.87 f(x)=
X+ 2
lm £ (x)
X>—6X+9
11.88 f (x) =
—X7+2x+1
fim, £ (x)

Si

Si

113
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X2 +4x-5 si X < -1
11.89 f (x)=
4-x? Si X > —1
lim f (x)
X—-1
—x*4+4x-2 si 0<X<3
.90 f (X) =
(x-3)° si. 3<x<4
lim f (x)
X—3
16 — %2 si 4 <X <0
.91 f(X) =
x> +2 si 0<x<l1
fim, £ (%)
2
T4 si —S5<x<-2
X —2
11,92 f(X)=
4 -x? si 2 <X<2
lim f (x)
X—>-2
2 x -4
11.93 f(x)=g
X — 4
lim f (x)
X—4
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Determinar si la funcion es continua en el punto indicado, en caso negativo explicar la

razon de la discontinuidad.

X2 -2 si X <2
11.94 f(X)=
lX+é Sl X > 2
2 4
En X, =2
1 1 ;
—— X+ — Sl X <1
2 2
11.95 f(x)=
—X2+4xX -3 si X >1
En X, =1
(x-1)° si X <0
11.96 f (X)=
3-(x-1)7 si X >0
En X,=0
senx si —m<x< &
2
.97 f(x)=
. T
1 + COS X Sl 7£X§n
En xlzl
2
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LIMITES Y CONTINUIDAD

(Xx+2)° +1 si —4<x<-1
11.98 f (Xx)=
X+3 si -1<Xx<2
X+2
En X, =-1
X* -2 si X <2
1199 f (x)=
lX+i Si X > 2
2 2
En x,=2
2
X+ 2x si —2<x<3
X
11.100 f (x)=
st—(xa)2 si 3<x<38

En X, =0 y en X,=3

11.101 Estudiar la continuidad de la funcién en todo su dominio

X2 —2X+2 si 1<

A
x
N
NS}

f(x)=

2X -2 Si 2

IA
x
AN
N
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11.102

11.103

11.104

11.105

Investigar si la funcién es continua en su dominio.

A 25 -Xx% s -5

f(x)=
X +1 Si 3

IN

X <3

IA
>
IN
(o))

Estudiar la continuidad de la funcién en su dominio.

2-(x+1)° si ~3 <

A
>
A\

S

f(x)=

x2-1 si 0< X<2

Investigar si la funcion es continua en el intervalo [ -2, 4 |
3-x? si —2<x<1
f(x)=
\/9—(x—1)2 si 1< x<4

Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo [ -4, 5 |

8—+/25-x2 si —4

X2—2x-8
X—4

IN
>
AN

(o8}

f(x)=
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d

N | W

11.106 Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo { -3,

(X+1)? i Xe[-3,0)

f(x)=
1-senx i XG(O,;R}

11.107  Estudiar la continuidad de la funcién en IR

1 Si X<0

2 Si X=0
f(x)=

X + 1 Sl 0 < X< 2

X2+ 1 si X > 2

Estudiar la continuidad de la funcién en su dominio, indicando dénde no es continua.

Trazar su grafica.

X +2 Sl -4 <x<1
11.L108 f (X)=

—X2+2X+2 Si l<x<4

x? -1 Si —2<x< 1
1.L109  f (x)=

(X=2)" +1 si 1< x<3
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25 -x% i xe[-5,-3)u(3,5]

111110 f(X)=
4 si xe[-3,3]
(x-2)"+1 si —4 <X <2
1111 f(x)=
i\/9—(x—2)2 si 2<Xx<5
16 = x2 si —3<X<0
11.1112 f (Xx)=4 3-2X Si 0<X<?2
X2—6X+7 si 2<X<6
X? +1 Si -3<Xx<0
11.113 f(x)= 1 Si 0<X<m
X
sen? Si T<X<3m
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11.114

11.115

11.116

Determinar el valor de la constante C con el que la funcion es continua:

x? —25
f(x)=9 x-5
C Si X=235

Si X #5

Determinar el valor de la constante K que hace que la funcion sea continua

X2 -2x-3

X-3
f(x)=

Determinar el valor de la constante a que hace que la funcion sea continua

2%X2% + X -3
4% —4x-15 2

f(x)=

11.L117 ¢Para qué valor de b la funcién es continua en el intervalo [ -1, 3 ] ?

(x=1)* i X <Db
f(x)=

—(x=1)* i X>b
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11.118 Determinar los valoresde a y b que hacen que la funcién sea continua

2 si X < -1
f(x)=<ax+b si -1<x<3
-2 Sl X >3

11.119 Determinar los valores de las constantes ¢ y Kk para que la funcién sea

continua

cx’ si X <1
f(x)=9cCcx+k Si l<Xx<3
X+ 1 si X >3
11.120 Dada la funcion
2+ (x=2)? si x<k
Hoo= %\/9—(x—2)2 si x>k

Determinar el valor de la constante k que la hace continua en el intervalo

[0.5]
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11.121

11.122

11.123

11.124

11.125

11.126

Sealafuncion y=2x’-3x>+4x+1, X, =3, X, =3.5 calcular

AX'y Ay.

X-1

, calcular el incremento de f (X)si
X?+1

Para la funcion f (x)=

X, =25y AX=-0.2 .

Calcular el incremento del area de un circulo si su radio cambia de

r,=1.50m a r,=1.54m

Sielradio r,=2.30 m de una esfera se incrementa con Ar =5 cm,

calcular:

a) Elincremento del area de su superficie.

b) Elincremento de su volumen.

Una tuberia de 35m de longitudy 2.50 m de diametro exterior se va a

revestir con una capa de concreto de 15 cm de espesor, calcular la cantidad

necesaria de concreto.

Se tiene un tangue cilindrico de lamina que mide 1.20 m de altura y su radio
es de 50 cm. Se desea aumentar su capacidad dando a su altura un

incremento de 30 ¢cm . Calcular la cantidad de |lamina necesaria para hacer

dicho cambio.
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Por medio de incrementos demostrar que la funcién es continua en el punto indicado:

11.127 f (X)=2x?—4x-3, paratodo valorreal de X .

11.128 f(x)= , ara X, =2.
(X) ¥+ 1 p 1

1.L129  y=-/ x> +4 para X, =0.

11.130 y=|[x-3

, para todo valor real de X .
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LA DERIVADA

I11.1  Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

SOLUCION:

X+Ax—4

1. + Ay =
y y X+AXx+4

_Xx+Ax-4 x-4 (X+Ax-4)(x+4)-(x+Ax+4)(x-4)

2. Ay

CX+AX+4 x+4 (X+AX+4)(x+4)
Ay_x2+xAx—4x+4x—16—x2—xAx—4x+4x+4xAx+16
(X+Ax+4)(x+4)
A 8 AX

S X+ ax+4)(x+4)

3 Ay 8 AX

COAX AX(X+AX+4)(x+4)

4. lim Y- 8 8 . ody_ 8
a0 AX O (x44)(x+4) (x+4)° dx  (x+4)?

I11.2  Derive por el método de los 4 pasos
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LA DERIVADA
f(x)=42x+3

SOLUCION:

1. f(x+Ax) =\/2(X+AX)+3

2. f(x+Ax)-f1 (x):\/2(x+Ax)+3 — 4 2x+3

5 f(x+AU—f(x):J2UHAxM3 ~J2x+3

A X A X

4 lim f(x+Ax)—"1 (x) . \/2(X+AX)+3 —\/2x+3
AXx—0 A X Ax—0 AX

_ im 2(X+Ax)+3-2x-3 _

AX =0
ax|J2(x+ax)+3 +y2x+3 |

, 2AX
= [im

Ax—0
Ax[\/Z(x+Ax)+3 +\/2x+3 }

2 2 1

= lim

MO0 J2(x+AX)+3 +42x+3 ::J2x+3 +y2x+3  J2x+3

d 5 _ 1
H 2 _\/2x+3

I11.3 Derive aplicando el método de los 4 pasos
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SOLUCION:
1. y+Ay=3J5—(x+Axf

2. Ay::3J5—(x+Axf ~345-x°

Ay 3y5—(x+Ax)? =3 4/5-x’

3. =
AX AX
3(J5—(x+Axf —\/S—x2 )(JS—(X+AXY +J5—x2)
i Ax[JS—(x+Axf +J5—x2}
3[5—(X+Axf —5+x2}
_AX[JS—(X+AXY +J5—x2]
3[—2XAX—(AX)2}
_AX[JS—(X+AXY +J5—x2}
_ 3[ -2x—(Ax) |
JS—(X+AXY +\/5—x2
4 1im Ay _ 3(-2x) _ —6X
MO0 AX 5w a5 —x> 25-%°
dy —-3x
dx 5-x’
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I11.4 Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

1. y+Ay:3\/(x+Ax)2 ~1

2. Ay:3\/(x+Ax)2 -1 —3\/ x> —1

Ay N (x+ax)? -1 =% -1

AX AX
_(3\/(X+AX)2—1 3/ x- ) (i/(xmx)z—l )2+3\/(X+AX)2—1 Y- +(3\/X2‘1 )2
- AX (3\/(X+AX)2_1 )2+3\/(X+Ax)2—1 i/xz—l +(3\/x2—1 )2

(X+AX)* =1-x>+1

AX“i/(HAX)z -1 )2+ 3\/(X+AX)2 -1 3\/X2 -1 +(3 x2 -1 )2}

X2 +2XAX+AX? —x?

AX{(i/(X+AX)2—1 )2+3\/(X+Ax)2_1 3\/X2_1 +(m)2:|

2X + AX

[(3\/(X+Ax)2—1 )2+3\/(X+AX)2—1 3\/xz—l +(3\/x2—1 )2}

, y 2X
4. lim Ay {(3\/()()27_1)2+(3\/(X)27—1)2+(3 x> -1 )2}
2X dy 2
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LA DERIVADA

Obtener la derivada de cada una de las siguientes funciones
.5 y=senax
SOLUCION:

dy d
=2 =cosax — ax=acosax
d x d x

1.6 Yy =5c0s3x
SOLUCION:

S&/ =5 (—sen3x)ddx3x:—55en3x(3)=—153en3x

.7 y=. tan4x

SOLUCION:

dy _sec” 4x(4) _ 2sec’ 4x
dx 2 [tan 4x tan 4x

1.8 yzasec( bx?’ )

SOLUCION:

d x

131
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.9 f(06)=">/csc30

SOLUCION:

1 -2

f(0)= (csce )3 ; f'(e):;(csc36 )7(—cs036 cot30 )3:

1
f' () = - csc 30 cot 39 = —(csc 36 )3 cot 30 = — >/ csc 30 cot 30

2

(csc39 ) 3

11.10 f (x) = X cosX

SOLUCION:

f'(x)=x"(—senx)+cosX(2X) = 2XcosX — X Senx

.11 r = Ll
0
SOLUCION:

dr _ Ocosb —send
do 92

.12 vy = )2( cot x 2

SOLUCION:

2
M = X(—csczx2 j 2X + cotx’ 1 = cotX —x? csc? x?
dx 2 2 2
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111.13 Dada la funciébn y =/ 4 — x° +2 ang Sen)z( obtener (jy y su
X

valor para x = 0.

SOLUCION:

gy

_2-x 2 - X _l2-x :Jz—x
T J2=-xJ2+x  [2+Xx 2+X

X"

dy

N\x N\H

=1 =1

111.14 Sea f(x):16a.ngsen—2——xw16—x2 , determinar f' (x)y f'(2)

gz - 16 4 _x_ T2 — /16 - x>
1_(x:y 24/ 16-x7

4

—x +16 - x°

/16—x 16 = x° (16 = x7

f1(2) = 2(2) 8 8 4

IR ]
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111.15 Dada funcién

—lx+b si X< -1
2
f(x)= i\/9—(x—2)2 si. -l<x<c
(x-2)*+2 si x>c

a) Determinarlos valoresde b y Cc que hacen que sea continuaen IR .

b) Estudiar su derivabilidad en su dominio.

Cc) Trazar su gréfica.

SOLUCION:

a) Continuidaden x, = -1

f(—l):;+b; im, f(x)=§«/9—(—3)2 =0, como

f(-D=lim f(x) = +b=0 = b--_

continuidaden X, = ¢

f(c)=§\/9—(c—2)2 ; I|'m+f(x)=(c—2)2+2, como

f(c):xll’rl]+f(x) = g\/9—(c—2)2 =(c-2)"+2;
4[9—(c—2)2}=9[(c—2)2+ 2}2;(c—2)2[9(c—2)2+40}:0

Si (c-2)'=0 = c=2;

si 9(c—-2)"+40=0; 9(c-2)>"=-40 = c¢IR
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la funcion queda

——x—l Si X < -1
2 2
f(x)= g\/9—(x—2)2 sii —l<x<2
(x-2)"+2 Si X > 2
b) Derivabilidad en X, = -1
L 21y = b
f'(-1)= 5
d (2 w2 2 -2(x=-2) _ 2(x-2)
STERERCSCIN o . :
2J9—(x—2) 3J9—(x—2)
fo(-=—2B) 2 ()3

3./9-9 0
La funcion no es derivableen x, = —1.

Derivabilidad en x, = 2

fro(2y=—_ 2(X=2) _ o 200)

2 3./9-0
3J9—(x—2) s

f',(2)=2(x-2)],_,=2(0)=0

Como f' (2)=1f,(2)=0, f'(2)=0, por lo que la funcién es

derivable en X =2 luego es derivableen IR —{ -1}
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c) Gréfica
AJ

I11.16. Calcular el area del triangulo formado por el eje de las ordenadas, la recta

tangente y la recta normal a la curva de y2 =4 —-X en el punto de

ordenada 1

SOLUCION:

Si y, =1, entonces X, =4-1=3 , el punto de tangencia es:

P(3,1).de la ecuacion y2:4—x se obtiene 2y3y:—1
X

d—y = ——— la pendiente de la tangente es m = — ! = L

d x 2y 2(1) 2

Ecuacion de la recta tangente: y—lz—;(x—3), X+2y-5=0,.

Punto de interseccidn con el eje de las ordenadas

Ecuacion de la normal; y-1=2(x-3) 2x-y-5=0
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Punto de interseccién con el eje de las ordenadas.

Si x; =0, y; =-5, B(0, -5)
Sea el segmento AB la base del triangulo.
10 15

5 5
I _5 = 4+ -
2 ( ) 2 2 2

La altura del triangulo: h =3

Area del triangulo

3(125j 45
Aziz—

2 4

A= 25 unidades de area.

A F

> X
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I11.17 Dada la elipse Xx* + 6Xy +25y* =16 Obtener las ecuaciones de las rectas

tangentes paralelas alarecta X+3y —-4=0.

SOLUCION:
Derivando implicitamente la ecuacion de la elipse:
2X+6XY' ' +6y+50yy =0

X+3y

Y (3X+25y)=-X=-3Yy ; y =—§;:§§9

La pendiente de la tangente a la elipse en cualquier punto es:

X+3y
3X+ 25y

De la ecuacion de larecta: y = —; X + : , la pendiente de la recta es:

1
mr :—5

Igualando las dos pendientes:

X+3y 1
- -y - 3(X+3y)=3x+25
3X+ 25y 3 ( y) y
3X+9y =3X+25y ; 16y =0,luego y =0

Sustituyendo este valor en la ecuacion de la elipse:

X2+6(0)+25(0)=16 ; x> =16, X, =4, X, =-4
Los puntos de tangenciason, P, (4,0) vy P, (-4,0)

Las ecuaciones de las tangentes son:

En: P,(4,0) y-0 —;(x—4); 3y = —X+4; X+43y—4=0

En: P,(-4,0) y-0 —;(X+4); 3y ==-X-4;, X+3y+4=0
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I111.18 Obtener el angulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones:

y=x*, y=2-x*.
SOLUCION:
Para determinar los puntos de interseccion, se resuelven como simultaneas las
ecuaciones.
Porigualacion: x> =2-x*, 2x*=2; x’=1; x, =1, X, =-1
Yi=Y, =1
Los puntos de interseccionson: P, (1,1) , P,(-1,1).
Las pendientes de las rectas tangentes son: m, = 2X, m, = —-2X

En P,(l1,1): m, =2, m,=-2

22 4
ano = _ % _ 1333 o-angtan1333: o = 53°08
P (2)(=2) 3 ¢=ang ¢

En P, (-1,1), elangulo es el mismo, por simetria.

I11.19 Calcular el &ngulo que forman al cortarse las curvas de ecuaciones

Y o= o X+ 1 (1)
Y = 2 13 = X2 s (2)
SOLUCION:

Punto(s) de interseccion, resolviendo como simultaneas las ecuaciones:

Jx+1 =/ 13=%x" ; x+1=13-x>; x> +x-12=0; (x=3)(x+4)=0
X, =3, X,=-4 porlocual, y, =2, y, ¢ IR, el tnico punto

de interseccion P (3, 2)
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De (1): fl'(x):;, luego, f'(3)= ! !

2. x+1 2\/7 4

X

De (2): f,'(x)=————— asique,
\ 13- x?
\ 3 3 3
f2(3):— = — :——:m2
13-9 J 4 2
31 —6-1
tan ¢ = 2 4 = f :—E:—2.8 ( @ es obtuso)

m—@=ang tan 2.8 =70°21"' , luego ¢=180°-70°21' ¢ =109° 39"

111.20 Demostrar que la curva de ecuacion

ylarecta X+Y =0 i, (2) se cortan en
angulo recto.

SOLUCION:

Puntos de intersecciéon. Resolviendo como simultdneas las ecuaciones.

De (2) y = —x, sustituyendo este valoren (1) :
x> =x(=x)+(=x)>=3=0, 3x*=3: x’=1, x=+=1
x, =1, y, =-1, x,=-1, vy, =1

Los puntos de interseccionson P, (1, -1) y P, (-1,1)
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.21

Derivando implicitamente en (1) :
2X=XY' —y+2yy =0; Yy (2y-X)=y-=2X; Y
De (2) y'=-1, m, =-1

_-1=2(1) -3 _

En P,(1,-1), 1—2(_1)_1—_3

Las pendientes son reciprocas y de signo contrario, entonces el angulo es recto
¢, =90°.

1-2 (-1 3
En Pz(—l,l)s ml:Z(])—((—i):3:l; m2=—1

Como las pendientes son reciprocas y de signo contrario, el angulo es recto
¢, =90°

Determinar el angulo que forman al cortarse las curvas:

X2 = Y2 =5=0 oo (1)
4X2+9Y2 —T72=0 coerereere, (2)

SOLUCION:

Puntos de interseccion. Se resuelven como simultaneas las ecuaciones.

De (1) 9x?-9y?-45=0
De (2) 4x2+9y?-72=0
Sumando: 13x? ~117=0
13x% =117 ; x2=11137=9, X=%./9 X, =3, X,=-3
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.22

Los puntos de interseccionson: P, (3,2) ,P,(3,-2),P,(-3,2)
y P4(_3a_2)'

Como se trata de una hipérbola y una elipse, ambas con centro en el origen, el

angulo que forman en cada punto de interseccion es el mismo por simetria.

De (1) 2x-2yy =0; y':);
4 X 4X
D 2 X +18yy' =0 ; = o2
e (2) +1syy Y 9y’ y 9y
En P,(3,2) setiene:
m X _3 mo_AX 403 2
Ty T T ey T ey T T T

Como las pendientes m, y m, son reciprocas y de signo contrario, el angulo

formado ¢ esrecto ¢ = 90°

Un arco parabdlico esta apoyado en dos puntos a nivel, distantes 25.00 m uno

del otro. El punto mas alto del arco estd 5.00 m arriba del nivel de los apoyos.

Calcular el angulo que forma el arco con la vertical en los puntos de apoyo.

SOLUCION:

La ecuacion de la parabola es del tipo:

x> =4py

X2

Ty

Luego p

En el punto A(-12.5, =5), elvalorde P es

_(-12.5)
= —(_5)4 =

—7.81
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. x° dy  2x dy X
Entonces la ecuacion es: y=— = —=— — —= —
4p dx 4p dx 2p
dy = —0.064 x
dx
dy
En A(-12.5, -5): d—=—0.064(—12.5)=0.80
X

La pendiente de la rectatangente en A es:
m = tana = 0.80,luego « = ang tan 0.80 = 38.6598°
a =3839'35" Como a+¢=90" = ¢ =51"20"'25"

A Y

< 25 >

111.23 Un hombre de 1.75 m de estatura camina alejandose de un arbotante con
. m . )
foco a una altura de 4.50 m a razén de 4.4 oin A razon de cuantos

metros por minuto se alarga su sombra?

SOLUCION:

H=450m, h=175m, d—=4.4—

Longitud de la sombra: 'y

Se pide ﬂ
dt
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y _ Xty
.75 4.50

De la figura

450y =175x+1.75y = 2.75y = 1.75x

Derivando respecto al tiempo 1 :

2759V _175 9% 9259V 05044,
dt dt d x

dy:1.75(4.4):28 ﬂzz_gﬂ

dt 2.75 ' dt min

F
N

I ’

H

h
—‘ —

4 X | y |

I11.24 Una escalera de 5 metros de longitud estd apoyada en un piso horizontal y

recargada en un muro vertical. El pie de la escalera resbala alejandose del
muro con una rapidez de 2 metros por segundo. ¢,Con qué rapidez se desliza

hacia abajo el extremo superior de la escalera cuando el pie estd a 3 metros

del muro?.

SOLUCION:

ax_ M se pide dy cuando X, =3m
dt S dt
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De la figura: Xx* +y? =25
Derivando con respecto al tiempo 1 :

ax 9X oy 4y 4y x dX
dt dt dt  y dt

Cuando X, =3m, y,=-25-X; =.25-9 =16

Sustituyendo valores en (li/:

dy

_ 3y =3 -s0 W y5M
dt 4 2 s

d

~—+

- X
dx
dg

- 4m

I11.25 En un circulo cuyo radio crece con una rapidez de 3 cm por minuto, esta

inscrito un cuadrado. ¢Con qué rapidez aumenta el area del cuadrado cuando

el radio del circulo mide un decimetro?

SOLUCION:
Se tiene, ﬂ =3 Cr_n
dt min
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Siendo A el area del cuadrado, se pide d,tA cuando r=1dm
Por la regla de la cadena d—A:d—Aﬂ
dt r dt
RS 2
2
Delafigura,rzzz(zj = = | =2r’ A=l =2r"
%=4r, OI—A:4rﬂ=4r(3)=12r
r dt dt
Si r=1dm=10cm , Ciljl':‘zlz(lO)
2
dA _pplm
dt min
> Z >

S [

B,
I
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I11.26 Un bote B navega perpendicularmente a la costa hacia un muelle "M" a
razén de 15km/h . Un foco "F" estd a 3km del muelle sobre la costa.
¢,Con gué rapidez se acerca el bote al faro cuando estaa 4 km del muelle?
SOLUCION:

d X km
RalAR ki
dt h

dy

Sepide —= cuando Xx,=4km

De la figura y2 = x> 49

Derivando respecto al tiempo

Cuando X, =4, y=+x>+9 =.16+9 = .25 =5km

Sustituyendo valores en ay : ay = 4 (-15)=-12
dt dt 5
dy _ _pkm
dt h
AF
-~
-
-
e
-~
-~
/‘/
y/_f
- 3 Ekm
-~
-~
-~
~
-~
-~
-
-
B .i ————————— - -n i |
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, . 3 . 3 m
I11.27 Se esta vaciando arena sobre un montén de forma coénica a razén de 20 min

3

La altura del montén es siempre igual al radio de su base. ¢Con qué rapidez

estd aumentando la altura del montén cuando el radio mide 3 metros?.

SOLUCION:

Sea V el volumen de arena

av _ g m°
dt min
Se pide (;:] cuando r, =3m
V = ln r?h
3
Como h=r, V :lnh3 , luego: h’ _ 3V
3 T
Derivando respecto al tiempo
> dh 3 dv dh 1 dv
3h Y = _ = -
dt =« dt dt xh? dt
. h m
Sustituyendo valores — = 0.70735 ——
dt min
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111.28 Un avion vuela a 8 km de altura en linea recta hacia la ubicaciéon de un radar

localizado a nivel del suelo. Si la distancia entre el avion y el radar esta
disminuyendo a razén de 400 km/h, cuando esta distancia es de 10 km,

¢cual es la velocidad del avion?

SOLUCION:
Sea "z" ladistancia entre el aviony el radar, Zi = 400km/h
: dx
Se pide V, = dt cuando z,=10km
. 2 2
Delafigura z° =X~ + 64
Derivando respecto al tiempo "t"
dz
dz d x dt
22 — =2X— ; | D o =72— =V
dt t 0 9% gy x A
Si  z,=10km, X, =.100-64 =36 =6km
10(400) 2000 km km
V, = = V, =666.66 —
A 6 3 h A h
PILZ S
a 'y
,/f, |
|
f/ |
z "7 '
d | 8km
e |
/‘ff |
I
” I
” I
AL ( ‘ ‘
R
I X g
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111.29 Siunfaro " F" esta en una pequenaislaa 2 km de la costa que es recta. El

haz luminoso del faro gira a una velocidad constante de 6 grados por
segundo. ¢Con qué rapidez va desplazandose el rayo de luz a lo largo de la
costa en un punto que se encuentra a 3 km del punto " P" mas cercano al
faro?

SOLUCION:

. do 67 n rad
L locidad lar del del : D SR e
a velocidad angular del rayo de luz es dt 180 = 30 seg

Se pide ((jji( cuando X, =3km

De la figura: tan 6 = ; luego x=2tan®

Derivando respecto al tempo ~ "t"

d x 2,00
—— = 2856C7T 0 —— 1
dt d (1)
3 Ccpp? 2 9 13
Cuando Xx,=3, tanezi, por lo cual: sec” 0 = tan 9+1:Z IZZ

sustituyendo valores (1), queda

dx} _ ( j(n) 137:_ dx} _ 13m km
dt X, 30 d
dx

En forma aproximada —— } ~ 0.68068 I(Sm

60 s
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111.30 Empleando diferenciales, obtener un valor aproximado de ./ 146 .

11.31

SOLUCION:

Sea y=ﬂ=f(x)

Si ox, =144, y, =144 =12

X, = 146 , y,=/146 =y, +Ay =y, +dy

AX=X,—-X,=146-144=2, Ax=dx =2

Se requiere obtener dy

dx 2 1 0.0833

) [x 2(12) 12
J146 ~12+0.0833, /146 ~ 12.0833

dy=f"(x)dx =

Por medio de diferenciales, calcular un valor aproximado de sen 31° 30’

SOLUCION:

Sea Yy = senx

X, =30°, entonces, Yy,=sen30°=0.5

si, X, =31°30", ,=5en31°30'=y, +Ay ~ y,+dy
AX=31°30"-30°=1°30'

En radianes AX = 1.5 % ~1.5(0.01745) = 0.02618 =d x

dy=cosxdx = cos30°(0.02618) = 23 (0.02618) ~ 0.02267
sen 31°30' = 0.2267 + 0.5

sen 31°30' = 0.52267
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111.32

111.33

Se trata de pintar exteriormente un tanque elevado esférico de 2.00 m de radio
con una capa de pintura de 0.0005 m de espesor en fresco. Empleando

diferenciales, calcular un valor aproximado de la cantidad de litros de pintura,
necesarios.

SOLUCION:
V = ;‘nr3 : Ar=0.0005m , se requiere calcular dv =~ Av para

ry=200m y Ar=dr =0.0005m

dv=§n3r2dr = 4nridr

dv=4n(2)?(0.0005) = 0.02513 m"°

dv = 25.13 litros

Dadalafuncién y = x> —=3x+1 calcular Ay vy dy

a) Paracualquiervalorde X y AX

b) para x, =2 y Ax=0.1
c) para Xx,=2 'y Ax=0.0l1

2y Ax=0.001

d) para X,

SOLUCION:

a) Y+AYy = (X+Ax) =3 (x+Ax)+1
Ay = X* +2XAX + (AX)® =3X—=3AX + 1= x> +3x+1=

Ay = 2XAX + (AX)> =3AX =

Ay = (2X=3)AX+(AX)’
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dy =f'"(x)dx, dy=(2x-3)dx=(2x-3)AX

Los resultados de los incisos b), c), y d) se tienen en la siguiente tabla con

AYy=(2X=3)AX+(AX)? , dy=(2Xx-3)AX y eAx=Ay—-dy

X A X Ay d x Ay —dx
2 0.1 0.11 0.1 0.01

2 0.01 0.101 0.01 0.0001

2 0.001 0.001001 0.001 0.000001

Se observa que a medida que AX disminuye, la diferencia Ay —d x es menor

111.34 Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete al emplear la
diferencial de la variable dependiente en lugar de su incremento.

3X
= , X, =2, Ax=dx=-0.2
y X2 +2 :
SOLUCION:
2 2
dy:(x +2)3-3%(2X) 4 _ 3K 46 4,
(X2+2)2 (X2+2)2
dy=[_3(4)+6][_0'2]=0.033333
(4+2)°
Ay = 3(X+A2X) - X 3US) 0 030534
(X+AX) " +2 X +2 5.24 6

El error absoluto es e,=/Ay—dy|=]0.030534-0.033333

e, = 0.002799
el error relativo es e, = €a _ 0.002799 0.091668
Ay~ 0.030534
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111.35 Al medir la arista de un cubo se comete un error del 1%, determinar el error

relativo y el error en por ciento % que se comete al calcular el volumen del
cubo con la arista medida.

SOLUCION:
v=x", dv=3x’dx

: . . d x
El error en por ciento al medir la arista es 100 =1

. : d x
El correspondiente error relativo es N 0.01
El error absoluto en el volumen es:
dv=3x2 9X o3y OX
X X

dv=3x>(0.01)=0.03x’

El error relativo en el volumen es:

dv:3x2dx: d x

av _2x OX_ 38X _3(0.01)=0.03
v NE X

ﬂ:0,03

v

El error en porcentaje es: 3 %
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111.36 Obtener la diferencial de arco de la circunferencia

.37

SOLUCION :

Derivando con respectoa X :

dy X

2x+2ygy=0 , luego

X dx y

pero, y’=r>—x", entonces: ds=

Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuacion:

y=(x*+2)

N W

SOLUCION:

N [—

ds:\/1+(giJ2 dx ; gizzé(xz+2);2x:x(x2+2)

ds—Jlj{x(x%z);}2 dx=¢1+x2(x2+2) dx=¢x4+2x2+1 dx=

ds=+/ (x> +1)’ dx=(x>+1)dx
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111.38 Obtener la diferencial de arco de la curva de ecuacion:

y=0-seno , y =1-c0s06

SOLUCION:
dx=(1-cos6)do , dy=sen06do
Como

ds:J(dx)2 +(dy)?

ds =\/(l—cose)z(de)z+sen26(de)2

:x/1—2C089 +cos’0 + sen‘0 do

=J2—2c036 do

ds :Jz(l—cose) do
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Obtener la derivada por el método de los 4 pasos

111.39

111.40

.41

111.42

111.43

11.44

y=x"-3x+4
S,
X+1
y:X+2
X—2
y=+/ x> +4
y=2+/3-x"
y =3/ x=2

Obtener la derivada de las siguientes funciones

111.45

111.46

y = 4x° —2x° +6x-9

X*—3X+5
X

f(x)=
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.47

111.48

111.49

111.50

11.51

11.52

111.53

111.54

11.55

g(x)=———" a,b,celR

y=(2x)*(4x-17)

y=(x>=3)(2x+1)

g(Xx)=x(2x-3)(2x+3)

_ 3+2x-4x°

Ix

r=.,1-260
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.56 s = 2t2(2—3t2 )3

.57 f(x)=>4-9x
.58 y =
111.59 f(x)=(a+b]

11.60 y=x"-/a+bx’

.61 f(x) =

Obtener la derivada y calcular su valor en el punto indicado

2

11.62 y=X+9+X : X, =4

2
J 1
111.63 yzu

X
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111.64

111.65

111.66

.67

111.68

111.69

111.70

.71

f(x)= 2% ,
8 — x>
1-2s
r = ;
1+2s
y = a’+x°
a’—x? ’
;) 2+3t
S = ,
2 —3t

X, =2
s, =0
X, =1

t, =1

0,=2
X, =4
X, =-1
X, =5
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Derivar cada una de las siguientes funciones

.72

.73

.74

I1.75

11.76

n.z7z

11.78

11.79

111.80

111.81

y=angsen5
2

X

f = t—

(x) = angco .
y:angsecl
X

r=angcsc (460)
y =angcos -/ X
y =X~ angcosx

f(x)= angsen(3x—4x3)

g(x)=

angsen ./ x
Jx

y = ./ angcos 3x

h(x)=.x angtanz

Comprobar las siguientes derivadas
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N W

111.82 f(x)=X—angsen)3( : f'(x)=x2(9—x2)

.83 g(x)=x4-x" +4angsen§ . g'(x)=2"4-x"

.84 h(x)=14-x> +2angsen~ : h'(x)= 2-X
2 2+X
m.8s y—angtan Xt3 . 4y _ 1
1-3x d x X2 1

111.86 y=2angcos(1—§)+m; dy _ [4-x

Determinar 33: y su valor en el punto indicado

.87 x> +y’> =25 ; P(-3, 4)
n.s8 x> -y’ =16 ; P(5, -3)
.89 x -y’ =3 : P(7,2)
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111.90

111.91

111.92

111.93

111.94

111.95

111.96

111.97

Xy =12

y> —2xy +3x> =1

12 :

xy’

xy> —3x> +4=0

2x°y? =3xy +1=0

A 3X+2y (X=y) =8 ;

3x?y +dxyi=6+.]y ;
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Obtener

111.98

111.99

111.100

111.101

111.102

111.103

111.104

111.105

dy
d x

2y + Xy + x° =28

x> —3xy’+y’ =1

J2x + /3y =5
2Xy + mseny =2n

X+tan(xy) =0

X_|_ 521
VX y

2XYy +y = X+Yy
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111.106

111.107 yz(x2+1): x* -1

111.108 x°> +y° =1
Obtener 33(/ de las funciones dadas paramétricamente
111.L109 x =t° : y = 3t
2

111.110 x = 3t : yz?
.111 x =t’ : y =t + 3t

1 1
M.112 x=1+ - ; y=1--

t t
11.113 x =/ 2t° + 1 Loy =(2t+1)°
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114

115

116

17

.118

119

120

121

t—1
X=-——

t+1
X =t ?
X = tanf
X = 3 CoSa
X = sen 260
X = 2 cost

X = 4a cos’t

X = (2cost—cos 2t)

y = cot0
y = 5sena
y = cosf
y = 2 sent

y = 4a sen’t

y =a(2sent—sen2t)
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dy d’y
dx d x>

Calcular y su valor para el valor X dado

n.122 y=.J/ax + ° . x,=a

1.123  y = ./ 253X . X, =3

1.124  y=x+/ X" +9 . X, =4
1.125 x°-4y> =9 . X, =5, (y>0)
11.126 X’ +4xy+y +3=0; x, =2, (y<0)
N.127 y =2 x*+4 X, =2
1.128 x> -y’ =7 . X, =4
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2

Comprobar los valores de y
dx’
2
1.129 y = (—4x + 9)° : a4’y _ 3
dx’
2
1111130 y=10x"’ .4y gy
dx’
2
111.131 y=x3+8x2—i4 : 4°Y _ ox+16-40x"°
X dx’
2
1.132 y=x"(3x-4)" ; d Zy:(3x—4)(180x2—192x+32)
d x
2
111.133 y=2x_3 ; a7y =14(x+2)"°
X+ 2 d x>
2
111.134 y=Xxsenx ; d 2y = —X Senx + 2 cosX
d x
1 d’y  4cos’X+6cosx+8sen’ x
.135 y=— ; =
3+ 2 cosx dx? (3+2cosx)
2
111.136 Yy =-SecX ; d 2y:3603x+tan2XSecx
d x
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Determinar la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la curva

en el punto dado.

11.137  y=x"—3X en P(2,2)
2x+1
111.138 y= P(2
y=5_ en (2,5)
1Mm.139 y=.X en P(4,2)

N.140 y’ = 4-x’ en  P,(1,/3) yen P,(1,-/3)

1.141 x> +xy-y*=1 en P(2, 3)

1.142 x*y>=9 en P(-1, 3)
X-Yy

111.143 =2 P(3,1
X—2y en ( )

H1.144 (y-x)"=2x+4 en P(6,2)

111.L145 y’>—-2x-4y—-1=0 en P(-2,1)
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.146

147

.148

.149

.150

151

152

.153

.154

tany = X en P(l,nj
4
3y+cosy = x° en P(1,0)

2x* —xy+y’ =16 en P(3, 2)

y>+2y—4x+4=0 en P(l, -2)

Ox> +4y> =72 en P(2, -3)

Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia

x° + y’ = 58 queson paralelas alarecta 3x + 7y = 19.

Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la hipérbola

4x7 — y2 = 36 que son paralelasalarecta 2Xx -5y = 4.

. 5
Determinar los puntos de la curva y = —ax donde la recta tangente es

paralelaalarecta 2Xx -5y +5 =10

Obtener el punto de la curva y2 = 2x° donde la recta tangente es

perpendicular alarecta 4Xx -3y +2 =0
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111.155

111.156

11.157

111.158

Determinar las ecuaciones de las rectas normales a la curva
Xy +2X—-Yy =0 queseanparalelasalarecta 2Xx+Yy =0.

¢En qué otro punto corta a la curva la recta que es normal a

y=x"+2x-3en P(1,0)?

Determinar los dos puntos en los cuales la curva de ecuacién

X° + X y+y > = 7 corta al eje de las abscisas; hacer ver que las tangentes

a la curva en estos puntos son paralelas. ¢Cual es el valor de la pendiente
de estas tangentes?

El cable de un puente colgante esta unido a dos pilares separados entre Si
250 m y al mismo nivel. Considerando que dicho cable adquiere la forma de
una pardbola con su punto mas bajo a 50 m del nivel de los puntos de

suspension, calcular el angulo que forma el cable con un pilar en su punto
de apoyo.

| 250 m |

I11.159 Calcular el area del triangulo que forman con el eje de las abscisas, la

2 .
tangente y lanormal alacurva y =6X — X~ en el punto de abscisa 5.
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Obtener el angulo que forman al cortarse las curvas dadas por sus ecuaciones.

111.160

I.161

I11.162

111.163

111.164

111.165

X—-1:

3X+y =35
y=+3
y=. > +x
y=x’
y=x’
x> +y? =2

2Xx—-y =4
y=—-4/3 x+2
y = E—X

4

174



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
LA DERIVADA

111.166

I.167

111.168

111.169

111.170

1.171

Un vehiculo se mueve a razén de 15 kilometros por hora acercandose en

linea recta a la base de una torre de 36 metros de la altura. ¢Con qué
rapidez se acerca al punto mas alto de la torre cuando estd a 48 metros. de

la base?.

Un lanchon se acerca a un muelle por medio de cable amarrado en una bita

del muelle. El cable se enrolla en un malacate colocado en una cubierta del
lanchon, a razén de 2.40 metros por minuto. La cubierta del lanchén esta a

4.50 metros debajo del nivel del muelle. ;Con qué rapidez se mueve el

lanchén cuando estd a 6 metros del muelle?

Un tangue tiene la forma de un cono invertido, su altura es de 16 metrosy su

radio mide 4 metros. El tanque se esta llenando con agua a razén de 2
metros cubicos por minuto. ¢ Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando
la profundidad es de 5 metros?.

El gas de un globo esférico escapa a razoén de 2 metros cubicos por minuto.

Determinar la rapidez con que disminuye el area de la superficie del globo
cuando el radio mide 1.20 metros.

Una placa metélica de forma circular se dilata por el aumento de la
temperatura de modo que su radio aumenta con una rapidez de 0.01

centimetros por segundo. ¢Con qué rapidez aumenta su area cuando el
radio mide 2 decimetros?

Un avion vuela a 10 kilbmetros de altura en linea recta hacia un

Aeropuerto. Si la distancia entre un avion y el Aeropuerto esta disminuyendo
a razon de 500 kilbmetros por hora cuando esta distancia es de 100

kilbmetros. ¢Cual es la velocidad del avion?.
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1.172

1.173

1.174

1.175

111.176

n.177

111.178

Por medio de diferenciales, obtener un valor aproximado de -/ 27 .

Empleando diferenciales, calcular un valor aproximado de °./ 28

Obtener un valor aproximado de >/ 122  por medio de diferenciales

Calcular un valor aproximado de c0s 32° empleando diferenciales

Obtener un valor aproximado del incremento del area de una esfera si su

radio cambiade r, =120m a r, =122 m

Calcular aproximadamente el incremento del volumen de una esfera cuando

su radio cambiade r, =80 cm a r, =77 cm.

El radio de la base de un cono mide 30 ¢cm vy la altura del cono cambia de

h,=85cm a h,=89 cm; empleando diferenciales, calcular un valor

aproximado del incremento de su volumen.
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11.179

111.180

111.181

111.182

111.183

Empleando diferenciales calcular aproximadamente el incremento del area

total de un cilindro circular recto cuando:

a) El radio r, =1.00 m de la base permanece constante y la altura

h,=2.50 m se incrementa en Ah =2.5cm.

b) La altura h, =2.50 m permanece constante y el radio de la base
cambia de r; =1.00m a r,=98cm.

Dada y=x2+1 obtener Ay, dy y Ay-dypara x, =3 vy
Ax=0.02

Si y=—, X, =2, Ax=0.0l,calculardy y Ay-dy .

Calcular el error absoluto y el error relativo que se comete si se emplea la

diferencial dy en lugar del incremento Ay cuando Yy = X +4x-5,

x,=1,Ax=03.

Calcular el error relativo y el error en porcentaje que se cometeria si se toma

la diferencial dy en lugar del incremento Ay siendo Yy = x> —2x>+3,

X, =2 ,Ax=0.05.
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V.1

V.2

Investigar si el Teorema de Rolle es aplicable a la funcion

2
X

f(x)=7—x+4

en el intervalo [ 0, 2 ], en caso afirmativo determinar el valor de X en donde

se verifica.

SOLUCION:

a) Lafuncion es continua en el intervalo [ 0, 2 ] por ser entera.
b) La funcion es derivable (0, 2) por ser entera.

c) f(a)y="f(0)=4, f(b)=f(2)=22—2+4=4,. Luego

f(a)y=f(b).

El Teorema si es aplicable.

f'"(x)=x-1

f'(x,)=0 = x, =1
El Teorema se verificaen X, =1€ (0, 2)

Dada la funcién f (x) =-/ 25— X ® investigar si es aplicable el Teorema de

Rolle en el intervalo [ -4 , 4 | . En caso afirmativo determinar el valor de X en

donde se verifica el Teorema.

SOLUCION:
a) La funcion es continua en el intervalo [ -4, 4 ] por ser irracional con

dominio [ -5, 5 ].
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V.3

b) La funcion es derivable en el intervalo (-4, 4), ya que
f'(x) = .
25 - x?
c) f(a)=Ff(-4)=-.25-16 =./]9 =-3
f(b)y=f(4)=-./25-16 =./]9 =-3

f(a)=f(b)

se cumplen las condiciones de la hipétesis del Teorema, luego es aplicable.

f'(x)=0 = X — X, =0e (-4, 4)

W 25-x°

El Teorema se verificaen x, =0

Investigar si se satisfacen las condiciones del Teorema de Rolle en el intervalo

[ -1, 2] para la funcion
f(x)=x"=2x"=-x+2

En caso afirmativo, obtener el valor o los valores de X donde se cumple el
Teorema.

SOLUCION:

Como la funcion es polindmica, es continua y derivable para todo valor de X,

luego se satisfacen las dos primeras condiciones del Teorema de Rolle.
Especificamente, la funcion es continua en el intervalo [ —1, 2 | para la tercera
condicion

f(a)y=f(-1)=-1-2+1+2=0

f(b)y=1f(2)=8-8-2+2=0

f(-1)=1f(2), porlo cual se cumple la tercera condicion del Teorema,
f(a)="f(b).

Derivando, f'(x) = 3x° —4x—1
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V.4

Haciendo f'(x) =0 = 3x’—4x-1=0

Al resolver esta ecuaciéon se obtiene,

X_4im:4im/28 _2%./7

Bl 6 6 3

2+ /7 2-.J7
Xl:f’ Xy= ——"—

3

Ambos valores estan en el intervalo abierto (-1, 2), enlos dos se cumple el

Teorema de Rolle.

Investigar si se cumplen las condiciones del Teorema de Rolle para la funcién
x> -2 si x<1
f(x)=
2x -3 Si X >1
. 5 : ] .
en el intervalo | -2, 5| Si es asi determinar el valor o los valores de X

para los cuales se verifica el Teorema.

SOLUCION:

a) Condicion de continuidad. La Unica posibilidad de discontinuidad se

presenta en X, =1 f(l)=2-3=-1,

lim f(x)= lim (x>=2)=1-2=—-1;

Xx—1 X—1

lim f (x)= lim (2x-3)=2-3=-1;

X—1 Xx—1

lim f(x)= lim f(x)=-1, luego existe Iim1 f(x)=-1,
X—1 X—1 X—>

entonces Il'm1 f(x)=f (1) ylafuncién es continua en x, =1 y es
X—

k

N | D

continua en el intervalo { -2,
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V.5

b) Condicion de derivabilidad. También para X, =1 se tiene la Unica
posibilidad de que la funciébn no sea derivable f '(1) = 2(1) =2,
f'(l)=2;como f'(1)=f"(1)=2 = f'(1)=2.Lafuncion

es derivable en X, =1 y el intervalo ( -2, ; j .

c) Condicién f (a) = f(b); f(a)="f(-2)=(-2)*-2=2;

f(b):f(;j:5—3:2; f(—2):f(§j, se cumple

también la tercera condicién del Teorema.

Ahora, f'(x)=2x para -2<x<1
5
2
solamente en —2 < X <1 se puede tener f'(x,) =0, paraesto 2Xx =0,

X, =0, Xle(—2,§j.

El Teorema se verificaen x, = 0.

f'(x)=2 si 1 <x<

Si el Teorema de Rolle es aplicable a la siguiente funcién en el intervalo
[0, 4], aplicarlo y determinar el o los puntos en que se verifica. Si no es
aplicable, explicar las causas de esto.

2
X" —4X
f(X):ﬁ

SOLUCION:

2
X® —4Xx . . .
f(x)= 5 es discontinua para X, # —2, luego es continua en el
X +

intervalo [ 0, 4 |, se satisface la primera condicion del Teorema de Rolle
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2
. : . X" +4x-8 .
Derivando se obtiene f'(x) = =———~——, se ve que la funcién es

(x+2)°
derivable también para todo valor X, # —2 por lo cual es derivable en el

intervalo (0, 4) yse cumple la segunda condicion del Teorema.

Finalmente, f(a)=f(0)=2:0; f(b)=f(4)=2:0

f(0)=f (4),secumple latercera condicién del Teorema, por lo cual si

es aplicable.
f'(x)=0 = Xx* +4x-8=0

Resolviendo esta ecuacion se obtienen, X, =-2+2./3 y

X, =-2-2.3 .

El Teorema se verifica para X, :—2+2\/7:2(\/7—1),

2(/3 -1)e (0, 4)

X, ==2-2./3 ¢(0, 4)

IV.6 Investigar si es aplicable el Teorema de Rolle para la funcion

[SRNY

f(x)=3-(x-2)
enelintervalo [ -6, 10 |. En caso afirmativo determinar el o los valores de

X donde se verifica, en caso negativo decir porqué no es aplicable.

SOLUCION:

La funcién es continua para todo valor de X , luego es continua en el intervalo

[-6, 10].
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V.7

1
La derivadaes f'(x) = _2 (x-2)7s .z

3 33/ x-2
Se observa que para X, = 2 la derivada no existe y el valor 2 pertenece al

intervalo (-6, 10), entonces la funcién no es derivable en este intervalo por

lo cual el Teorema de Rolle no es aplicable.

Observando la gréfica de la funcién se nota que en el punto A(2, 3), no

tiene tangente y que en ningun punto de ella la recta tangente es paralela al eje

de las abscisas.

e X

La funcion f (x) = tan x tiene valores iguales para X, =0 y X, = 7.

¢Es aplicable el Teorema de Rolle para esta funcién en el intervalo [ 0, m]?

SOLUCION:

En efecto, f (x)=tan 0=0 y f (m) =tanw = 0, esto implica que se

cumple la tercera condicion de la hipotesis del Teorema de Rolle, sin embargo

para X = g la funcién es discontinua, dado que f ( 72[ J no existe, y como

T . . .
5 € [O , T ] , T (x) =tan x no es continua en el intervalo considerado, por

lo cual no es aplicable el Teorema de Rolle.
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I\v.8

Investigar si el Teorema del Valor Medio de Célculo Diferencial es aplicable a la
funcién

f(x)=2x"-10x>-6x+7

enelintervalo [ 1, 3], en caso afirmativo determinar el o los valores de X en

donde se verifica.

SOLUCION:
La funcion es continua en el intervalo [ 1, 3 ] y es derivable en el intervalo

(1, 3) por ser entera, por lo cual el Teorema si es aplicable.
fr(x)=6x"-20x—6

f(l)=2-10-6+7 =-7
f(3)=2(27)-10(9)-6(3)+7 =-47

f(b)-f(a)_—-47+7 _ —40
b-a 3-1 2

= -20

f(bg_;(a)= fr(x) = 6x2=20X—-6=—20

6X>—20Xx+14 =0

3x2-10x+7 =0

X_lOi\/l()()—4(3)7 10+ /100 -84 10+ .16 10 £ 4

2(3) 6 6 6

6
xzzgzle(l,ii)

El teorema se verifica en X, = —
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IV.9 Verificar que para la funcion f (x) = ./ X+ 2 en el intervalo [—2 , 2 ] se

satisfacen las condiciones de la hipétesis del Teorema del Valor Medio del

Célculo Diferencial y determinar el valor X1 donde se cumple la tesis del

teorema.

SOLUCION:
El dominio de esta funcion irracional es
D,={x[x>-2]
luego es continua en el intervalo [—2, 2] y es derivable en el intervalo

(-2, 2) ya que

f'(x) =

2.0 X+2

El Teorema es aplicable.

Se tiene f(a)=f(-2)=./-2+2 =0
f(b)y="Ff(2)=./2+2 =2

f(b)y-f(a) _2-0 1

b—a 2-(-2) 2
f(b)-f(a) oy o 1o |
b-a 2 2 [x, +2
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IV.10 Sabiendo que f (x) = 3x? + 4x -3 es continua y derivable para todo valor

de X y considerando que el Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial

se cumple para X, =2, determinar el valorde b si a=1

SOLUCION:

Se tiene, f(a)=1T(1)=3+4-3=4

f(b)=3b> +4b-3 ... (1)

fr(x,)=6x,+4=6(2)+4=16

Segun la tesis del Teorema,

f'(xl):f(b)_f(a), a<x,<b
b-a
Luego , f(b)y=f(a)+(b-a) f'(x,)

f(b)y=4+(b-1)(16)=14+16b-16

f(D)=16D=12 wrrrererrrerne.. (2)

De (1)yde(2), 3b>+4b—-3=16b-12
3b> —12b+9 =0
b’ -4b+3 =0
(b-3)(b-1)=0 = b, =31y b, =1

Evidentemente el valor pedidoes b, =3
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IV.11 Empleando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, calcular en

forma aproximada °/ 65

SOLUCION:

Sea f(x)=%x , f(65)="°%65, como 2° =64, conviene tomar

a=64y b=65.

Porel Teorema, f (b)=f(a)+(b-a) f'(x,)

1
Derivando la funcion propuesta, f (x) = x° ;

TTPINEITS SR -

(47 )

N

Tomando X, = 64 resulta

1 1
6(6 64)5 T 6(32) 192

f'(x1):

Considerando este valoren ( 1), queda,

1 1
f(65)=°%65 =%/64 + — =2+ =2.0052
(65) =" J 192 192

El resultado es: %/ 65 = 2.0052
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IV.12 En un cuerpo prismatico de 1.00 m de altura se hizo una perforacion cilindrica

de 10 cm de diametro. Empleando un taladro se agranda la perforacién hasta

tener un didmetro de 10.4 cm . Determinar la cantidad de material extraido.

a) Empleando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial.

b) Por medio de incrementos

SOLUCION:

Sea X, = 120 =5 cm el radio inicial de la perforaciony x, = 104 _ 5.2 cm el

2

radio final de la misma.

a) Elvolumen de la perforacién es el del cilindro, V = f ( x) = ax’h, para

h=1.00m=100cm f (x) =100 X’ que es una funcién continua y

derivable para todo valor de X .

Segun el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial

f (D)= (@)= (D=a) F'(X]) ccomrerommcememreceeseeeeseeeeeseeeeeesene (1)

La cantidad de material extraido es AV = f(b)-f (a) como
f'(x)=200nx, tomando X, =5cm se obtiene por (1),
AV = (5.2-5)200 n(5)=200=

AV = 62832 cm’

1k

b) Como AV =V,-V, AV = 100 nx >

AV =100 |(5.2)° =5 | = 204n AV = 640.88 cm’
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IV.13 Aplicando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, obtener una cota

superior del error que se comete al considerar que ./ 34 = 2

SOLUCION:

1
Sea f (x) ="/ x =x° entonces, f'(x):; ,y=Ff(x) es

4
s(3/x )
una funcion continua y derivable para todo x > 0; aplicando el teorema

indicado a esta funcion en el intervalo [ 32, 34 |.

f(b)y-f(a)=(b-a) f'(x,) =

134 - /32 =(34-32) L (1)
s(/x,

sisetoma x, =32, 5(5/x, ) =(5/32 )" =5(2)" =80

Sustituyendo este valor en ( 1 ) queda,

3/ 34 —2=2i=0.025
80

Esto implica que el error que se comete es menor que 0.025, ya que el valor

exacto de X, es mayor que 32, locual hace que f'(x,) enrealidad sea

menor que 810 (b-a) f'(x,) serd menor que 410:0.025
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IV.14 Obtener los valores maximos y minimos relativos de la funcion

f(x):4x+l
X

SOLUCION:
La primera derivada de la funciénes: f'(x) =4 _ b
X2
1 l . 2 l
2 4
X
1 1 -
X, = 5 X, = 5 que son los valores criticos.
La segunda derivada es:
)= 2X 2
4 3
X X
Para x, = ——;
f"(—1)=2=—16<0
2 1)°
)
1 1 1 L. ,
por lo cual f > =4 ) + = —4 es un maximo relativo.
2
Para x, = —,
f ( 1) = 2 =16 >0
2

= 4 es un minimo relativo

193



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.15 Determinar los maximos y minimos relativos de la funcion

SOLUCION:
1
Derivando, ﬂ = E(X_3) 3 — #
dx 3 33/ %3

No hay valores de X que anulen a la derivada, pero X1 = 3 la hace

discontinua.

x<3:>3x—3<0:>ﬂ<0
d x

3 d

X>3 = X-3 <0 =>

>0
dx

Como la derivada cambia de signo de (- ) a (+ ) al pasar X creciendo por

1

f(3)=30 -5=-5

X = 3, se tiene un minimo relativo para X1 = 3 cuyo valor es,

IV.16 Paralafuncion f (x) = x’ —3x + 2, obtener
a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.
b) Sus valores maximos y minimos relativos.

c) La orientacion de la concavidad y los puntos de inflexién de su grafica.

d) Trazar su gréfica.
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SOLUCION:
f'(x)=3x>-3=3(x"=-1)=3(x+1)(x-1)

Valores criticos, f'(x)=0 = x,=-1, x, =1
f"(x)=6x; f"(x)=0 = x;=0
X X+1 | x=1/|f(x)| f"(x)|y=f"(x)| Gréfica
X < -1 - - + - creciente M
x =-l 0 0 - M =4 M
-1<x<0 + - - - decreciente M
x, =0 + - - 0 decreciente | 1(0, 2)
0<x<l1 + - - + decreciente N
X2 =1 + 0 0 + mR =0 U
X > 1 + + - + creciente N

Maximo relativo Mgp=fFf(-1)=4
Minimo relativo, m,="f(l)=20

Punto de inflexion, 1(0, 2)

Mp
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IV.17 Dadalafuncion f (x) =2+ 4x’ —3x"*, determinar:

a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.
b) Sus valores maximos y minimos relativos.
c) Los puntos de inflexion y la orientacion de la concavidad de su gréfica.

e) Trazar su gréafica.

SOLUCION:

fr(x)=12x>-12x" = 12x* (1-x)

Valores criticos, f'(x)=0 = x,=0, X, =1
£ (x) =24x-36x" = 12x(2-3X);
2
f"(x)=0 = x,=0, X3=§
X fr(x) X 2-3x | f*"(x)|y=f(Xx) Gréfica
X <0 + + - creciente M
X1 = 0 0 I1(0, 2)
0<x<= + + + creciente U
2 2 70
X = — H - _
3 + 0 0 creciente 2( 3" 27
Z<x<l1 + - - creciente M
x2 =1 0 - - MR =3 M
X > 1 - - - decreciente M
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f(0)=2
3 4
(3)-243)-(3) 5
3 3 3
_ 5,32 16
27 27
=79 - 5906
27

f(l)=2+4-3=3

Maximo relativo, MR =3

[T

IVV.18 Analizar la funcion

f(x)=3x"-10x>-12x* +18x -1
determinando:
a) Los intervalos donde es creciente o decreciente.
b) Sus valores maximos y minimos relativos.
c) De su grafica, la orientacion de la concavidad y los puntos de inflexion.

f)  Trazar su gréfica.
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SOLUCION:

fr(x)=12x"=30x>-24x+18 = 6 (x+1)(2x-1)(x-3)

f"(x)=6(6X"—-10x—4)=12(3x+1)(x=2)

f'(x)=0 = x, =-1; x3=;; Xs =3
n 1
f(x)::>x2:—§' Xy =2
X frox) | £ (x) f(x) Gréfica
X < —1 - + decreciente v
xlz—l 0 + Min. f (-1) = —18 U
1< x<—-= + + creciente N\
1 1 214
X =—— + 0 i | L
, 3 creciente 2[ 3 >7 j
1 1 .
- <X < — + - creciente M
X :l 0 - Max.f(lJ=63 M
3 2 2 16
1 :
X = — - - decreciente M
3 2
X, = 2 — 0 decreciente I[,(2, -45)
2<Xx<3 - + decreciente U
X =3 0 + Min. f (3) = -82 v
X >3 + + creciente U
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f(x)=3x*-10x>-12x> +18x -1

AJY
10-
63
'1. 16 MR 1. 2 3
0 > X
D214
I41|" 27
mR .20
-40- .
2
=50
-801
g
100 -

IV.19 Determinar los valores maximos y minimos absolutos y relativos de la funcion

2 s
f() =5 -x* -3,  xel-1,4]
SOLUCION:
2 2
1 2 : ~ ~
F1(x) :%Xs_gﬁz 1? _5>3< _10 l5x _ 5(21x)
X3 3x3 3x3
valores criticos
f'(x)=0 = 2-x=0, X, =2
donde f' no esta definida X, =0
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-1<x<0 = f'(x)<0, y=1f(x) es decreciente
0<x<2 = f'(x)>0, y=1f(x) escreciente

2<x<4 = f'(x)<0, y=1fF(x) es decreciente

f(-1)=5(+1)-(-1)-3=3

f(0)=-3
—3:3(2

f(2) = 3(1.58740-1) = 1.76220

2 5 2 2
3

f(4)=5(4)3—43-3=43(5-4)-3=453_3
f(4)=251984-3=—0.48016

se deduce que

w |
W

f(2):5(2)§—2

El maximo absoluto es
M,=Ff(-1)=3

El minimo absoluto es
m,="f(0)=-3
f (2)=1.76220 = M, es maximo relativo.
Ay

My
3_
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V.20

IvV.21

La suma de un numero positivo "z

le

mas el doble de otro nimero positivo

debe ser 16, determinar dichos nimeros de tal forma que su producto
sea el mayor posible.

SOLUCION:
z+2x =16, luego z =16-2x

Producto: P=12zx

El producto en términos de X es
P(x)=(16-2x)Xx
P(x)= 16x —2x°

P'(x)=16-4x
P'(x)=0 = 16-4x=0, x, =4

X<4 = P'(x)>0
X>4 = P'(x)<0
Luego P (X) esmaximopara X, =4 z,=16-2(4) =38

Los numeros pedidos son: z, =8, X, =4

La suma de tres nimeros positivos es 30 y la suma del primero mas el doble
del segundo mas el triple del tercero es 60, determinar estos nimeros de
modo que su producto de los tres sea el mayor posible.

SOLUCION:

sean: X, Yy, Z losnumeros

Se debe tener X4+Y+Z =30 i (1)
Por otra parte X4+2Y+3Z =060 .o (2)
El producto de los tres nUmeroses, P = XYZ .............. (3)
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V.22

Multiplicandoen (1) por -2, —-2X—-2y -2z =-60
Sumando con ( 2) miembro a miembro X+2y+3z= 60
- X + z= 0

Luego Z = X oo (4)
Multiplicandoen (1) por —3, -3x-3y-3z =-90
X+2y+3z= 60
-2X -y = =30

Porlocual y = —=2X+30 .ccoovvrnnnnnn. (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3)

P=x(-2x+30)x,queda P(x)=-2x"+30x", D, = (0, )

Derivando, P'(X) = —6X° + 60X, P"(x)=-12x+60

Si P'(x)=0 = 6x(-x+10)=0, x,=10, x,=0¢ D,

Para el valor critico  x, =10, f"(10) <0, entonces P(10) es
maximo.
X, =10 = y,=-2(10)+30=10

= z,=10
Los numeros pedidos son  x = 10, y =10, z =10
Con 200 metros lineales de cerca se va a circundar un terreno rectangular uno

de cuyos lados es un muro ya construido ¢ De qué dimensiones debe ser el

terreno para que su area sea maxima? Calcular el &rea maxima.
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SOLUCION:

Sea el area del terreno y = xz pero z = 200-2x entonces

y
y =Xx(200-2x); y=200x-2x"

El dominio de esta funcion es D, = (0, 100) gy = 200 -4x;
X

dy _ 0 = 200-4x =0 = x, =50 eselvalor critico.

d x

X <50 = d—y<0

X
x>50 = 9Y 5o
dx
Para x, =50, el area y, es maxima z, =200-2x, =100m ;

y, =50(100) = 5000m">

Respuesta: x = 50 m z =100 m

Area méaxima, y = 5000 m?

H

——— T ————p
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IV.23 A partir de una lamina cuadrada de 60 cm por lado se va a fabricar una caja

en forma de prisma recto sin tapa cortando cuadrados de lado "X~ en las

esquinas y doblando las cejas resultantes hacia arriba. Determinar la capacidad

maxima de la caja y el valor correspondiente de " X

SOLUCION:

Capacidad, V = yzx

De lafigura, y = 60-2x, luego V(x):(60—2x)2x

cuyo dominioes D, = (0, 30)
V'(x)=12(x-10)(x-30)
Haciendo V'(x) =0 se tienen los valores critcos X, =10 €D,

X, =30¢ D,

V'(X)=12(2x=40) V" (x,)=V"(10)=12(-20) < 0 luego

V (X,) =V (10) es elvalor maximo de la capacidad.

V (10) =[60—2(10)]210=(6O—20)210=(40)2(10)=16000 cm’

Respuesta: V., =16 dm’ X =10 cm
57
X
T | |
I I
I I
60| | |
I I
| | x
______ ¥
Yy
= X ——— ¥ ——>f-x —»
[t 60 >
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IV.24 Se desea circundar con una cerca un terreno rectangular de area fija y después

dividir el terreno en dos lotes con una cerca paralela a uno de los lados. Hallar
la razdn en que deben estar las longitudes de los lados del terreno para que la
longitud total de la cerca sea minima.

SOLUCION:

Area, A =ab ry
Longitud de la cerca

| =2a+3b B

Si b=ax = X:E,
a

2x3. /A -2 JA -3 /A x JA(6x-2-3x)

2X [/ X 2x /%

2X /X

. 2

Si iI(x)=0:>3x—2=0,x1:

d x 3

. d . d

Si Xx<X,, —I(x)<0 si X > X, — 1 (x)>0, luego
d x d x

I (x) es minima para xlzi bzia, o bien azzb

205



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.25 Determinar las dimensiones del rectangulo de méaxima area que puede

inscribirse en un circulo de radio 1.00 m .

SOLUCION:

El didmetro del circulo es igual a la diagonal del rectangulo y mide
2.00m

El area del rectangulo es:

Z =Xy

Si 3'2:0: 4-2x*=0, x> =2, x,=./2
X
Si x<x=ﬁ:>£>0 Si x>x=2:>£<()
! d x ’ ! d x ’

para X, =./2 , z, es maxima.

Y1:\/ﬁ:ﬁ

Se trata de un cuadrado de lado X, = \/? = 1.4142 m
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IV.26 Un tanque en forma de prisma de base cuadrada con tapa se va a construir con
placa metdlica. La placa para el fondo y la tapa cuesta $ 30.00 por m : y para

las paredes laterales cuesta $ 20.00 por m?. La capacidad del tanque debe
ser de 1,000 litros, dimensionarlo para que su costo sea minimo.

SOLUCION:
Costo: Yy =2x"(30)+4xh(20)
y = 60x° +80xh

. 1 .
Capacidad: V = x’h=1m’ , luego h = — sustituyendo en el costo,
X

y=60x2+802X
X

y:f(x):60x2+8)?

3
£ (x) = 120x - o0 - 120X =80
x x

f'(x)=0 = 120x°-80=0, 3x =2, x =

2
X1:3§

Si x<x;, = f'(x)<0si x>x, = f'(x)>0

para XI:{/i, f (x,) esminimo. h, R S i =2/2.25
5)

Dimensiones pedidas:  x, = * i = 08733 m h, =%/2.25 = 13112 m

A

W N
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IV.27 Un anuncio luminoso de forma rectangular debe tener 36 m * de area. En los
cuatro lados tendra franjas no iluminadas de 50 cm de ancho en los lados
horizontales y de 60 cm de ancho en los verticales. Proponer las dimensiones
para que el rectangulo iluminado resulte de la mayor area posible.

SOLUCION:
El area total es = X |
0.5
xz=36:>z:§;x>0 I T
X
z
El area del rectangulo iluminado es
0.5 I
F(x)=(x=120)[ 221 bk ke
(x) = (x-120) X 0.6 0.6

Derivando se obtiene

fr(x) =(x—1.20)[—326j+3x6—1

X

36 1.2 (36) 36
=-—+ ——"+— -1
X 100 x X

4320

X

f'(x) 1

43.20

2
X

1, x> =43.20 , X, = /43.20

La segunda derivada de la funcion es :
(43.20)2x _  86.40

4 3
X X

fr'(x)=0

f'(x)=- <0 Vx>0

Luego para el valor critico X, = -/43.20 el érea f ( X) es maxima.

Para X, =./43.20 , z, = S
-/ 43.20

Las dimensiones pedidas son , aproximado el valor de la raiz cuadrada.
X=657m, z=548m
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IV.28 Se construird un tanque de forma prisméatica de base cuadrada con tapa,

soldando placas de acero que deben totalizar 20 m * . Dimensionar el tanque de

tal manera que el corddn de soldadura necesario, sea de la menor longitud

posible.

SOLUCION:

Longitud de soldadura: i
y = 8x+4h

Area de las placas: i

2x> +4xh =20m°’

Despejando h : Y

10— x° x"

h = ; luego:
2X J | x K
2 2 2
y=f(x)=8x+410_x _ 8x” +20-2x
2X X

2
f(x)= M; el dominio de esta funciones, D . :(0, V20 )

X

X (12x)—(6x>+20) 12x° —6x>-20 _ 6x

2 2 2
X X X

f'(x) = 6x>=20=0; 3x>=10; XZZE; X, = 10 eD,
3 3

10
X, =—./— ¢D
2 3 f
SI’X<X1=11?? = f'(x)<0;six>x1=1130 = f'(x)>0;
10

Wo3 203 o
A |

,100 2310 3
IE

El tanque debe tener la forma de un cubo cuya arista es: X, = . 130 = 1.8257 m

fr(x)=

Entonces f'(X) esunminimo h, =
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IV.29 Tres lados de un trapecio miden 10 cm cada uno. ¢De qué longitud debe ser el

cuarto lado para que el area del trapecio sea maxima?

SOLUCION:
) 10
Area A= X+210 h
1
_x—10 !
2 , 10 : 16
hzz(lo)z_azzloo_(X—zl()J E
|
h? 300 + 20% — x :
- , !
= & —p|
hzlx/300+20X—X2
2 | X

Sustituyendo este valor en el area

dA:i(x+10) 202X +iJ3OO+2OX_X2
X

2-/300 4+ 20X —x >

dA  (x+10)(10=x)+300+20x—x> 100 - x> +300 + 20x — x°

dx
4J300+20x—x2 4\/300+2Ox—x2

dA —2x% + 400 + 20X —x% +200+10x

dx 4300 +20x-x> 24300 +20x - x

A o o X2 -10x-200 = 0 ; x>xlzzo:d—A<o,
dx dx

A es méxima para x, = 20 cm

Si 300+20x- x> =0

Para esta ecuacion x, = —10 'y x, = 30, paraloscuales "A" no

puede ser maxima.
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IV.30 En la construccion de un tanque cilindrico sin tapa con lamina de acero, se deben
emplear 600 cm de cordén de soldadura. Determinar el radio y la altura del
tanque que hagan que su capacidad sea maxima.

SOLUCION:

Capacidad: V = znr ’h;

soldadura: 2nr+h=600; h = 600—-2xnr

Luego: V =mr’(600-2nr) = V'=6mnr[200-mr ]
Si ﬂ:0 = 200-=nr =0; r1=@:63.662cm
dr T
r<r1:>d—v>0; r>r1:>ﬂ<0, luego rlzﬂhace
dr dr T

que V sea maxima.

200

h, =600-2r — = 200 cm
T
Respuesta: r, = 200 63.662 cm, h, =200 cm
T
/"’_}tg
k‘__// ry
soldadura — :
I F/;
1
|
|
LA N B
I
soldadura M
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IV.31 En una esfera de 1 m de radio esta inscrito un cono de radio y altura variables.

Determinar las dimensiones del cono de modo que su volumen sea el mayor
posible.

SOLUCION:

Volumen del cono: V = ; nr’h

En el triangulo OCA

r’=1-(h-1)*=2h-h’

Sustituyendo r’ en V

v =’3‘(2h—h2jh= (20 -n*)

T
3

El dominiode V es D, = (0, 2)

d—vzf(4h—3h2)

dh 3

?(1:0 = 4h-3h?=0; h(4-3h)=0, hlzj; h,=0 ¢ D,
2 2

AV _ ™ (4_6hy=2%(2-3h); para h, =+ GV __4t
dh? 3 3 ! 3 dh? 3

Luego V es maximopara h, = 4

3
4 4 \? 8 16 2416 8
fo=o2h-hy —J%‘(gj IR

Las dimensiones del cono de volumen méaximo son:

2./2
ro= ST = 0.948m, h, =j:1.3333m
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IV.32 Se va a instalar una linea telefonica siguiendo la trayectoria A CD de la figura.
Los puntos B,C y D estan sobre un camino recto, el tramo AC es a campo
traviesa. El costo de la linea en el tramo CD es de $ 9,000.00 Km Yy en el tramo
AC es de $15,000.00 por Km. Determinar la distancia del punto C al punto D
para que el costo total de la linea sea el menor posible.

SOLUCION:

AC =/ x*+9 | CD=4-x
Costototal: C = 15000/ X~ +9 +9000(4-x); D.=1(0, 4)

dC _ 15000x 9000 — 15000 X — 9000 +/ x> +9

d x

x> +9 x> +9

i'ic —0 = 15000X= 9000/ X>+9

X

2
I;X:m; (;j x> =x"+9: 295x2—x2:9
25_9x2:9 16x2=81; xzzﬂ; x1=2:2.25 km : X2:_2¢ D,
9 16 4 4
Si X< Xx, =225, d—C<0 si X > X, =225, d—C>0
dx dx

El costo C es minimo cuando X, =225Km; CD=4-225=1.75km
El Resultado: CD=1.75 km

= 4 kmn |
BH X L 4-x —p
Y !_| )
I
I
|
I
3Ekm :
:
I
I
|
I
I
Yy ___
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IV.33 Se va a fabricar un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa, soldando

placas de acero cuya area total serda de 10 m ? . Obtener las dimensiones del
tanque para que su capacidad sea maxima.

SOLUCION:
Capacidad: V =x’h; FY
Area de laplaca: 4xh + x> =10 M
Despejando h :
h_10—x2 Y
4 X ’|
10 - x° *
luego V = x> 2 %X .y = 5(IO—X ) | X e
4X 4
dV X 10-x> 1 > 2 v 1 2
— = —(=-2x) + = —\-2x"+10-x"); —=—(-3x"+10
d x 4( ) 4 4( ) d x 4( )
NV o o 3xr-0, X, = 19 L 18257 m
dx 3
2
a-v =—-——(2X)=—-=X
dx’
2
Para X, = | 139 , d \2/ < 0, entonces la capacidad "V " es maxima
dx
10
para X, = 3
10——
. = 0.9129
: . : 10 5
Dimensiones pedidas: X, = 3 =18257m; h, = p = 0.9129 m
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IV.34 En un terreno en forma de elipse con eje mayor de 60 m y eje menor de

40 m,se va a trazar una cancha rectangular que tenga la mayor area posible,

obtener las dimensiones de la cancha.

SOLUCION:
2 2 Ay
Xi + L =1
a’ b’
b P )
2 2
=—a —X
y a F
, —a ol x a »x
Areade lacancha: z = 4xy

7=y a? oy -b
a
2 2
si dz=4b « -2X +Ja?—yx? :4b a’ —2x
dx  a 2+ a’-x? a a’-x’
2
42 _ 0 = a’-2x20 = x?=2 Cox, =
d x 2 J2
a dz
Si X < = — >0
[2 d x
a dz
Si X > = — <0
[2 dx

a

Iz

Luego hay un méximode "z" para X, =

xlzitzl,mm; ylzﬁ 900—@=%W:14.14m
5 30 2 3

Las dimensiones de la cancha son:
Largo: 2X, =42.43 m
Ancho: 2y, = 28.28 m
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IV.35 Se va a construir un tanque prismatico de base cuadrada sin tapa de 500 litros

de capacidad, soldando placas de acero rectangulares y cuadradas. Determinar
las dimensiones del tanque para que la longitud del corddn de soldadura sea la

menor posible.

SOLUCION:
Capacidad:

V =xh=050m’ i

Despejando la altura:

Longitud de la soldadura:

y = 4X + 4h X

Sustituyendo  h

x<x:1:>d—<0, x>x:1:>ﬂ>0,asiquese
: d x : X

tiene un valor minimo de "y" para X, =1

h1:0'150:0.50m

Dimensiones pedidas:
X, =1m, h, =0.50m
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IV.36 Se va a fabricar un bote cilindrico sin tapa de 8 litros de capacidad, a base de

lamina de fierro unida con soldadura autégena. Dimensionar el bote de modo que
el corddn de soldadura necesario sea de la menor longitud posible.

SOLUCION:
La capacidad es:

V=nr’h=8dm’ [ 7 P

Despejando la altura: AN
] 8 ¥|—‘/ A
B . soldadura — :

La longitud de la soldadura es: ! k
y = n2r +h i
Sustituyendo el valor de h : AT B
|
soldadura M
y =2nr +
Tr
2 .3
dy _ 27:_&7?) o 163 _2x’r 3—16
dr nr nr nr
2 2
d-y _O+16(3nr ): 48
dr’ re ar’
Si

?’:ojznzﬁ—m:o;ﬁ:i; r=3/82 -2
r 3 2
oL T A TC

rp=0.9324dm=9324 cm

d2y
dr’

> 0 luegopara r, hayun minimo de

Vreb,, y

1
_ 8 8 =2m3 =2.9292 dm = 29.292 cm

h, ; p
wr n[22n_3J

Las dimensiones pedidas son: r, = 9.324 cm ; h, =29.292 cm
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IV.37 En dos carreteras rectas perpendiculares entre si, circula un camion en una y un
automovil en laotra. A las 0 horas el camién se encuentra en la interseccion
de las carreteras y el automoévil a 65 km de la interseccién. La velocidad del
camion es de 40 km/h vy el automévil circula a 65 km/h acercandose a la
interseccion. ¢ Cuando sera minima la distancia entre los dos vehiculos?

SOLUCION:

Las ubicaciones del camién y el automovil a las 0 horas son respectivamente
C,, A,y C,, A, alast horas.

En un tiempo t el camién ha recorrido 40t kilbmetros y el automovil
65— 601t kilometros.

La distancia y entre los dos vehiculos esta dada por

y:\/(40t)2+(65—60t)2

dy _ (40)°t + (65—-60t)(—60)

derivando
J (40t)% + (65-60t)?
_ 1600t — 3900 + 3600t 5200t — 3900
J(40t)2+ (65-60t)° J(4Ot)2+ (65—-60t)°
Y _ o = 5200t = 3900 , t1:w=0.75,t<0.75 ~ 4y
t 5200 dt

t>075 = ((jji/ > 0 luegopara t, = 0.75 horas Yy, esminima.

Respuesta: t, = 45 minutos

ot 635 -
—————— 65-60t — |
Ay A,

- I -
1
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IV.38 De una cartulina circular de radio r hay que hacer un vaso coénico recortando
de la cartulina un sector circular AOB vy uniendo los bordes OA y OB.
Determinar el angulo Ol para que la capacidad del vaso sea maxima.

SOLUCION:

De la figura,sean AC =a, OC =h

Capacidad del vaso V = 7; a’h

En el triangulo AOB , r’=a>+h> - a’=r"-n’

Luego: Vzg(rz—hz)h; sz(rzh—h3)
?;:Z(rz—%z); Si d—V:O = r’=3h’=0 = h, =

[\
[\

r? 2
a’=r"-"— = a=.,]"r
3 3

La longitud del borde del vaso es 2ma . El angulo subtendido por el arco de
radio r ylongitud 2na, es 2n —a , 0 bien 360° —a

27r 2nta _ 2ma

= . 360°—« - 2 3600

360°  360° —a 2n r

y como a:ﬂir, queda 360°—a=4§360°

o, = ( 1-?} 360° = (1-0.8165)360° = 0.1835 (360 ) = 66.06
3
o = 66° 03' 36"
[— & —it— & —p]

219




CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.39 La resistencia a la flexion de una viga de seccion rectangular es proporcional al

producto de la base de la seccién por el cuadrado de su altura. Determinar las
dimensiones de la seccién de la viga de madera de maxima resistencia a la

flexion que puede obtenerse de un tronco cilindrico de 50 cm de diametro.

SOLUCION:

Sea R la resistencia a la flexion vy

k la constante de proporcionalidad:

De la figura:

X +y> =(50)";y?=2500-x"

1
sustituyendo este valoren (1) IH X |
R = kx(2500-x* ); R=k(2500x-x*); D, =(0,50)
d_R:k(2500—3x2)
d x
Si
IR _ g = 2500-3x? =0, 3x>=2500 x>=2290 _ 200
dx 3 3
Valor critico: xlzi, xzz—i@EDR
3 J3

d’R 50 d’R

=k(-6x), para X, =— > 0, < 0, para el valor

dx? J3 dx?

critico X, , la resistencia R méaxima

x, =290 oy = 2500-x> \/2500—2500 =\/22500 =\/2 50
/3 3 3

Respuesta: X, = 28.868 cm , y, = 40.825 cm
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IV.40 Una empresa que fabrica relojes, los vende a $200 por pieza y puede producir

a lo mas 30,000 piezas mensualmente. El costo total de produccion de X

piezas esta dado por:
C (x) = 500,000 + 80X + 0.003x

Calcular la cantidad de piezas que deben venderse al mes para que las

utilidades sean maximas.

SOLUCION:

El importe total de la venta de X piezases F ( x) = 200x .

Las utilidades al vender X piezas seran:
U(x)=F(x)-C(x) = 200X—(500000+80X+0.003X2)

Dado que la capacidad de produccion es cuando mas de 30,000 piezas

mensualmente, el dominio de la funcién U ( X ) es el intervalo ( 0,30000 ] .

9 U (x) = 120 - 0.006x
dx
si
9 U(x)=0 = 0.006x = 120
dx
3y 120
Luego el valor critico es X, = —— = 20,000 e ( 0,30000 ]
0.006
si x <2000, L U(x)>o0
dx
Si x> 20,000 ddU(x) <0
X

Porlocual U ( X) esmaximapara X, =20,000

Para que las utilidades sean maximas, la empresa debe producir y vender

mensualmente 20,000 piezas.
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CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
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Investigar si es aplicable el teorema de Rolle a la funcion en el intervalo dado. En caso
afirmativo determinar el valor o los valores de la variable independiente donde se

verifica; si no es aplicable, explicar porqué no lo es.

V.41 f(x)=x"+4x en [-4, 0]

V.42 f(x)=8—\/25—7x2 en [-4, 4]

V.43  f(x)=x —27x+4 en [ -3./3, 3./3 }
2
V.44 f(x)= 1" en [-1, 1]
1+x°
2
IV.45  f(x)=3-x3 en [-2, 2]
X —2x+2 si x<2
V.46 f(x)= en [0, 4]
—x’+6x-6 S )
X+5 si -5<x<0
IV.47  f(x) = en [-5, 5]

IA
>
IN
W

\25-x7 s 0
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1

V.48  f(x)= ——— en [-3, 1]
(x+1)2

IV.49  f(x)=3-|x+2] en [-5, 1]

V.50  f(x)=x +2x+1 en [-1, 1]

Investigar si es aplicable el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial; en caso

afirmativo obtener el o los valores de " X" donde se verifica; en caso negativo indicar

porqué no es aplicable.

V.51 f(x)=x"—4x+5 en [1, 4]

V.52  f(x)=3x"+6x-5 en [-2, 1]

V.53 f(x)=.x-2 en [3, 6]

2
3

IV.54  f(x)=(x-1) en [1, 2]

IV.55  f(x)=|x-3] en [2, 6]
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V.56 f(x):)l(+x en [1, 2]

V.57  f(x)= > en [—1, 1}
X+1 2

V.58 f(x):Xxl en [-1, 2]

6—-25-x"> Si 5<x<3

V.59 f(x)= en [ -4, 7]

IA
-

i(3x—1) si 3<Xx

2
3

IV.60 f(x)=(x-8)3-1 en a) [4, 16]

IV.61 Estimar un valor aproximado de t117 empleando el Teorema del Valor

Medio del Calculo Diferencial.

IV.62 Empleando el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, calcular un

valor aproximado de >/ 83 .

227



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

Determinar los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente y sus valores

maximos y minimos relativos. Trazar la gréfica.

IV.63 f(x)=x%x —6Xx"+9x—1
V.64 f(x)=;x3—x2—3x+2

V.65 f(x)= 2x° +3x7 +12x
V.66  f(x)=x"'—4x+2

Iv.67  f(x)=x"+2x"

IV.68 f(x):x4—:x3—4x

2

V.69 f(x):x4+jx3—12x2
V.70 f(x)=3x"—4x’-12x>+5
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V.71

V.72

V.73

V.74

V.75

V.76

V.77

V.78

f(x)=x"-5x
f(x):x+l
X

1

f(x)=2"1
X+1
f(x)=x2+12
X
X2
f(x)=

f(X):L

2
X" +4

X > —1

f(x)=(x+2)" (1-x)°
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V.79

IvV.80

IvV.81

IvV.82

f(x)=x.3-x

f(x)=x/2-x"

X+ 2
f(x)=—
X" +2x+4
2
f(x)=2—°2X=*% ;ixz“‘

Determinar los valores maximos y minimos absolutos de las siguientes funciones.

1vV.83

V.84

V.85

V.86

IvV.87

f(x)=—x2+1

en el intervalo

f(x)= —x’=6x>+9x enelintervalo

f(x)=(x=3)"

f(x) :j«/ 9x’

f(x)=2-./x-4

en el intervalo

en el intervalo

en el intervalo
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Analizar la funcién determinando sus maximos y minimos relativos, asi como el sentido

de la concavidad y los puntos de inflexion de su grafica. Trazar la grafica.

IV.88 y =X +2Xx —4x-3

V.89 f(x)=2x3—3x2—12x+3

V.90 y=(1-x)°

Iv.o1  f(x)=(x"=-2)°

V.92 y=3x"—-4x’-12x -1

V.93 f(x)=6+8x2—x4

1vV.94 y=1-x3

V.95 f(x) = 2
X—-3
1
V.96  y = —
X" =—x-2
3
IV.97  f(x) =
(x+2)°
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V.98

V.99

IV.100

IV.101

IV.102

IV.103

IV.104

Expresar el nimero 10 como la suma de dos nlimeros no negativos cuyo

producto sea el mayor posible.

Dos numeros no negativos son tales que la suma del triple de  uno mas el
doble del otro es 24 . ¢ Cudles deben ser los nimeros para que su producto

sea el mayor posible?

La suma del doble de un numero positivo y el quintuple de otro nimero
positivo debe ser 70 . Determinar los dos nimeros de modo que su

producto sea maximo.

Si se resta un numero entero "b"™ de otro nimero entero "a"” , la
diferencia es 20 . Determinar dichos nimeros si su producto debe ser el

menor posible.

La suma de los cuadrados de dos nimeros no negativos debe ser la menor

posible. Determinarlos sabiendo que su suma debe ser uno.

El perimetro "k " de un rectangulo es constante, hacer ver que su area es

maxima si se trata de un cuadrado.

En un aserradero se requiere cortar una viga de seccion rectangular de area
maxima a partir de un tronco de seccion circular de 26 cm de radio. Obtener

las dimensiones de la seccion de la viga.
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IV.105

IV.106

IV.107

IV.108

1V.109

IV.110

Un triangulo isOsceles de base y altura variables, esta inscrito en una
circunferencia de 1.00 m de radio. Determinar sus dimensiones para que su
area sea la mayor posible.

La diagonal de un rectangulo de dimensiones variables mide 8 decimetros,

obtener las dimensiones del rectdngulo para que su area sea maxima.

En un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 60 cm y 80 cm esta
inscrito un rectangulo de lados X e vy , dos de cuyos lados son colineales
con los catetos del triangulo. Determinar las longitudes de X e Yy que
hacen que el &rea del rectdngulo sea maxima.

Determinar las dimensiones del rectangulo de area maxima que pueden

inscribirse en un semicirculo de radio fijo R .

Un terreno rectangular de 60 m> va a cercarse empleando dos tipos de
cerca. En dos lados paralelos se usard una cerca que cuesta $30.00 el
metro y en los otros dos lados se empleara otra cerca que cuesta $ 20.00 el

metro. Calcular las dimensiones del terreno tal que la cerca tenga el menor
costo.

Un alambre de 12 ¢m de longitud se cortara en dos partes una de las cuales

se doblara para formar un cuadrado y la otra para formar un circulo.
Determinar las longitudes de las dos partes para que la suma de las areas

del cuadrado y del circulo sea minima.
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IV.111 A partir de una lamina rectangular de 80 ¢m de largo y 60 cm de ancho se

IV.112

va a construir una caja sin tapa, cortando cuadrados iguales de lado " X

en cada esquina, doblando los lados hacia arriba y soldando las aristas que

resultan. Determinar el valor de "~ X con el cual la capacidad de la caja es

la mayor posible.

Un faro F estaa 4 km del punto A, que es el mas cercano al faro
sobre la costa, y el punto B esta sobre la costaa 5 km del punto A . El
guardafaros requiere trasladarse del faro al punto B , remando en un bote a
razén de 2 km por hora y caminando a lo largo de la costa a una velocidad
de 3 km por hora. Determinar la distancia x delpunto A al punto C

donde debe desembarcar, para emplear el menor tiempo posible en la
trayectoria FCB .

|
- =

-
-

.
o
2

o

i 'l e T
nr’
e

|
|
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IV.113

IV.114

IV.115

IV.116

El area total de carton que debe emplearse en la fabricacién de una caja

rectangular de base cuadrada sin tapa es de 1200 cm?® (Cudl es la
capacidad maxima de la caja?

Un bote en forma de prisma recto de base cuadrada del lado " x" y altura
"h" con tapa, debera tener una capacidad de 6 litros. Determinar sus

dimensiones de modo que el area de lamina empleada en fabricarlo sea
minima.

Se construira una caja cerrada con forma de paralelepipedo recto, dos de

la

X z

X" y "z

cuyas caras opuestas seran cuadradas de lado , siendo

longitud de las otras cuatro caras. Determinar los valores de

gue hacen maximo el volumen de la caja si la suma de las longitudes de
todas sus aristas debe ser 2.40 m.

f

b« % |

Se hard un canalon de forma trapezoidal a partir de una lamina larga de
1.50 m de ancho, doblandola en tres partes iguales como se ve en la figura.
Determinar el angulo 0 para que el area de la seccion transversal sea lo

mas grande posible.
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IV.117 Una pasillo de 2.00 m de ancho desemboca ortogonalmente en un corredor

de 3.00 m de ancho como se ve en la figura. Determinar la longitud "I " del

tramo recto de tubo mas largo que puede pasar horizontalmente del pasillo al

corredor, sin tomar en cuenta el diametro del tubo.

_I% 1~

— 3 HE—

IV.118 EIl perimetro de una ventana en forma de un rectangulo coronado por un
triangulo equilatero debe ser de 5 metros. Determinar las dimensiones
"X" y "h" del rectangulo para que la ventana tenga la mayor area

posible.

l— x —p|

236



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.119

1V.120

Iv.121

IvV.122

1vV.123

El area de la superficie total de un cilindro circular recto es de 3 m? .

Determinar el radio y la altura del cilindro para que su volumen sea maximo.

Se requiere constituir un tanque en forma de prisma de base cuadrada
abierto por arriba, que tenga una capacidad de 125 litros. El costo del

fondo es de $4.00 por m? vy las caras laterales cuestan $2.00 por m? .

Dimensionar el tanque para que su costo sea minimo.

Determinar el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor volumen

gue puede inscribirse en una esfera de radio fijo R .

Un cilindro circular recto de radio "r" ylaaltura "h" esta inscrito en una
esfera de radio constante R . Determinar "r" 'y "h" de modo que el

area de la superficie lateral del cilindro sea maxima.

Dos aviones vuelan a la misma altura en trayectorias rectas perpendiculares
entre si. A las 12:00 horas el avion A estd a 130 km del avion B y
este cruza la trayectoria del A . El avibn B vuela a una velocidad de
150 km por horay el A a 100 km por hora acercandose al punto de

interseccién de las trayectorias. ¢A qué hora la distancia entre ellos sera la

minima?

237



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
VARIACION DE FUNCIONES

IV.124 Determinar las dimensiones del rectangulo de &area maxima que puede

inscribirse en la regién definida por la parabola de ecuacion Yy P_4x =0 y

larecta X = 4

IV.125 Determinar las dimensiones "X" y "h" de una ventana de forma

rectangular con cerramiento circular como se ve en la figura, si su perimetro

es de 4 my su area es maxima.

el o[ —]

IV.126 Se va a apuntalar un muro vertical con una viga que debe pasar sobre una
barda de 2.50 m de altura paralela al muro y que esta a 2.0 m del mismo.

Determinar la menor longitud posible de la viga.

IV.127 Un cono circular recto de dimensiones variables esta circunscrito alrededor
de una esfera de 20 ¢m de radio. Determinar la altura y el radio del cono de

modo que su volumen sea el menor posible.
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1vV.128

IvV.129

IV.130

IV.131

IV.132

Un cartel rectangular debe tener 18 decimetros cuadrados de area. Los

margenes laterales seran de 5 cm de ancho y los margenes superior e
inferior deben ser de 7.5 cm . Obtener las dimensiones del cartel para que

el area de la superficie impresa sea maxima.

2
. . X .
A una fabrica de televisores le cuesta, $( e +35x+ 25 j la produccién

total de X aparatos al dia, y los vende a $ ( 50 - )2( j por unidad.

¢, Cuantos televisores debe producir y vender diariamente para que su utilidad

sea la mayor posible?.

Una recta que pasa por el punto P ( 3, 4 ) forma con los ejes coordenados

un triangulo en el primer cuadrante cuya area es minima, determinar su

ecuacion.

2 2

En la elipse de ecuacién 4:(0 y

+ =—— =1 esta inscrito un rectangulo cuyos
0 225

lados son paralelos a los ejes coordenados. Determinar las dimensiones del

rectangulo si su area es maxima .

La barda de un edificio mide 2.40 m de altura y esta a 1.00 m del edificio.

Obtener la longitud de la escalera mas corta que apoyada en el piso, llegue

al edificio por encima de la barda.
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IV.133 Dos edificios A y B estan a 75 my 50 m respectivamente de los
puntos mas cercanos D y E de una linea telefénica recta. La distancia
entre los puntos D y E es de 100 m. Los dos edificios se van a
conectar a la linea telefonica en el mismo punto C . Determinar la distancia
del punto C acadaunodelospuntos D y E para que lalongitud total

de cable AC + CB sea minima.

A
|
|
: ry
75 l
I |
| I
I | 30
| I
| |
Y b i ¥
D E
P 100 >

240



SUCESITONES
Y
SERIES

EJERCICI1OS
RESUELTOS



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
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Escribir cuatro términos mas de cada sucesion y una expresion que represente el

término general (enésimo).

vl 1, -1,1, —-1,...
SOLUCION:

l, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1,..., an:(—l)m'1 o anzsen(n_;jn

V.2 -1, 1, -1, 1,...

SOLUCION:
-1,1, -1,1, -1, 1, =1, 1, ..., a,=(-1)" 0o a,=cosnn
va L1 11
2 3 4 5
SOLUCION:
S S S S S SRS N | , - (=)
2737 4>5 6 77 8 9 77 N n+l
V'4 O,l’ z) l’
4 5 2
SOLUCION:
1 2 1 4 5 7 n-1
09_7 Ty T s e s T T geesy an:
4 5 2 7 8 3 10 n+2
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SUCESIONES Y SERIES

V.5

V.6

V.7

V.8

_27_19 Oala %9
3 7 9
SOLUCION:
Ll 123 416 03
3 7 9 11 13 3 17 2n-1
lalaislaéa
4 2 6
SOLUCION:
3 1 5 3 7 1 9 n
19 19_9 U P R S R T R a'n:
4 2 16 16 64 16 256 yn-l1
-2,4, -6, 8, ...
SOLUCION:
-2, 4, -6, 8, -10, 12, —14, 16,..., a, =2n(-1)"
19 Oa_la _29
5 7
SOLUCION:
1 2 1 4 5 2 2-n
19 09 Ty T T T Ty T Ty T s T T T ) n:
5 7 3 11 13 5 2n—-1
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veo 1, -2 1 2
33 27
SOLUCION:
24 s 27 8 _n(=n"™
3737 277 817 8177297 21877777 " 3n-1
3 4
V.10 b, b?, b—, b—,
2 6
SOLUCION:
3 4 5 6 7 8 n
b’ b27b_’ b_7 b_’ b b b b b PR an:nb
2 6 24 120 720 5040 n!
n’+1
V.11 Dada {f(n)}:{ o } determinar sus elementos, segundo, quinto,

duodécimo y décimo quinto.

SOLUCION:
4 +1 5
f(2)=—— ==
(2) ==,
f(5)225+1:§
10 5
f(12)2144+1:145
24 24
f(15)2225+1:113
30 15
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V.12

V.13

V.14

SiF(n)=F(n-2)+F(n-1) v F(1)=-3, F(2) =1, escribir los

primeros diez términos de la sucesion.

SOLUCION:
-3,1,-2,-1, -3, -4, -7. -11, —-18, =29

Dada F(n)=F(n=2)+F(n-1) y F(1)=0, F(2) =1, escribir

los primeros doce términos de la sucesion.

SOLUCION:
o, -1,-1, -2, 3, -5, 8, —-13, 21, -34, 55, -89

Sabiendo que F(n)=F(n-2)+F(n-1) y que F(2)=2,

F (3) = 3, escribir los primeros ocho términos de la sucesion.

SOLUCION:
5,2,3,-1,4,-5,9, -14

Indicar si la sucesion es convergente o divergente. Si es convergente determinar su

limite.

V.15

3n

n> +1

SOLUCION:

lim " — 1im 3( j _3(0) _

1
n
N 2 n— o 1 2 1+0
1+(j
n
0

La sucesion converge a
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SUCESIONES Y SERIES

V.16

V.17

4an*-3n+5
on’ -7
SOLUCION:
4_§+i
. 4n*=-3n+5 , n n2 4-0+0
Iim = lim = =
n—oow 2n2_7 n—oo 2_L 2-0
n2
La sucesion convergea 2
3 2n°-7n+6
+
20 4n® —5n+1
SOLUCION:
) 3 2n°-7n+6 .3 . 2n"-7n+6
Iim| —+~———— | = lim — + lim =
e {20 4p? _sngl noe 2N o yn? spgd
2—;+62 |
= 2 (0)+ lim n® _2_1
n—oo 5 1 4 2
4_i -
n 2

. 1
La sucesion converge a 5
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V.18

V.19

V.20

2n’ +n-1
4n% +3
SOLUCION:
2n’ 1 2+12_13 2
lim SRS i DS S
"2 4n? 43 e Iy 0
n 3
La sucesion es divergente
2n(-1)"
3n—-4
SOLUCION:
n
im 20D 20 g (21"
n— oo 3[‘]—4 n—oo 3[‘]—4 n—o
. . 2n 2 p n . .,
Aln cuando lim ==, lim (-1)" no existe luego la sucesion es
n—o 3[‘]—4 3 n—ow
divergente
1
3n
SOLUCION:
n
{ I }:{ (;j } esta sucesion es de la forma {rn } con r = ; , COMO
3n
1 1
'r|=|_|=_<1, convergea 0 .
3 3
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SOLUCION:

N | D

., 5
La sucesion es de la forma {rn } con r = como | r | =

N | L

luego es divergente.

1
In®

SOLUCION:

1 1 . 1 3
= es del tipo con r = 5 que es

5

racional positivo, entonces la sucesion convergea 0

-2
3 2
Al n
SOLUCION:
, , , . 1
lim -2 = lim —lim 2=0+2=2es del tipo { }
n—ow 3 ) n— oo 2 n— oo nn
n n3

Indicar si la sucesién es monotona o no, y si es acotada.
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2
V.24 {%}
2

V.25

V.26

SOLUCION:

2
EL :{3,627,24,...}
2 2" 0 2

Es mondtona por ser creciente, a,,; > a, no es acotada, no existe un

nimero ¢ > 0 talque |a, | <c

-0
SOLUCION:

3(-1)"f={-3,3,-3,3,...)

No es creciente ni decreciente, luego no es monétona es acotada ya que

a, <3

5n

SOLUCION:

: _{z 12 1 }
5n2 57107 45° 40

Es mondtona por ser decreciente, a,,.; < a, es acotada,

a,|<

W N
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n+1
vor J (1)
n+1
SOLUCION:

( _1 )n+1
{ n+1 } - {
No es monotona pues no es creciente ni decreciente, si es acota ya que
1

\an\ga.

1
2

Determinar el caracter de la serie dada aplicando el criterio de comparacion,

sabiendo que:

es convergente.

b)i n+2 _ 2 4 5 6 . n+2
(n+1)(n+3)  2(4) 3(5) 4(6) 5(7) ~~ (n+l1)(n+3)

n=1

es divergente

v.28 1
=1 n® +1
SOLUCION:
= | I 1 1 1 1
> = -+ —+..+ + ..
nslp? ;205 1017 n> +1
: 1 1
Si a, = y b, =— se observaque a, < b, estoes,
n® +1 n’
1 1 o 1
+ , luego >’ es convergente.
2 2 2
n“~+1 n n=l n° +1
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vi2g Y N2
n=1 n+1
SOLUCION:
S n+2 3 4 5 6 n+2
> ="+ + T+t +
o1 h+1 2 3 4 5 n+1
Si tiene
n+2 n+2 ] n+2
> ; ya que n+2 > , se concluye que
n+1 (n+1)(n+3) n+1

— n+2 :
> es divergente.

1
2n

[Ms

V.30

2

>
Il
—_

SOLUCION:

= 1 I 1 1 1 1
> e o e
Zop? 2 8 18 32 n?

L

Como se cumple que VYV nelN < , Yy se sabe que la serie

2n?

|
Z —— converge, se concluye que la serie dada es convergente.
n=1 n2

i 3(n+2)

n=1 2n +6
SOLUCION:

V.31

3(n+2) n+2 3(n+2) _ n+2
> ya que >
2(n+3) (n+1)(n+3) 2 n+1

Luego la serie dada es divergente.
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V.32 Z 2n+2
n=1 n+3

SOLUCION:

2(n+1) n+2
Hagamos ver que > , en efecto,
n+3 (n+1)(n+3)
2(n+1)>n+?; 2(n+1)> >n+2; 2n° +4n+2 > n+2;
n+

2n(n+2)+2 > n+2,entonces la serie dada es divergente.

Determinar si la serie dada converge o diverge. En el primer caso calcular su suma

n+1
3

2n

V.33 i
n=1

SOLUCION:

3" 9 27 81 243
= -+ —4+—+—

> +
n=1 2” 2 4 8 16

Se puede escribir a, = — :2

. - 3 :
es una serie geomeétrica con r = 5 ‘ r ‘ >1 porlo cual es divergente.
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vas >
n:13n
SOLUCION:
= 4 4 4 4
Z— 3ttt
=) 9" 27

Puede escribirse:

, . 1 . A 4
Se trata de una serie geométrica con r = 3 y primer término a = 3 como

1 ,
\ r \ = — < 1 la serie converge, su suma es,

=2

(%)
Il
Il
Il
W W | A

V.35 i
19"

]

SOLUCION:

que es una serie geomeétrica con a :; y r :; , COMO \ r \ = ; <1 la

serie es convergente, su suma es,
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V.36

V.37

(09)"

M8

>
Il
—_

SOLUCION:
3 (0.9)" =0.9+0.81+0.729 + 0.6561 + ...
n=1

0 0 n 0 n-1
Se puede escribir Y. (0.9)" =" ( 2 j = > 4 ( 2 ] Esta es una
hol =1\ 10 n=110 L 10

. . 9 9 9 ,
serie geométrica con a= - y r=_,como |r|=_"_<1 la serie
10 2 10

converge, su suma es,

o 9
_ 10 _10 _
3_1_9 E) 9
10 10

7(-2)

SOLUCION:

w( 1]” 1 1 1 1
Y- | ===+ —-+—- ...
= 2 2 4 8 16

o 1 n o 1 1 n-1
Z ( - ) = Z ( e j( ~5 j que es una serie geometrica con
n=1 n=1
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V.38

n n-1
Z ( R J = z 1[ b j , serie geométrica que es convergente

n=1 (10) n=1 10\ (10)
b1
1 1 1 10 10 1
r=—,lrl=-— <1 a=—, S=—1—_ =24 = _
porque 0 | 0 como | 179 7%
10 10

V.39 Expresar el numero decimal ilimitado periédico 0.6666... como una serie
geomeétrica y determinar su suma si converge.

SOLUCION:

El numero dado se puede escribir como la suma:

0.6666 .. £+i+i+...+ 6 +...
10 100 1000 (10)”
Esta suma se puede escribir,
o © n-1
nZ=:1 (10) Z:: ( (10) j
, 1 1 6
Esta serie converge por tener r=—, \ r \ =—<lcomo a=—,
10 10 10
6 6 -
0 10 6 2 e )
5= 10 -10->-7 0.6666...=Z6(1J -2
-+ 7 9 3 o110 0 (10) 3
10 10
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V.40 Escribir el numero decimal ilimitado periddico ( racional ) A=0.252525...

como una serie geométrica y expresarlo en la forma de un cociente de numeros

enteros.

SOLUCION:

Se puede escribir:

25 25 25
A= + + + ...
100 10,000 1000,000

25 25 25 25
= + + ot + ..
(10)*  (10)"  (10)° (10)°"
A = Z L:% Z -
n=1 (10)2n n=1 (10)2n
) L 1 1
que es una serie geometrica con a = , T \: < 1 ,convergente,
(10)* (10)*
1 1
2 2
A= a__ (10) = (10) :L , luego Azé
l-r ,__1 (10)> -1 99 99
(10) (10)°

Determinar el caracter de las siguientes series.

var Y

1
n=1 n3

SOLUCION:

Se trata de una serie " p" enlaque p=3>1 porlocual es convergente
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vaz 3

1
n=1 VF
SOLUCION:

Z = Z ——, ésta es una serie
3 1
n:l \/F nzl 5

n

divergente.

" 1
p" con p=§<1, luego

V.43 Z(lr?j

n=1
SOLUCION:
1
X 16 4 > 2 > 1 & . n n
Z - :Z—: Z— Z , es una serie " p" en donde
n=1\ N =1+
n4

p= l < 1, luego la serie dada es divergente.

V.44 Z 81
n=1 n5
SOLUCION:

serie tipo " p" endonde p :i > 1. La serie dada es convergente.

258



CUADERNO DE EJERCICIOS DE CALCULO DIFERENCIAL
SUCESIONES Y SERIES

V.45

Escribir la suma infinita 4 + 1 + g + 41‘ + 245 + ... como una serie y determinar

el caracter de ésta.

SOLUCION:

El término enésimo de la suma es de la forma a, = la serie es
n

Esta serie es del tipo " p" siendo p =2 > 1 por lo cual es convergente.

Elegir una serie apropiada de caracter conocido y determinar el caracter de la

serie dada empleando el criterio de comparacion.

Z 3
nz:lzﬂ

SOLUCION:

Consideremos la serie armonica, Z . Que se sabe que es divergente.
n=1 N

Se puede escribir

nz:lzﬁ 22

1

Jn

3

> ¥V ne IN, se concluye que la serie dada es divergente.

Como

S| =
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v.ar > 1
n=1 n2"

SOLUCION:

a0 o0 n
La serie geométrica, Z 1 :Z(;j es convergente dado que

r =; < 1, ahora bien,

2n<2Ln VnelN, n>1
n

Se puede escribir

v.48 ) :
n=1n n
SOLUCION:
, - o 1 .
Empleando serie geométrica, Z — quees convergente se tiene
n=1 172

Yn>2,nelN.

1
<
n" 2"

Esto hace ver que la serie dada es convergente.

o 2
V.49 > cos n
n=1 3"

( Desde luego n en radianes )

SOLUCION:

Consideremos la serie geométrica, z —

0 0 n
I_ > ( 1 ) que es convergente
n=13" Ao\ 3

2
N1 vnelN,

2
\r\:l<1 JLos ! v n e IN yaque cos
3 3" 3" 3"

entonces la serie dada es convergente.
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V.51

V.52

no1 (n+2)
SOLUCION:
. . o 1 .
Tomemos como serie comparacion a Z—z que es una serie
n=1n
tipo "p" convergente porque p=2>1, se tiene
n! n 1 1

= = = y evidentemente:
(n+2)!  n(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n? +3n+2
1 1
< VnelN se concluye que la serie dada es
n>+3n+2 n’

convergente.

& 3
nz=1 2n—./n

SOLUCION:

3 o0
La serie armonica es divergente, asi que la serie 5 z

divergente, se observa que 3 > 3 vV nelN entonces, la
2n—/n  2n

conclusion es que la serie dada es divergente.

1
o

n=1

SOLUCION:

[e0]
Comparando el término general de esta serie con el de la serie Z que
n=1

2]’1

1 :
es convergente, se ve que - < vV nelN, n2>4,luego la serie
n!

2 n
dada es convergente.
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V.53

V.54

i n+1
SOLUCION:

es una serie convergente, que

= 1
En el ejemplo anterior se ve que Z —
— n!

ahora se puede emplear para la comparacion:

(n+1)*  (n+1)*  n+¢l [+l ) 1 Ahora bien
(n+2) n'(n+1)(n+2) n!(n+2) ( n+2 ) n! ’

n+1 | 1 1 . .
( — j < - ¥ n € IN conclusion, la serie dada es convergente.
n

5

|

SOLUCION:
= 1
Tomemos como serie de comparacion Z —3 que es convergente por ser
n=1 0
o0 o0 n
tipo " p" con p:; > 1 setiene > 13: > .
= ng n=1n
n n
Ahora, ( < ( ¥V nelN por lo cual la serie dada es
n>+1 n°’
convergente.
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V.56

SOLUCION:

| - 1
Sea la serie Z —— que es convergente por ser geométricacon r = 3 <1.
n=1 3”

1 1
Haciendo la comparacion < ¥V n e IN. Esto implica

3" +|cosn| 3"
que la serie dada es convergente.

Empleando el criterio del cociente ( 0 de D’ Alembert ), determinar el caracter de

cada serie

SOLUCION:
n! (n+1)!

L N

(10) (10)

(n+1)!

a n+l n |
lim "L — jim (10)| _ lim (10) (1n+1).:
noe g, n—o n: n—)oo(l())n+ (n!)

(10)"

101 1.2.3...n

n—wo 10

-1 [ 1-2-3---n(n+1) } N+l
lim y |= lim
Entonces la serie dada es divergente.
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o0 3 n
V.57 Zn(j
n 4

=1

SOLUCION:
3 n 3 n+1
an_(4j ’an+1:(n+1)(4)
(n+l) 3 . (n+1)3™

] n+el i 4 . 4"+l

lim = lim = lim =
n->wo g n—o ( 3 jn n—o n3n

ni — n
4 4

serie es convergente.

o |
vsg Y
n=19"
SOLUCION:
_n! (n+1)!
an_9n ’ n+1 9n+1
(n+1)!
n+l 1gn 1 gn
jim 2 gim 9 gy (DD gy (NHLRD
n— o an n— o0 nt n— o n!o n—o n! o
9n

n
= gim 123+ )97 1 ()= w
n—oo 1-2-3---n (9) On->w

por lo cual la serie es divergente.
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V.59 >

- Nn+1
n=1 3"
SOLUCION:
n+2 i
n+1
3N

1+~
= lim 1 (n+2) :1 Il'm—nzl, entonces la serie es
(n+1) 3

convergente.
o A4n
n=1 n+1
SOLUCION:
(n+1)
a 4 n+2 4(n+l)?
lim —L = gim ——= = |im ——— L =
N> g n— 4n n— o 4n(n_|_2)
n+1
1+l
~ lim (”“j LR [ TS =(1+1j lim — D = (1)(1)=1.
n— oo n n+2 n— oo n /now 1+%

n

El criterio no es concluyente, no se puede decir el caracter de la serie con él.
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© (_1)n+1n

V.61 |Investigar si la serie alternante )
2
n=l n” +4
convergente condicionalmente o es divergente.

es convergente absolutamente,

SOLUCION:
i(_l)nﬂnzi(_l)”” n . a,= n
=l n’ 44 0=l n> +4 n’ +4

Aplicando las condiciones de la hipotesis del Teorema de Leibniz.

n

1. a,=—; >0 VnelN
n-+4
: n+1 2 2
2. Probarsia, > —— ; n[(n+1) +4}2(n+1)(n +4)
(n+1)*> +4

n*+2n’+5n > (n+1)(n*+4)
n*+2n%+5n > n*+n’+4n+4

n>+5n > 4n+4

1
3. lim a,= lim n = =
n— oo n— oo n2 +4 n— oo ( ) jZ 1+0
1+ o

La serie en estudio es convergente.

Ahora, la serie correspondiente de valores absolutos

[e0] o0 n
z \ an\ = z 5 es convergente, por lo tanto la serie propuesta
n=1 n=ln° +4

es absolutamente convergente.
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V.62

V.63

V.64

0

n+1
Indicar si la serie de signos alternados Z (=1) /n converge o diverge.
n=1

SOLUCION:
S (- n o= 1- 243245~ [6+...
n=1

lim [(—1)n+1 \/F} no existe, luego por el criterio de divergencia del

nN—o0

enésimo término se concluye que la serie es divergente.

“ 2
. : . 1 :
Determinar si la serie E (-1 )n+ >~ converge o diverge.
n=1 n

SOLUCION:
Probando las condiciones de la hipétesis del Teorema de Leibniz,

1. an:22>0

n
2. a, >a,, yaque — > 5 porque (N+1)" >n
n (n+1)
s lim=2 =0
n—oo n2

Se cumplen las tres condiciones, asi que la serie es convergente.

. - n+1 . . . .
Dada la serie Z (-1) indicar si es convergente o divergente.
n=1

SOLUCION:

Comose observa 2, (=1)" " =1-1+1-1+1-1+...
n=1

, 1
Se deduce que lim (—=1)""" no existe, la serie es divergente.

n—oo
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ves asere 320D t
. acer ver que la serie — (2n_1 )I es convergente.
SOLUCION:
0 _ n+1
2:3(1):3—3+:3—34a”+3—1+]'—1+m
=1 (2n=1)! 3 517 2 40 1260
3
" (2n-1)

Segun el Teorema de Leibniz

1. ap= 3 >0 VnelN
(2n-1)!
2. a,>a,,,, 3 > 3 > 3 = (2n+1)! > (2n-1)
(2n-1)  [2(n+1)—1]1  (2n+1)
] ] 3 ] 1
3. lim=a,= Ilim =3 lim =3(0)=0
n—o n—o ( Zn_l)l n—o0 ( Zn_l)l

Luego la serie considerada es convergente.
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V.66 Sea la serie armoénica alternada

(_1)n+ll:1_
=1

1
— +
n 2

N
DN | —
AN~

1
3

n
Investigar si diverge o converge, en el segundo caso, indicar si converge en

forma absoluta o condicionalmente.

SOLUCION:

Aplicando el Teorema de Leibniz

1. an:l>0 vVnelN

n—oo n

La serie satisface las tres condiciones del Teorema, luego es convergente.
o0

La serie correspondiente de valores absolutos z E es la serie armonica que
n=1

diverge, entonces la serie dada es condicionalmente convergente.
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(

o0
V.67 Investigar si la serie Z es divergente o convergente. En el segundo
n=1

n
-1 )
2
2n
caso indicar si converge absoluta o condicionalmente.

SOLUCION:

0 _1\n 0
Z( L) :_l+1—i+i—i+...2(—l)n 1
= op? 2 8 18 32 50 = 2n?

. . | R 1 |
3. lima, = lim S T, li —2:—(0):0
n—»o0 N—o 5o 2 n—ow n 2
Por lo anterior se ve que la serie es convergente.
, , 2 1 1 & 1
La serie de valores absolutos correspondiente: Z =4 z —_es
n=1 2n2 2 00 ﬂ2
= 1
convergente y a que Z —, esuna "pP" con Pp=2 > 1, entonces la serie
n=1 n

dada converge absolutamente.
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V.68 Determinar si la siguiente serie es absoluta o condicionalmente convergente o

00 N 2
divergente Z (—l)n 1
n=1 2" +3

SOLUCION:

Empleando el criterio de Leibniz

] 2 2
= . <
n||_f)noo 3 0 y como @,,;,<@a, esto es: St a0 s la
. - n+1 2
serie dada Z (-1) es convergente.
n=1 2" +3
La serie de valores absolutos de esta serie es:
i 2
n=1 2" 13
Aplicando a ésta el criterio de D’Alembert
_ 2
@y o 2™y3 0 2(2"+3) . 2"43
lim = lim ——= =lim — = lim
n—oo an n—oo 2 n—oo 2(2n+ + 3) Nn—o0 2” 243
2" 43
2” 1+ i 1+
' 2" ] 0 1+0 1
lim = lim = =
N—»c0 3 N—o0 4 i 240 2
2” ( 2 + — j 2”
2n
Como el limite es menor que 1 se concluye que la serie de valores absolutos
i 2
n=1 2" 43
< 2
. ! n+1
es convergente, por lo que la serie en estudio Z (-1) i es
n=1 2 +3

absolutamente convergente.
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V.69

Investigar si la siguiente serie alternante converge o diverge:

SOLUCION:

Probando con las condiciones de la hipotesis del Teorema de Leibniz.

1. a, = 2n >0 VnelN

" 3n—1

2 (n+l1) - 2n

2. a < a
N+l " 3(n+1)-1  3n-1

2(n+1)(3n-1) < 2n[3(n+1)—1]

(3n-1) < % [3(n+1)-1]

3n-1 < 3n-—1

n+1
o< - ¥nelN

n+1
] ] 2n ] 2 2 2
3. lima, = lim — = lim = =—=%0

N—0 n—o 3In-—] n—>oo3 1 3—-0 3

n

No se satisface la tercera condicion del Teorema de Leibniz, por lo cual éste no
es aplicable.

Busquemos el limite del enésimo término de la serie

) -1)" 2n
lima, = (1) 2"
N0 3n-1
se observa que este limite no existe, por lo cual segun la prueba de la

divergencia se concluye que la serie dada es divergente.
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Q0 n 2
V.70 Para la serie Z (-1 )n T investigar si es divergente o convergente.
n=1 +

SOLUCION:

0 2
(-1)"
=]

n n3+1

Segun el Teorema de Leibniz.

n2

1. a,= >0 VnelN
n®+1

(n+1)° . n’

2. an+l < an

(n+1) +1  n’ +1
(n+1)2(n*+1) < nz[(n+1)3+1}
2n+1 < n*+2n°+n? v nelN

) 1
3 lima, = lim = lim ”1 _ 0
n—o0 n—oo n3 41 n—o0 1+ 1+0

3

n

Luego la serie es convergente.
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L~ n+3 . : : ,
V.71 Dada la serie Z (-1)" (71) investigar si es convergente o divergente;

en el primer caso determinar si es absoluta o condicionalmente convergente.

SOLUCION:
Segun el criterio de Leibniz,
1,3
fim "2 g M2 g nono O
" n(n+l) "t g "o 10 140
n
Comparando a,,,; con a,:
n+3+1 n+3 n+4 n+3
< ; < = a,, < a,

(n+1)*> +n+1  n> +1  (n+1)* +n+1 n’ +1

por lo que la serie es convergente.

o0
n+3 , , :
Sea z ﬁ la serie de valores absolutos de la serie dada, analizando
n=1 n n +

esta serie por el criterio de comparacion.

Se puede escribir n+3 _n+3

- LN
n(n+l) n+1 n

1
n

0

. 1 : - :
Ahora como la serie Z — es la serie armonica que es divergente, se

=1 N
0]
. n+3 . ,
concluye que la serie Z (71) es divergente, por lo cual la serie dada
n=1 n n +

> n n+3
nZ::1 (=1) n(n+l)

es condicionalmente convergente.
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V.72

V.73

& (-2)" o
Dada Z (l) investigar si es divergente o convergente, absolutamente o
n=1 N

condicionalmente.

SOLUCION:
0 _ n © n n
IR (DL
n=1 n! n=1 n! n!
Por el criterio de la razén o del cociente,
, , 2™l , 2 , 2
Iim = lim | ———— | = lim | —— | = lim —=—
n—o a, n—oo [ N (n+1 )! nowo [ N+1 n-o n4+1
, 1
=2 lim —=2(0)=0<1
n—wo N+1

Esto hace ver que la serie es absolutamente convergente.

00 2
Investigar si la serie de signos alternados > (-1 )" diverge o
n=1 2"
converge y en este ultimo caso si es absolutamente o condicionalmente
convergente.
SOLUCION:
Aplicando el criterio del cociente, queda:
a i n+l n 2
lim | =" = lim 2 _ fim 2 (D)7
n— o an n—owo (_l)nnz n—o 2n+1 n2
2n’
i (0 1)2_II n“+2n+1
n— o 2n2 n—o 2n2
. 1 1

Il
3
\
+
|
+

Entonces la serie es absolutamente convergente.
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o0
, senn . . ,
V.74 Sea la serie Z —— , investigar si es convergente o divergente.
n=1 n

SOLUCION:

Aplicando del criterio de razon.

2, senn sen2 sen3 sen4  sens

> senl + + + + +

r=EE 4 9 16 = 25
sen7 sen8 sen9  senlo

+ + + + +
49 64 81 100

0.909297 0.141120
+ 5 +

0.841471 +

_0.756802 N 0.958924 N 0.279415
16 25 36

0.656986  0.989358 0.412118
+ + + +
49 64 81

_0.544021
100

Esta serie tiene términos positivos y negativos, pero no es una serie alternante

o de signos alternados.

La serie de valores absolutos correspondiente es:

o0 o0 o0
senn senn
IECEDS z[}
2 2
n=1| n n=1 n n=1 n
| senn | _ i
Se observa que ) < ) y sabiendo que z —— es convergente, se
n n n=1 n
o0
: . « . - senn :
tiene que ésta, “domina” a la serie de valores absolutos z — misma
n=1 n

que resulta ser convergente.
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V.75 Dada la serie Y|
n=

n
X . :
5 , obtener su intervalo de convergencia.
0

SOLUCION:

Aplicando del criterio del cociente se tiene:

X
a n+1 2nxn+1 X
”“_2n = ——— = = =, luego
a X 2 X
n
2n
. L X X
p=Ilimr=Ilim - =~
n—o n—ow 2 2

Para que la serie converja es necesario que

X .
5 < 1, esto es equivalente a

-1 < )2( < 1 o sea elintervalo abierto -2 < x < 2.

Analizando lo que sucede con la serie en los extremos de este intervalo.

¢ Si X = —2 la serie adquiere la forma Z (—1)n que es divergente.
n=0
¢ Six=2laserices Y 1" diverge.
n=0

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergenciaes -2 < X < 2.
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V.76 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

n n

i(—l X

)
n=1 n

SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente resulta:

X
a n+1 nx"*! n
r = n+1 — — — X
a, X" (n+1)x" N+l
n
. . n .
I|mr=I|m[—xeI|m X=Xx(1)=x
n—oo n—oo n+1 n—oo 1
1+ —
n

La serie es convergente si \ X \ < 1 osea -1 < x < 1.Enlos extremos de

este intervalo se tiene

[’e] _ n _ n 0 _ 2n ©
¢ Si x=-1, la serie queda Z( 1) (1) :zﬁ_zl
n=1 n n=1 n n=1 n

que es la serie armonica, divergente.

w (13NN w (13"
¢ Six=1,resultalaserie >’ (=071 > (=1 que es
n=1 n n=1 n

convergente.

Asi que el intervalo de convergenciaes —1 < X < 1 o bien ( -1, 1 ]
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V.77 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

o n

$ X

n=0 n* -3
SOLUCION:

Si se aplica el criterio del cociente queda:

X
| B _(n+1)> -3 x""(n?-3) . n*-3
a, X" x”[(n+1)2—3] (n+1)* -3
n? -3
2
lim r=xIim —" =3 — x(1) = x
N> N>% (n+1)* -3

Para que la serie sea convergente se requiere que \x\ <1 esto es

—1 < X < 1. En los extremos de este intervalo:

& (1)

¢ Si X = —1 la serie queda Z ~——"— que es convergente.
n=0 n* -3
- 1
¢ Si x=1, la serie se convierte en z — que también es
n=0 n’ -3
convergente.

Entonces el intervalo de convergencia es el intervalo cerrado -1 < x <1 o

sea[—l, 1].
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V.78 Sea la serie Z

oo 2" \/7

, Obtener su intervalo de convergencia.

SOLUCION:
Apliquemos el criterio del cociente

n+1

X
; an+l B 2n+1 In+1 B 2n n Xn+1 ~ 1 n
a, X" 2 n+l x" 2\ n+l

22 Jn

. . X n X o n X X X
lim r=1Iim| - |— |==Ilim |— ==(1)=—= como | —
n—ao n—o | 2\ n+l 2 noo \f n+l 2 2 2
= -2<Xx<?2
Al hacer el analisis en los extremos de este intervalo:
n n
. = = (-1
¢ Al hacer x = -2 la serie queda Y, (=2) _ > =1 que es
n=0 2"./n n=1 \/F
convergente.
: . = 2" 1 .
¢ Si se toma x =2, la serie es Z _ Z ——— ésta es
n=1 2" n = \/7
divergente.

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergenciaes —2 < X < 2 o

bien [ -2, 2 ).
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o0
. 1 . . .
V.79 Para la serie z (-1 )n+ nx" determinar el intervalo de convergencia.
n=0

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente

I (n+1)x™" n+1
r = = = X
a, nx" n
p . n+1
limr=xIlim —=x(1)=x
n—o n—wo N

Entonces si \ x\ <1 oseasi —1 < X < 1 la serie converge.

En los extremos de este intervalo se tiene:

¢ Si x=-1quedalaserie > (-1)""'n(-1)=> (-1)""""n quees
=1

n=1

divergente.

¢ Si x =1, laseriequeda Y (-1 )"*! n que también diverge.
n=1

El intervalo de convergenciaes -1 < x < 1.
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V.80 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

- (_l)n n
2 (g

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente,

(3X)n+1
el | _[2n+D ] (3x)"™(2n) _
a, (3x)" (3x)" (2n+2)!
(2n)!
_ 3y (2n)! _ 3y 1
(2nM)I(2n+1)(2n+2) (2n+1)(2n+2)
. . 1
nI|_r>noor=3xnll_r)nw(2n+1)(2n+2)=3x(0):0:p

Como la serie es convergente para \ P \ < 1 , cualquier valorde x € IR hace

que la serie sea convergente.

El intervalo de convergencia es el conjunto de los numeros reales.
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V.81 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

s (4)]

SOLUCION:
a

Sea r = Nl , entonces,
a

n

Jn+l[4(n+1)]!

sl

[

X

1-2-3---4n(4n+1)(4n+2)(4n+3)(4n+4)
1-2-3--+4n

NS

r=z(4n+1)(4n+2)(4n+3)(4n+4)

p=limr=21lim (4n+1)(4n+3)(4n+4) =

n— o 4 noowo

()

Ax

Como debe tenerse \ p \ < 1, para que la serie sea convergente. El intervalo

de convergencia se reduce a un solo valor, x = 0.
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V.82 Obtener el intervalo de convergencia de la serie

& (-1)"(x=5)"

n

n=1 ns
SOLUCION:
(_1)n+2(x_5)n+l
r:an+1 _ (n+1)5n+l _ (_1)n+2(x_5)n+1n5n
an (_1)n+l (X_S)n (_1)n+l(x_5)n (n+1)5n+l
ns"
_(—1)(x—5)n_(5—x} n
5(n+1) 5 n+1
. S - n 5-X 5-X
= limr = = 1) =
P o s oany1 s 5 (=
Para que la serie converja debe tenerse \p\ <1 , esto implica
5—X X

<1 = —1<5;<1 —5<5-X<5 = -10<-x<0 = 0<x<10.

Analizando la serie en los extremos de éste intervalo 0 < X <10 se

tiene,

n+1 -5 1 n+1 1 5
n( )" Z (=" (=D’
ns =1 ns"

1 X * 1
-2 =L,

armonica de mismos |gnos

e Six=0, laserie es ) (=1

2n+1
que es divergente por ser la serie

._.

n+1 n

e Si x=10, la serie queda: ZL

2
=1 5" :

serie armonica con signos alternados por lo que es convergente.

1) n+1
que es la

Entonces el intervalo de convergenciaes 0 < x < 10 obien (0, 10 ].
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w N2
V.83 Paralaserie Y x=1)n”

n=1 5"

determinar el intervalo de convergencia.

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente se tiene,

(x=1)""(n+1)?

o _ 50+l _(x—l)””5”(n+1)2_(x—lj(n+lj2
a, (x=1)" n? (x=1)" 5" n? 5 n
5I’1
X —1 £n+1j
r:
5 n
o= limr=>"%|m " 37X )_-3=X%
n—» o0 5 noon+1 5 5

<1 estoessi:

La serie converge si

—1<X5_1<1 = 5<x-1<5 = -4<x<6
Estudiando la naturaleza de la serie para los valores extremos del intervalo
-4 <X<6

n+1 n
e Si x=-4 queda: ZL
ns"

_ ) n+1
que es divergente.

8
0

= Z n’ que también es divergente.

e Si XxX=6, setiene la serie

Por lo tanto el intervalo de convergenciaes 0 < X < 10 que puede escribirse

(-4.6)
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V.84 Obtener el intervalo de convergencia de la serie
n
3 ( 2 j
n=1

3”

SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente se obtiene,

r = an+1 _ 3n+1 B E 3 7 B 2X_1
a, n n 3 6
(3] [x5)
2 2
3n
, , 2x—1 2x—1
Iim r = lim =
n— o n— oo 6 6

2x -1 . ,
< 1 la serie converge, o sea si

g2l L g cax1<6 = 5<2x<T = —;<x<;

Al analizar la serie en los extremos de este intervalo,

Q0 _ n o0
e Six-= _2 resulta la  serie Z % = Z (-1)" que es
n=1 3 n=1

divergente.

3n

= > (-1)" que es divergente.
3 =

e Si x= ; , se tiene la serie Y|
n=1

] . . 5 7
Asi que el intervalo de convergencia es ) < X< 5 que puede expresarse:
272
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V.85 Analizar la serie

determinando su intervalo de

i (_1)n+1(x_1)n+1

convergencia

SOLUCION:
(_1)n+2(x_1)n+2
g o o n+2 _ (=D (x=D)"7 (n+1) _
an (_l)n+1(x_l)n+1 (_l)n+1(x_l)n+1(n+2)

n+1

r =

(-1) (x=1) (n+1) =(l—x)( n+1 J

n+2 n+2

p = I|m r=(l-x) lim n+l

=(1-x) =1-x
noowon+ 2 ( )

Para que la serie converja debe cumplirse \ p \ < 1 esto es:
[1-x|<1 = -l1<l-x<1 = -2<-x<0

osea 0<x<?2

Investigando que se tiene en los extremos de este intervalo

0 _ n+1 _ n+1 .
e Si x=0 laserie queda )| (1) (=) Z (-H°
n=0 n+1 =

que es divergente por ser la serie armoénica.

n+1 n+1 0 n+1
(1) Z = que es la

e Si x=2, setiene ) (=1) | |
= n+ n=0 n-+

serie armonica con signos alternados, por lo cual es convergente.

El intervalo de convergenciaes 0 < x < 2 obien (0, 2]
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0 (X_Z)n+1

n=0 (n+1)3""!

V.86 Considérese la serie determinar su intervalo de

convergencia

SOLUCION:
(X_z)n+2
s po e _ (n+2)3"7 _ (x=2)""(n+1)3"" _
a, (x-2)"" (x=2)""(n+2)3""
(n+1)3"!

c_(x=2)(n+1) :( n+1 Jx—z

(n+2)3 n+2 3
o = lim r:x—2 lim n+1:x—2(1):x—2
n— o0 3 n-»o n+ 2 3 3
X — X—-2
pl<l = <l = -1«< <l = -3<x-2<3
Esto es -1<x<5

En los extremos de este intervalo

. . 0 (_3)n+1 0 (_1)n+l
e Si x=-1 la serie queda Z —_— = Z ——— que es la
nso (n+1)3" n=o N+1

serie armonica con signos alternados, por lo que es convergente.

0 3n+1 0
e Si  x=35, resulta la serie > = >
n=0

1
n=0 (n+1)3""
divergente por ser la serie armonica.

1
n+1

que es

Por lo tanto el intervalo de convergencia es 1 < X <5 que puede

escribirse [ -1, 5)
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2n+1

: . : : - X
V.87 Determinar el intervalo de convergencia de la serie Z —
n=o (2n+1)!

SOLUCION:
X2(n+1)+1

Pl B _ [2(n+1)+1]' x> (2n+1)! x>

a, x 2+t X2 (2n+3) (2n+2)(2n+3)

(2n+1)!
. 2 1 )

Luego p=limr=x"lim =X (0)=0
n—oo n—>o (2n+2)(2n+3)

Como debe tenerse \p\ <1 para que la serie converja, se concluye
que la serie converge para todo valor real de x . El intervalo de
convergenciaes IR

0 (_l)nxn
n-o (N+1)(n+2)

V.88 Para la serie obtener el intervalo de convergencia.

SOLUCION:
(_1)n+1 Xn+1
po B (n42) (n43) (D™ "™ (n+1) (n+2) _
a, (-1)" x" (-D)"x" (n+2)(n+3)

(n+1)(n+2)
:(—Ux(MJ):_X(n+g

r

n+3 n+3
. . nh+l
entonces p= lim r=p=-x lim —=-x(I)=-x, [p| <1 = |-x|<1
n— oo noow N4
estoes -1 < —x <1 queresultaser -1 < x < 1.
5 (D" (D" & 1
e Si x=-1,setiene ), EDED > —————— convergente.

= (n+1) (n+2) &5 (n+1) (n+2)

© "
e Si x=1, la serie queda > (=D
no (N+1)(n+2)

intervalo de convergencia es el intervalo cerrado —1 < x < 1 o bien [ -1, 1 ]

que es convergente. El
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n-1
. I . — (X-C .
V.89 Siendo ¢ > 0, considérese la serie Z (x=¢) y determinese su

n-1

n=1 Cc
intervalo de convergencia.
SOLUCION:
(x—c)"
a n n n-1
Pz B _ C _ (x=c)' c _ x-¢
a, (x—c)"! (x—c)"'c" c
Cn—l
Ahora,
. . X—C X—C
p = limr = Ilim : =
n— n—>oo(X_C)n— Cn C

La serie es convergente si | p| <1, estoes,

X—C
C

X—C

<l = -1« <] => -c<Xx-c<ctc = 0<x<?22c

En los extremos de este intervalo se tiene,

o0 i n-1 0
e Si x=0 queda Z(C)l =Y (-1)""". que es una serie
n=1 ¢"” n=

—_

divergente

n-1

c = . ,
= > 1 que también es una serie

n-1

o0
e Si x=2c la serie es Y,
n=l :1

=}

c
divergente.

Luego el intervalo de convergencia es el intervalo abierto 0 < x < 2c¢ O

(0, 2¢)
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0 _ n | . n
V.90 Dada la serie de signos alternados > (=D nt(x=4)
n=0 3”
determinar su intervalo de convergencia.
SOLUCION:
(=)™ (n+1)1(x—4)""
r - Any _ 3+l (_1)n+1(n+1)!(x_4)n+13n
& (-1)" nl(x-4)" (-1)" nt(x—4)" 3"
3n
r = L0 n+31 ) (x=4) ? lim r=w, luego la serie es convergente
n—oo

unicamente para X =0

n+1 (X+1)n+l

: : : - (-1
V.91 Obtener el intervalo de convergencia de la serie > (=1
n=2

n-1
SOLUCION:
(_1)n+2(x+1)n+2
P Bnn n _ DM+ (n=1) (=) (x+1) (n-1)
a, (-D"" (x+DH"! (-D"" (x+1)""'n n
n-—1

n-1 . . n-1
r=—-(x+1) —, p=Ilimr=—-(x+1) lim —— = —-(x+1),

n n— o n—-»wo N
pl<1 = [=(x+1)|<1, -l1<—-(x+1)<1 = -1<x+1<l1 luego

queda -2 < x < 0

En los extremos de este intervalo

0 _ n+1 . n+l o
e Si x=-2,setiene ) (=1) (1 D > ! | que es divergente.
n— =n-

n=2

0 —1 n+1
e Si x= 0, resulta la serie Z =D que es convergente por ser la serie
n=2 -

armonica con signos alternados. El intervalo de convergencia es
-2<Xx<0 o (-2,0]
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V.92 Determinar el intervalo de convergencia de la serie

0 (_l)n X2n—1
Zo (2n-1)!

SOLUCION:

( -1 )n+1 X2(n+l)—l

r_an+1 o [2n+) -1 (=)™ X (20— 1)!
a, (-1)"x>""! (-DH)"x>" (2n+1)!
(2n—-1)!
o Snen (-1)x° = -x’
a, 2n(2n+1) 2n(2n+1)
p=limr=-x> lim ;z—xz(O)zo
n— oo n>o2n(2n+1)

Siempre se tendra \ p \ < 1 por lo cual el intervalo de convergencia es el conjunto

de los numeros reales.
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V.93 Paralaserie Y
n=0

(x+3)"
2n

determinar el intervalo de convergencia.

SOLUCION:

Aplicando el criterio del cociente,

(x+3)"
P o o™ o (x+3)™2" x+3
a, (x+3)" (x+3)"2"! 2
2n
Asi que p=lim r = lim X+3 _ x+3
n—o n—swo 2 2

+3

T X X+3
'p| <1 implica = <l = -1<

<l = -2 <x+3 < 2porlo

cual queda el intervalo —5 < x < —1. Analizando la serie para los valores

extremos de este intervalo,

o0 (_2)n _ 0

e Si X =-5,queda Z Z (-1)" que es divergente.
n=0 2" n=0
. & 2" & . y
e Si x = -1, resultala serie Y = > 1" que es divergente también.
n=0 2" n=0

Por lo anterior el intervalo de convergencia es el intervalo abierto -5 <x< -1 0

bien (-5, -1).
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n+1_n
4

[e¢]
. X . .
V.94 Sea la serie E YTy obtener su intervalo de convergencia
— N+
n=0

SOLUCION:

Al aplicar el criterio del cociente se tiene que

4n+2Xn+l
f_ % n+4 4™ X" (n+3)  4x(n+3)
a, 4n+lxn 4n+lxn (n+4) n+4
n+3
o= lim r=4xlim "3 Zax(1) = 4x
n— o n—-wo N +

‘p‘<1 - ‘4X‘<1 = -l<4x<1l = —i<x<4

Analizando la serie para los valores extremos de este intervalo

1 1)"
w4n+(_j i} n ) n
. Six:—i,setiene > 4 :ZM:4Z(_1)

n=0 n+3 oo N+3 n=o N+3
que es convergente.

4_n+1 l !
4 o4
— = que es
n=0

. 1 . &
e Sj X = —, la serie queda
4 | Z‘b n+3

divergente.

Por lo anterior se concluye que el intervalo de convergencia es el intervalo

semiabierto — que puede escribirse [ - 41‘ , 1 ) .

4

|
|-
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V.95 Obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién f ( X)=senx .

SOLUCION:

Como se sabe la serie de Maclaurin se puede escribir:

f(x)=§:0 fk“!() X =C,+C Xx+C,x +C,x’ +...
donde
C”:f(n;!(O)
En este caso, f (X) =senx , entonces f(0)=sen0=0
f'(x)=cosx , entonces f'(0) =rcos0 =1

f"(x)=-senx , entonces f"(0) =-—sen0 =0
f"'(x)=—Cc0SX, entonces f"(0) =-cos0 = -1

fV(x)=senx , entonces f''(0)=sen0 =0
fY(x)=cosx , entonces f¥(0) =cos0 =1

f'(x)=—senx , entonces f ' (0)=-sen0 =0

Asi que para f (X) = senx

f(0), f'(0) , f"(0) > FM(0) v,

f(x)=

(X) = =+ S (
Esto es:

senx = Q4 Ly Oy (5D s 0w T

or 1 21 31 41 |
3! 51 71

Por lo cual

= _1 n 00 _ n+l1
senx = Z ¥X2n+1 o bien, San:Z sznﬂ

oo (2n+1)! o (2n+1)!
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V.96 Determinar el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcion f ( X)=cosX .

SOLUCION:

Sea f (x)=cosx , luego, f (0)=cos0 =1
f'(x)=-senx , entonces f'(0)=-sen0 =20
f"(x)=-cosx , entonces f"(0) =—-cos0 = -1

f""(x)=senx , entonces f"(0)=sen0=0

fY(x)=cosx , entonces fY(0)=rcos0=1
fVY(x)==-senx , entonces fY(0) ==sen0 = 0
fY'(x) =—-cosx , entonces f"Y'(0)=-cos0 = -1

Sabiendo que

o0 (n)
f(x)= Z fn' x" , para f (X) = cosx queda:
n=0 -
cosx =1 Ly D2 0 1 e 0 D ye
1 21 31 41 51 6!
cosX:l—ix2+ix4_iX6+_”
21 41 61
0 _ n+2 0 _ n+1
Estoes, cosx = Y, (Gl D RVEL Bt bien, cosx = Y. (=D ey
iz (2n)! [ 2(n-1) ]

o todavia

© -1 n 0
COSX = z:o ((Zn))! X’
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V.97

Desarrollar en serie de Maclaurin la funcion f (x) = 11.
X +
SOLUCION:
1 . 1
Como f(x)=— , se tiene f(0) = =1
X+1 0+1
' 1 ' 1
Ahora, f'(X)=—————, entonces f'(0)=—"—F=-
(x+1) (0+1)
2 2
f'"(X)=—————-, entonces f"(X)=———=
(x+1) (0+1)
6 6
f"'(X):——4,entonces f"(0)=—=-6
(X+1) (0+1)°
fIV(X):i , entonces fIV(O):L:M
(x+1)° (0+1)°
120 120
fV(X):——6, entonces fV(X):——6=—120
(x+1) (0+1)
Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin se tiene,
L D 2,0 (56 24 (2120) s
X +1 1! 21 3! 41 5!
1 _ 1 2 3 4 5
—— =1=-X+X =X +X =X +...
X+ 1
Esto es
b =i(—1)nxn o bien b =i(—1)n*1xrH
x+1 =0 x+1 55
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V.98 Obtener los primeros tres términos no nulos de la serie de Maclaurin de la

funcion

f (x)=tanx.
SOLUCION:
Teniendo f (x)=tanx resultaque f (0) =tan0 = 0 como
f'(x)=sec’x , entonces  f'(0) =sec’0=1
f"(x)=2sec’xtanx , entonces f"(0) =2sec’0tan0 = 0
f'"(x)=2sec*x+4tan*xsec’x , porloque

f""(0)=2sec*0+4tan’0sec’0=2(1)+4(0)(1)=2

v 3 2 2 2
f (x)=8sec xsecxtanx +4tan x 2 secx secxtanx + 8tanx sec” x sec” X =

fV(x)=8sec’xtanx +8tan’x sec’ x + 8tanx sec ' x , luego
fY(0)=8sec*0tan0+8tan’0sec’0 +8tan0sec’0 =
fY(0)=8(1)(0)+8(0)(1)+8(0)(1)=0

fv (x) =8sec’xsec’x +8tanx 4 sec’ x secx tanx +

3 2 2 2
+8tan" x2secxsecxtanx +8sec x3tan xsec X +

3 3 4 2
+8tan" X4 sec” xsecxtanx + 8 seC X sec” X =

fV(x)=8sec’x+32tan’xsec x16tan" x sec’ x + 24 tan” x sec ' x +
+32tan”x sec’ X X + 8 secx =

1“V(x)=83ec6x+88tan2 sec’x+16tan” sec’ x + 8 sec’ x , asique

fV(O):Ssec60+88tan20sec40+16tan40 sec’0+8sec’0

f7(0)=8(1)+88(0)(1)+16(0)(1)+8(1)=8+8=16

Sustituyendo en la serie de Maclaurin,

tan x i0+lx+0+2x3+o+ﬁx5
1! 31 51

) 2 2
fanx = XxX+—XxX"+—X
3 15
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V.99 Obtener un valor aproximado de SeCX determinando con la serie de Maclaurin

los tres primeros términos no nulos

SOLUCION:
f (x) = secx : entonces f(0)=secO0=1
f'(Xx)=secxtanXx ,  entonces f'(0)=secO0tan0=1(0)=0

f'' (X) = secxsec’X +tanX secxX tanX = sec’ X +tan’ X secX , por lo que
f"(0)=sec’0+tan’0secO0=1+0(1)=1
f''" (x) = 3sec’Xxsecxtanx +tan’ X sec X tanx + secx 2 tanx sec’ X =
f'"' (x) =3sec’xtanx +tan’ X secX + 2 tanx sec’ x =
f''"" (Xx) = 5sec’ X tanx + tan’ X sec , luego
f""(0)=5sec’0tan0+tan’0secO0=5(0)(1)+(0)(1)=0
fV(x)=5sec’xsec’x5tan x 3 sec’ x secx tan x +

+1tan’ x secx tanx + secx 3tan” x sec” X =
fV(x)=5sec’x+15tan”x sec’ x +tan" x secx + 3 tan” x sec” x
fY(0)=5(1)+15(0)(1)+0(1)+3(0)(1)=5
Al sustituir estos valores en la serie de Maclaurin queda:

Sec X i1+0+ix2+0+ix4
21 41

. 1 2 5 4 . T T . T 57[4
seCX =1+—X"+—X" si X=— = sec| — |=1+—+
2 24 4 4 8 6144

sec ( % j =1 +0.39269 + 0.07927

sec ( L j = 1.4796
4
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V.100 Desarrollar en serie de Taylor la funcion f(x) = ———l——;— alrededor de
(X+1)
X =1

(x+1)?

N
(x+1)°

f'(x) = _ 6
(x+1)*

P”(x):—u—iﬁ——

(x+1)°

Se observa que

I
~1)", entonces f"(1) _(x+1)

n
(x+1)""2 2"t (=) aue

al sustituir en la serie de Taylor queda:

1 2 (1) ,
_ ' _fa -1
(x+1)2 ()+nZ::1 TR

(D" (x+1)

1 _l © 2n+1 B n
(x+1)2 4 +nz—:l n! (=h)

I 1 & (D" (x+ ) (x=1)"
(x+1)2 4 +nz=l Hn+l

1 1 1 & (1-x)"
TETIRE R ey AR
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Escribir tres términos mas y obtener la forma del término enésimo de las siguientes

sucesiones

v.101 2,4,8,16,..

V.102 1,—1,1,—1,
23 4
Vv.103 0,1, 2, 3,...
X2 X3 X4 X5
v.104 —, ——,6 =, 6 =
3 5 7 9
V.105 1, , 4,

V.106 1,—1,1,—i,
4 9 16
vior 3,2, 4 8L
2 6 24
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Si se sabe que

1 1 1
a) l+—+—-—+4+ —+... esconvergente y
4 9 16
b) g+§+ﬂ+§+... es divergente,
3 4 5 6

determinar el caracter de las siguientes series por el criterio de comparacion:

1

V.108 + ...
12

+

Wl
_|_
ol
+
Ol

V.109 3+2+§+§+...
3 4

V.110

Wl
+

V.111 1+2+3+4 +...

V.112 —+1+
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Emplear el criterio del cociente para establecer el caracter de las siguientes series:

o0 5n
V.113 Y —

viia Y

S
I

—
>

[M]s
‘:

V.115

n=1 3"

0 nn
v.iie > o

n=1 !

— N
V117 ),

n=1 22n

o0 3 n
V.118 Zn(j

=N

0 |
viie >

n=1 8”
vizo Y 3*0

=
Il
-
w
=
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Para cada una de las siguientes series, determinar si son divergentes o convergentes,

en el caso de ser convergente calcular su suma:

0 4n+2
v.iizr o Y ———
1 3

v.iizz 3
n=1 2”
z 1

v.123 >,
n=1 7”

V.124 i (0.08)"
V.125 i (—

vize Y (

V.127 i 2"

V.128 i 100(0.5)"

V129 z[ ! _”

>
Il
=
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V.130

Se deja caer una pelota desde una altura de 10 metros y rebota

sucesivamente hasta quedar en reposo. Si la altura que alcanza en cada

rebote es de 1% de la altura que tomé en el bote anterior, calcular la

distancia vertical total recorrida por la pelota.

Determinar el caracter de las siguientes series:

V.131

V.132

V.133

V.134

V.135

1 2 3 4
S-S+ ==+
2 3 4 5
1- . + L —£+
2 3 2
1 2 3 4
3 5 7 9
P S
4 9 16
1 1 1
-1+—-=-—=+ —= -
4 27 256
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Determinar si las siguientes series son absoluta o condicionalmente convergentes:

0 _ n
V.136 )] (=3)

n=1 n3

0 _ n
V.37 ), (=2)"

n=0 n!
v.138 Y (—1)“*1ﬂ

n=0 n+1

0 |
V.139 Z M

n=1 n110"

© _ n+l -n-1
v.i40 (=) 5

n=1 (n+1)2 4n+2

0 _ 2n+1
V.141 Z %

0 _ n-1
V.142 Z¢

n=1 \/F

& (-1)"n
V.143 Y

n®+1

>
Il
[N
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Obtener el intervalo de convergencia de las siguientes series

© n
v.iaa > X
n=1 n + 2

- X
V.45 o

n=1

© LWL
VEVT I Sl S

=1 n2°

v.iar Y 4nn(2X_1)n

v.148 > nl(2x-1)"
n=1
x nx"
V.49 )

1.35....(2n—1)

>
Il
[
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V.150 Z %
nca h(n+1)

o _ n
V.151 Z &

n=1 n5"

© _ n 2n-1
visz 3 (FL)X

n=1 (Zn_l)!

2 pn?x"
V.153 >’

n=0 10"

v.iss Y 3K

Z  (x=5)"
=1 3" (n+1)"

V.155
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Obtener la representacion en serie de Maclaurin de las siguientes funciones:

V.56 f(x)=
x—1

V.157 g (x)= L

X+ 2

1
V.158 h(x)=—F"
(x-1)2

) 1

V.159 i(Xx)=

1-x
V.160 '(x)—#
| ==Xy
V.161 k(x)=—L
' (1-x)°

Vv.162 | (x)=sen2x

V.163 m(x) = 4cos x>
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Obtener la representacion en serie de Taylor de las siguientes funciones:

V.164

V.165

V.166

V.167

V.168

V.169

V.170

f(x):)l(

-

g(x)="_—

[N

h(x) = senx

i (Xx) = cosx
() = ——
(x) = —
m(x) = —
T

alrededor de

alrededor de

alrededor de

alrededor de

alrededor de

alrededor de

alrededor de
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