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Leer el enunciado del problema
Identificar plenamente qué se pide,
qué se pretende optimizar
Trazar, cuando sea posible, un modelo geomeétrico
y darle nombre a las variables
Plantear un modelo matemadtico , en algunos casos
preliminar, que exprese en una funcidon
lo que se desea optimizar
Plantear el modelo matematico definitivo haciendo
uso de ecuaciones auxiliares que el enunciado
del problema evidencia junto con
datos ahi considerados
Resolver el problema y ver si es logica su solucidn
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De acuerdo con las normas del servicio postal
Internacional para paqueteria, la longitud del paquete,
mas el perimetro de su seccion transversal, no puede
exceder d€274.32 cm o £

“ ) Determingﬂﬂasdete con forma
de prisma rectangular de v en maximo que es
aceptado por el servicio postal

1) Determinar las dimensiones del paquete con forma

de cilindro circular recto de volumen maximo que
es autorizado por el servicio postal
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[CORREOS
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[l_"—‘- Fﬂ CORREOS
= A DE MEXICO

V =Xyz
X+2y +2z2=274.32



EXTREMOS. PROBLEMAS DE APLICACION

L =yz+ A
L =XZ+ 24

Y

L =Xy +24
L =X+2y+272-274.32
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vZ+A=0 = A=-yz

XZ+24=0 =—=> A= X

Xy+21=0 = A= ad

7
> >
Xy X
—yZ = - z==
Ye=T >
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X+2y +22—-274.32=0

2 2
X+2| =|2+2| = |=274.32
2 2
3IX=2/432 = x=91.44

X=91.44cm
y =45.72cm

Z=45.72cm
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VA
X+2m7 =274.32
| = 77°X + /l(x + 277 — 274.32)
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L = 77°X + /1(X + 277 — 274.32)
L =nz°+2

L =27zX+27A

L =x+27z—274.32
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72°+21=0 = A=-xz°

27X+ 274 =0 = A =-zX

g7’ =—-7X = X=xZ
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X+27n7—-2/74.32=0
X =7mZ

w7+ 277 —-274.32=0
3nxz—-274.32=0

2:9144 — x=91.44

7T
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. ‘\

.:Paraweonducw agua para riego, a través de una
‘barranca se necesita construir un canal de seccidn
trapezoidal y estoﬁ\:cﬁ:e con una hoja de lamina
cuyo ancho es de 90cm. Calcular la longitud de Ia
seccion del canal en su base, asi como el angulo
de inclinacion de sus taludes, de“l'aizm,g\nera que el
canal tenga maxima capacidad =
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En problemas como éste, los modelos
geomeétrico y matemadtico, asi como una
adecuada asignacion de las variables, son
fundamentales

La maxima capacidad del canal se presenta
con la maxima drea de su seccion, por lo que la
funcion a maximizar es el area de la seccion
que equivale, segin el modelo y las variables en
él contenidas, al area de un trapecio. Asi, para
este caso, se sugiere el siguiente modelo
geomeétrico
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( 90 —2x + 2xCcosé |
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J 920 —2x +2xCcosf |

B 90 — 2x |

|‘ '|

El area de un trapecio estd dada por A = %(B + b)h

Y con los datos de este problema se tiene que

A= o[ (90-2x+2xc050) +(90-2x) |xsend

— l[] 80—4x+2xcos@]xsem9 = (90—2x+xcos€)xsen6’

2
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A = 90xsenf — 2x%senf + x*sen@cos

Ahora se deriva parcialmente con respecto a las
variables "x" y "@" conlo que se obtiene:

Z—A = 90sen@ — 4xsenf + 2xsenfdcos b
X
= Qsen9(45—2x+xcose):0 (1)

% = 90X CcOs@ — 2x° cos@ — x*sen’d + x* cos* @

= 90xC0Os 8 —2x2 cos 6 — x2 (1 — cos? 6’) +x2cos26
= 90X COsO —2X*CcosO — X° +2x*Ccos° 6
— x(9OcosH—2xcosH—x+2xcosQ6?):O (2)
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2senf(45-2x+xcosf)=0 - (1)
x(?OcosH—Zxcosé’—x+2xc0326’)=O - (2)

90 —2x +2xcosé |

|A

|‘ 'l

X X sené
N Y }

|< 90 —2x ’I

En estas ecuaciones se ve que senéf y X no pueden ser
nulas, es decir, valer cero ya que entonces no habria
canal, luego estas expresiones quedan como:

45-2x+xcosfd=0 --- (3)
20Cc0osO —2XCOSO — X +2Xxcos*0 =0 --- (4)
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45-2x+xcosd@=0 --- (3)
90cosf—2xcosf—x+2xcos’ =0 --- (4)

En la primera ecuacion se despeja cos@ vy se sustituye
en la segunda de donde se obtiene:

2X — 45
X

90(2)(_45j—2x(2x_45j—x+2x(2x_45j

COS@ =

2

=0

X X X

180x% — 4050x — 4x°> + 90x% — x> + 8x°> — 360x? + 4050x =0
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X =0

3x°>—-90x* =0 = 3x2(x—30)=0 —
X =30

El Unico valor factible es el segundo por lo que:

x=30cm

Se obtiene ahora el correspondiente valor del angulo g

2x-45. __ ,_2(30)-45
X 30
= 6=angcos(0.5) = 6=60°

CcCOSsf =
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Con estos valores, que constituyen el Unico punto critico,
se garantiza que la capacidad es mdaxima. Luego, la
capacidad del canal es maxima cuando la longitud de
sU seccion en la base es de:

90-2(30)=30cm

Y el dngulo de sus taludes es de 9 = 60°

60 cm

\ I 30cm I /
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Una sonda espacial con la forma del elipsoide de
ecuaciéon 4x*+y’+4z°=16 entra ala atmésfera de la

Tierra y su superficie comienza a calentarse. Después de
una hora, la temperatura en el punto (X, Y,Z) sobre la
superficie de la sonda es

T(x,y,z)=8x"+4yz-16z+600

Determinar el punto mas caliente sobre la superficie de
la sonda y obtener esta temperatura maxima que
alcanza en dicho punto
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Para resolver este problema se considera que la funciéon
objetivo, es decir, la que se requiere optimizar, es la
funcion temperatura. Y por otro lado, la ecuacion que
define geométricamente a esta sonda espacial es la
restriccion del problema

De acuerdo con lo expresado, la sonda en el espacio es
como la de la figura
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El modelo geométrico de la sonda, situado en el
espacio cartesiano es como el de la figura
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Se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange,
luego el modelo matemdtico con el que se trabaja
considera a la funcion objetivo, es decir, la de la
temperatura, mas la restriccion (la ecuacion del
elipsoide) por un multiplicador, de donde:

L:8x2+4yz—1éz+c’>OO+/1(4x2+y2+4ZQ—16)

Se obtienen las derivadas de esta funcion de Lagrange,
se igualan a cero y se realizan operaciones algebraicas
con las ecuaciones obtenidas, de donde:
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L:8x2+4yz—1éz+600+/1(4x2+y2+422—16)

L =16X+38XA

L, =4z+2y/

L =4y -16+8z4

L, =4x* +y*+4z° -16
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T 16x+8x4=0 = A=-2

47+2yA1 =0 — /1:—2
Y
4y -16+821=0 = /1=42_y - (3)
Z
4x° +y? +47°-16=0 - (4)
Al igualar se obtiene:
_2:_% = Z=Yy - (5)
0 AT 44y = YR (6)
27 4
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Se sustituye un resultado en el otro y

y-4
4

z=% — 47-7--4 = 37--4

y =2 Z

Z_—ﬂ 4 Y_—ﬂ
3 3
Se sustituyen estos valores en la ecuacion
4X° +y*+4z°-16=0 - (4)

y se obtiene:



EXTREMOS. PROBLEMAS DE APLICACION

4x° +y? +4z°-16=0 --- (4)
2 2
ax? 4| =2 sl 22 J1620 = a2+ 10004 140
3 3 2 9

=  4x? —16—@ —  4x* = 64 — x:J_rﬂ
9 9 3

Por lo tanto los puntos mas calientes de la sonda son:
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Y la temperatura en estos puntos es de:

T(X,y,z)=8x"+4yz—16z+600

R ORC SR
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Y la temperatura en estos puntos es de:

T(X,y,z)=8x"+4yz—16z+600

(Yol oSS (e
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Problema de aplicacion

Una persona desea construir una pirdmide energética de
base cuadrada y con un cierto material especial que
cuesta $100/m? . El volumen debe ser de 9\/5 m’ .
;Cuanto deben medir el lado de la base y la altura de la
pirdmide para que el costo del material empleado sea el
minimo?
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El modelo geomeétrico es:

~

y (apotema)

v
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4 A

y (apotema) y:\/)§+22

X
< \__2 /
La base es un cuadrado y la superficie lateral se
obtiene del producto del perimetro de la base por el
apotema, dividido entre dos. Y el apotema se obtiene
por el teorema de Pitagoras del tridngulo de la figura.
Asi, el costo del material, que es la funcidn objetivo, se
obtiene como:
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X2

—

4x\/
C =100x2 +100 g —  C=100x2 +100xX? + 472

Y la restriccion es el volumen de la pirdmide, es decir,

2
Vz% ; %—9\/_ =  X’Z= 27[

Luego la ecuacion de Lagrange queda como:

[ =100x2 + 100x+/ X2 + 472 +/1(x22—27\5)
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L =100x2 +100x~/x2 + 472 +/1(x22—27\/§)

Se calculan las derivadas parciales:

a_LZQOO)H_]OOx( X j+]OO\/x2+422 + 2XZA

OX N
ol 200xyx? +4z% +100x? +100(x? + 422 ) + 2xzAX* + 42°
ox N

200X/ X2 + 472 + 200x2 + 40072 + 2XZANX2 + 472 =0
8—L:]OOX( 4z ]+x2/1
04 Jx2 4+ 47°
47
JX2 + 47

400xz

+x°1=0
JX2 + 47

1OOXE j+x2/1:0 =
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%:xzz—27\/§ — x%27-27J2=0

200X/ X2 + 472 + 200x2 + 40072 + 2XZAN X2 + 472 =0
400xz

JX2 + 472

En la segunda ecuacion se despeja el multiplicador y
se sustituye el resultado en la primera, de donde:

400z
XA/ X2 + 472

200X~/ X2 + 472 +200x2 + 40022 + 2xz/X2 + 477 (— 400z j —0
x\/ X% + 472

+x°1=0

A=-
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200x+/X2 + 472 +200x2 + 40022 — 80022 = 0

XX + 472 + X2 —272 =0
XA X2 + 472 =272 — 2

X? (x2 n 422) — 47 —Ax?7%? + x*

X* + 4Ax%7% = 47* — 4x°7% + x*

8x°z°—-47*=0 = 422(2x2—22):0

N
I
O
<
N
I
I+
S
N
1
5
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Z:\/EX

Se sustituye esta ecuacion en la que se obtuvo al igualar
a cero la derivada parcial con respecto al multiplicador y

ti X
se tiene 2 _27\/5 0

2\2x—2742 =0 = X° :&

J2
X=3 ; z:\/ix — 2:3\/5

Con estas dimensiones el costo es minimo y es igual a:

C =100x2 +100x+/X? + 47>

C=100(3)’ +1oo(3)\/32 +4(3ﬁ)2 = C=3600
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Por lo tanto, el costo minimo de la piradmide, que es de
$ 3600 se presenta cuando el volumen es de 9./2 m?,
el lado de la base de 3 M y su altura de 3./2 m

4 I
32 m

3m

\___ 3m s
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Se quiere construir un tanque para almacenar petroleo,
con laforma de un cilindro circular recto, que debe tener
una capacidad de 20,000 7 . Los materiales empleados
en su construccion, tienen un costo de:$ 1,000 / m?
paralabase, $ 500/ M~ paralatapa y$ 2500 / m?
para la superficie lateral. ; Qué dimensiones debe tener
este tanque para que el costo de los materiales empleados
sea el menor posible? Determinar también este costo
minimo
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Solucion
Para resolver este problema de optimizacion se utilizara
el método de los multiplicadores de Lagrange y resulta
evidente que el costo de los materiales constituye la
funcion objetivo y el volumen fijo es la restriccion a que

debe sujetarse. El fanque es como:
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Modelo geométrico con sus datos:

V =90,000 ¢ =90,000 dm’> =90 m’
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< >
I~ g

La ecuacién de Lagrange es:

L =10007zr? + 500r? + 2500(27#0) n
+A (ﬂrzd - 90)
[ =15007r% + 50007zra + A (ercJ _ 90)
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Se obtienen las derivadas parciales
y con ellas el o los puntos criticos

[ =15007r% + 50007ra + A (nrQO _ 90)

% = 30007zr + 5000ra + 27raA
G_L = 50007r + 7r*A

oQ

6—L = 7r*a—-90

oA
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3000zr + 50007a + 27xral =0
1500r +2500a+raa =0

50007r + 7zr°a =0
5000r +r°2 =0

1500r + 2500a

fe
1500 2500

d r

50rOOr I 5oroo (@)

1 =

= A=
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1500 2500
_ _ (])

S10/00)
D — e o o 2
a r (2)

r

A =
Se igualan estas ecuaciones y

1500 2500 5000

@) I I
1500 _ 2500 4 5007 = 25004
a I
- 2500a oA

1500 3
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Se sustituye este valor en la ecuacion ain no utilizada y

ele

E)
2570’ B
5"

r’a—-90=0 r

2
ﬂ(%)j a-90=0 =

70

O:\/Q(QO) — a=2.177
257

5(2.177
rz%a N (3 )~ re3.608
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Problema de aplicacion

Los cursos de dos rios, dentro de los limites de una region
determinada y con respecto a un sistema coordenado,
son, en forma aproximada, una parabola y = X* y una
recta x—y —-2=0. ;cuadl es la menor longitud de un
canal recto con el que se pueden unir y cuales son las

U Union con los rios?

.
o
-
=X

coordenadas del canal en s

e e — -
g S S ,}p}gf:-* — s
- - -« -

e

-~
.
=
— T,
I

R
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En este problema se desea saber cual es la longitud
minima de un canal que una a estos dos rios, luego esta
es la funcidn objetivo, la que se debe optimizar. Los rios,
de acuerdo con un sistema coordenado determinado se

graficarian como:

(X:71)

N
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El modelo geomeétrico es el siguiente
Yy =X°

(X %)
capdl

ey

La distancia entre los dos rios, que es el modelo
matemadtico preliminar, esta dada por:

gz\/(xz_)ﬂ)z"'()/z_%)z

Sea L=0% L=(x—x,) +(V,-¥,)
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Como los puntos de contacto del canal con los rios
pertenecen a sus tfrayectorias, entonces satisfacen sus
ecuaciones, luego se puede escribir

Yo=X=2 Y V=X

Luego el modelo matematico definitivo es:
L=(x, —x])2 +(x2 —2—x]2)2

L =X +5Xx7 —2XX, + 2X5 — 2X.X, — 4X, + 4

Se deriva parcialmente la funcidn y se igualan a cero
las derivadas parciales para obtener los puntos criticos:
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L =X +5X7 — 2XX, + 2X5 — 2X.X, — 4X, + 4

S—L = 4x.°> +10x, — 4x,X, — 2X,
X]
S—L _ _Ox2 4+ 4x, —2x — 4
X2
4%.° +10x, —4xx, —2X, =0 - (1)

~2X.° +4x, —2x,—4=0 - (2)
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3 _
4% +10x, —4xX, =2X, =0 -+ (1)
2 _
~2X? +4x, — 2%, —4=0 -+ (2)
De la segunda ecuacion se tiene que:

X? X

X, =—1+—+]
2 2

Se sustituye en la primera y:

2 x X? X

L1+ 1|2 L+=2+1[=0
2 2 2

4% +10x, — 2%,> = 2X.> —4x, — x> —=x, —2=0

2x> —3x7 +5x,-2=0

X

4x> +10x, — 4x,
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2x> —3x7 +5x,—2=0

Se obtienen las raices y se llega a:
]
(x] = Ej(Qxf — 2X, + 4) =0

Como se observa, la ecuacion tiene una raiz real y dos
complejas, luego el punto critico esta dado por:

2
LR
[ X2 X, . 2) 9

X, == ; X,=—+—=4+1 ; X,= + £ +1
2 2 2 2 2
2
IR
(QJ 2 1] 11
X, = +=+]1 = X, ==+—+1 = XxX,=—
2 2 3
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I R
=5 0 XS g
Es evidente que este punto critico corresponde al minimo de la
funcion y para efectos de ilustrar el criterio de la segunda
derivada se comprobara. Asi,

2
a—L:Afxf’+10x1—4x1x2—2x2 = a—2:12x12+10—4x2
OX, OX,

2
O iy, —2x -4 = SL_y4
0X, 0X,

0° L
OX,0X,

= —4Xx, -2
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2 2 2
Ol yox2410-4x, ; SEto4 o OE 40
OX; OX, OX,0X;
PL L (LY
H(X1'X2) T2 Ay 2
OX;" OX, OX,0X;

H(X,.X,) = (] 2X,’ +1O—4x2)(4)—(—4x1 -2y’
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Por lo tanto se tiene un minimo. Se obtienen los valores
correspondientes de las ordenadas y

y]_X] ’ YQ:XQ_Q ’ X]:E , )(2:g
S (1) 1 LN, 5
2 4 ' 27 g 3
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L m_s
24 8" 8
2 2
(= \/(x2 -%) +(Y,=¥))

z=ﬁ=\/(u—ij2+(—§—lj2 z:% = (01.24
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Problema de aplicacion

En un almacén cuentan con$ 3600 y deben construir una
caja en forma de paralelepipedo rectangular. Los costos
incluyen mano de obra y los procesos de unidon de los
materiales, que para la base hene un costode $7/5/ m?
y para los lados de $ 150 / m°. Determinar las dimensiones
de la caja de mayor volumen, sin tapa, que se puede
construir con ese dinero y calcular también ese volumen
maximo.

3 :
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En este caso, se pide que el volumen sea maximo, luego
es la funcion objetivo y el hecho de contar con una
cantidad fija de dinero constituye una restriccion. El
modelo geométrico, con sus magnitudes variables y
constantes es:

|‘

$ 3600
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La funcion objetivo es:
V =Xyz
y la restriccion es:
75xy +2(150)xz +2(150)yz = 3600
/5xy + 300xz + 300yz = 3600
XY +4xz + 4yz = 48

Entonces la ecuacion de Lagrange estd dada por:

L =Xyz + A(Xy + 4xz + 4yz — 48)
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L =Xyz + A(Xy + 4xz + 4yz — 48)

Se obtienen las derivadas parciales, se igualan a cero y
con ellas se alcanza el o los puntos criticos que

solucionan el problema

oL

8—X:yz+(y+4z)l
8—L:xz+(x+4z)/1
%%

oL

P Xy +(4x + 4y ) A
oL

— =Xy +4xz2+ 4yz — 48
Y] 4 4
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yz+(y +4z)A =0
XZ+(x+4z)A=0
Xy +(4x+4y)1 =0
Xy +4xz + 4yz — 48 =0

_ ___ Yz
yZ+(y+4z)A=0 = A= S+ 4z
XZ+(x+4z2)A=0 = A=- X

X+ 47
Xy +(4x+4y)A=0=> A=- XY

4X + 4y
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_yZZAfZ :_xj:ZAfz = XY +4yZ=Xy +4xz

y =X
=  AXZ+4yz =Xy + 4XZ

]
7= i34
4

2
Y +4z 4Xx + 4y

Se sustituyen estas ecuaciones en la Ultima derivada
parcial igualada a cero y

Xy +4xz +4yz—-48=0

x(x)+4x(%xj+4(x)(%xj—48 =0




EXTREMOS. PROBLEMAS DE APLICACION

3x? =48 = x’=16 = x=+4

X=4m ;, y=4m , z=1m

4m

V, =4x4x1 .. \/M:]ém3



EXTREMOS. PROBLEMAS DE APLICACION

MUCH ~S

Pablo Garcia y Colomé



