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Prodlogo

La intencién de esta obra es dar a conocer las ventajas que tiene el manejo del ope-
rador derivada y sus aplicaciones en los procesos de derivacion e integracion de ciertas
funciones y consecuentemente en la solucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes, cuyo término independiente lo

constituye esos tipos de funciones.

Pues es bien sabido que gran cantidad de fenémenos fisicos estan representados ma-

tematicamente por estos tipos de ecuaciones y sistemas.
A lo largo de ésta obra se demostraran cada una de las propiedades y aplicaciones.
Se pretende con estas herramientas, que tanto el profesor como el alumno resuelvan de

manera mas dinamica los problemas que involucran ecuaciones y sistemas de ecuaciones

diferenciales de estos tipos.

Joel Gomez

Jesus Edmundo Ruiz Medina
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Propiedades del Operador derivada y
sus aplicaciones a las derivadas y a

las ecuaciones diferenciales

1.1. Primera propiedad del operador derivada

Sea x la variable independiente, aunque en otros casos puede ser t 6 cualquier otra

letra previamente establecida.

Se define a:

D = % como el operador primera derivada
2 .

D? = dd? como el operador segunda derivada
3 .

D3 = dd? como el operador tercera derivada
n ;. .

Dr = Cﬁv—n como el operador n-ésima derivada

Consideremos para esta primera propiedad, funciones del tipo exponencial es decir:

f(X) — e:I:ax

donde a es un escalar o constante.

Aplicando el operador derivada a éste tipo de funciones

+ax _  d tazx _ +azx
De = J-e = =ae

2
D26:I:ax — #eiax — a2e:|:ax

3
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3
D3€:I:ax — ddﬁeﬂ:az — :I:&?)ezl:ax
Dneﬂ:ax — dcicn e:ta:c — (j:a>ne:|:aa:

Sumando miembro a miembro se tiene:

De:tax+D2e:ta:v_'_D3e:tax_i_“._i_Dne:I:ax — :l:ae:tam+(:l:a)2€:taw+(:|:a>3e:|:ax+”._i_(:l:a)ne:tax

+a

Factorizando ahora en ambos miembros e*®* se obtiene:

[D+D*>+D*+ ..+ D"| e = [£a+ (£a)® + (£a)® + ... + (£a)"] e

si en esta expresion designamos a la sumas de términos en D como P(D) (PoLinOMIO

DIFERENCIAL O DERIVADA) y a la suma de términos en a como P(a) se reduce a:

P(D)e*™ = P(+a)e™™ (1.1)

Ejemplo 1.1 Obtener la siguiente derivada

3 2
d_(gei’w) 4 8d_

7 o (8e**) + 20(8¢™™)

factorizando en esta expresién 8e3* y sustituyendo las derivadas por el operador derivada

correspondiente tendremos:
T3 T8 5+20 (8¢**) = [D?® + 8D* + 20] (8¢**)

aplicando la ecuacién (1.1) el resultado es:

3 2

d 3x d 3x 3x 3 2 3z 3x
ﬁ(&z )+8@(Se ) 4+ 20(8¢*) = [(3)® + 8(3)* + 20] (8¢**) = 952e

Ejemplo 1.2 Obtener la siguiente derivada

d? d?
ﬁ(gef?’w) + 8@(86*330) +20(8e3%)
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—3x

factorizando en esta expresion 8e™°* y sustituyendo las derivadas por el operador derivada

correspondiente tendremos:

d? d? —3x 3 2 —3x
T 8o 20 (8¢7%) = [D® + 8D* +20] (8¢~™)

aplicando la ecuacién (1.1) el resultado es:

d3 —3x d2 —3x —3x 3 2 3x —3x
1.1.1. Aplicacion de la primera propiedad del operador deri-
vada a las ecuaciones diferenciales ordinarias
Esta primera propiedad puede aplicarse también a la determinacion de una solucion
particular (y,), de una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes; esto es, de

la ecuacién (1.1) donde P(4a) es una constante y P(D) una funcién escalar, podemos

entonces premultiplicar dicha expresion por:

() ()

(P(ia)) <P(1D)) P(D)ete = (P(:lt a)) (P(lD)) P(ta)ete

por lo tanto tenemos que

y obtener

(poy) = = prae™ 2

Nota:Se debe hacer notar que en la expresion (1.2),(%) corresponde al

polinomio inverso de P(D) y que representa realmente procesos de integra-

cion.

Ejemplo 1.3 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial lineal no
homogénea:
d2
Py gy
dz? dz
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SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D> =3D +2)y=0
(D-1)(D—-2)y=0
D1:1,D2:2

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial homogénea es:
{ GI, €2a:}
por tanto la solucién homogénea de la ecuacion diferencial es:
Yp = 01636 + OQ@ZU

Nota:En P(D) = (D —1)(D —2), D significa (D= 1), si en la ecuacion
caracteristica se conserva esta misma letra, entonces serd considerada como
un simbolo algebraico y no como operador derivada; es decir (D —1)(D —2) =0

por lo tanto D, =1 y Dy = 2 , raices de la ecuacion caracteristica.

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Aet®
y, = 4A4e'
y; = 16Ae*

sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos:

16Ae*™ — 3(4A4e*™) + 2(Ae'™) = 10e*”
6Ae” = 10e*

_10_5
A_6_3

por tanto la solucién particular es:
)
Yp = et

3
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Solucién particular:
Empleando Operador Diferencial o Derivada

De la ecuacion (o)

(D* = 3D +2)y, = 10e*

Yo = [prmspps) 10

Aplicando a ésta expresion la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:

10 490:964:0:?6&%

PR 3@ 2 T 6 3

por lo que la solucion general es:

5
y(x) = Cre* + Coe®™ + §e4x

Ejemplo 1.4 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial lineal no

homogénea:

d’y  dy

—= =3 +2y=10e" . ...
T2 35 T2y =10e (8)

SOLUCION

Solucidén homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D*—3D +2)y=0
(D~1)(D~2)y =0
D1:1,D2:2

donde en el conjunto fundamental de solucion es:
{6x7 62115}

siendo la solucién homogénea:
Yp = C’lem + 612623c

Solucién particular:
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De la ecuacion ()
(D? — 3D +2) y, = 10e~*

Yp = [prapra] 1067

Aplicando a ésta expresion la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:
10 —4x 10 —4x 1 —4z

T o34 +2° 30" 3¢

Verifiquemos la solucién particular

(D> —3D+2)ie® = 10e*
((—4)? —3(—4) +2) e 10e~4*
(16 +12 4 2) e~ 10e4*

30p—dw 10e4*

3
10e % = 10e %

por lo que la solucion general es:
X 2x 1 —4x
y(X) = Cle + Cze + ge

Los casos de repeticién de raices se resuelven con la tercera y cuarta propiedad, mas

adelante.

1.2. Segunda propiedad del operador derivada
Consideremos en este caso funciones de tipo senoidal y cosenoidal como:
sen(ax + b), cos(ax + b), sen(ax), cos(ax)

donde a y b son ntimeros reales.
Sea
f(x) = sen(ax + b)

Aplicando sucesivamente el operador derivada a ésta funcién hasta la cuarta derivada

tendremos:

Dsen(az +b) = Lsen(ax +b) = acos(ax +b) (1.3)
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D?*sen(ax +b) = %sen(ax +b) = —a’*sen(ar +b) (1.4)
D3sen(az + b) = %sen(am +b) = —a*cos(az + b) (1.5)
D*sen(ax +b) = %sen(aaﬁ +b) =a*sen(az + b) (1.6)

De las expresiones anteriores se observa que la funcién trigonométrica sen(ax+0b) se repite
en (1.4) y (1.6) donde D? es sustituida por —a® y D* por (—a?)? = a®.

Ejemplo 1.5 Realizar la siguiente operacion

3 2

d d
%sen(&r +2)+ @sen(&r +2)+ %sen(?)x +2)

Factorizando la funcién sen(3x + 2) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
[D? + D + D] sen(3z + 2)

Al desarrollar se tiene:
[(D*)D + D* + D] sen(3z + 2)

[(D*)D + D? + D] ps__ysen(3z + 2)
[(=9)D + (=9) + D] sen(3z + 2) = [-8D — 9] sen(3x + 2)
[-8D — 9] sen(3x 4+ 2) = —8Dsen(3x + 2) — 9sen(3z + 2)
—24cos(3x + 2) — 9sen(3x + 2)
Ejemplo 1.6 Realizar la siguiente operacion

3 2

d—cos 20 —4 —|—d—cos 2v — 4 —|—icos 20 —4
da da? dx

Factorizando la funcién cos(2z — 4) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
[D? 4+ D* + D] cos(2z — 4)

Al desarrollar se tiene:

[(D*)D + D? + D] cos(2x — 4)
[(D*)D + D* + D] s__,cos(2z —4)
[((=4)D + (—4) + D] cos(2x — 4) = [-3D — 4] cos(2x — 4)
[—3D — 4] cos(2x — 4) = —3Dcos(2x — 4) — 4cos(2x — 4)
6sen(2x — 4) — 4cos(2x — 4)
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1.2.1. Aplicacion de la segunda propiedad del operador deriva-

da a las ecuaciones diferenciales ordinarias
La demostracién de ésta propiedad considerando operadores inverso es similar a la
demostracion de la primera propiedad, tomando en cuenta la siguiente férmula de Euler:

e® = cos(f) + isen()

Una aplicacién de esta propiedad la tenemos en la determinacion de una solucién parti-

cular (y,) de una ecuacién diferencial.

Ejemplo 1.7 Obtener la solucion general de la siquiente ecuacion diferencial:

Py _dy
T2 + 5% + 6y = 20cos(4x)

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D?+5D+6]ly =0
(D+2)(D+3)]y=0
D1:—2,D2:—3

cuyo conjunto fundamental solucion es:
{67217 673:1:}
por lo que su soluciéon homogénea se presenta como:
Yy = 0167233 + 026731

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp, = Acos(4x) + Bsen(4zx)
y; = —4Asen(4x) + 4Bcos(4x)
y, = —16Acos(4z) — 16Bsen(4x)



1.2. SEGUNDA PROPIEDAD DEL OPERADOR DERIVADA 11
sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos:
—16Acos(4x)—16Bsen(4x)—20Asen(4x)+20Bcos(4x)+6Acos(4x)+6Bsen(dx) = 20cos(4x)
Agrupando:

[—10A 4 20B] cos(4x) + [-20A — 10B] sen(4x) = 20cos(4x)

resolviendo el sistema:
—10A 4+ 20B = 20

—20A—-10B=0

se obtienen: 5 A
A=——-B=-

5 5

al sustituir las constantes previamente obtenidas se tiene:

2 4
Yp = —gcos(4x) + gsen(4m)

Solucién particular:

Empleando el Operador Derivada.

[D? + 5D + 6]y, = 20cos(4x)

Yo = [prriprs] 20cos(4x), D? = —16

1
yp = [m 20008(43?)

Yp = [M} 20cos(4x) = [ﬁ 4eos(4x) = [ﬁ] dcos(4z)

RT . D+2 .
Multiplicando el operador inverso por 555 se tiene

Yp = L] (g—ﬁ) 4cos(4x)

Yp = —35 |[—16sen(4x) + 8cos(4x)]

yp = —ascos(4x) + g sen(4x)
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donde la solucién particular es:
2 4
Yp = —5003(495) + gsen(élw)
Por lo que la solucién general buscada es:

2 4
y(x) = Cie > 4 Cae > — gcos(4x) + gsen(4x)

Ejemplo 1.8 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

Py | dy
a2 + 5% + 6y = 20sen(4x)

SOLUCION

Solucién homogénea:

Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D?+5D+6]y =0
[(D+2)(D+3)]y=0
D1:—2,D2:—3

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial es:
{67217 673:2}
por lo que la solucién homogénea se presenta como:
Yy = 016721 + 0267396
Solucién particular:

[D? + 5D + 6]y, = 20sen(4x)
20sen(4z), D* = —16

1
Yp = m 2086'”(41’)

Yp = [—(5[)1_10)] 20sen(dx) = [5(532) sen(4x) =4 [(D1_2)] sen(4x)

Y = [ 5776
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D42

Multiplicando el operador inverso por =5 se tiene
4 5] (532) sen<4w)
( D) sen(4x), D* = —16

yp, =4 [( ?;T) } sen(4x)

=4 [(D+2)] sen(4x)
Yp = —36 |D + 2] sen(4z)

Yp = —3 [4cos(4x) + 2sen(4x)]

Siendo nuestra solucién particular

4

Yp = —5005(4x) - gsen(élx)

Verifiquemos nuestra solucion

[D*+5D +6]y, = 20sen(4x)

[D? + 5D + 6] (—2cos(4x) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

[—16 + 5D + 6] (—1cos(4z) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

[5D —10] (—2cos(4z) — 2sen(4z)) 20sen(4x)

[D — 2] (—4cos(4x) — 2sen(4x)) 20sen(4x)

16sen(4x) — 8cos(4x) + 8cos(4x) + 4sen(4x) 20sen(4x)
20sen(4x) = 20sen(4x)

Por lo que la solucién general buscada es:

4 2
y(x) = Cre™®* + Cye ™ — gcos(4x) — gsen(4x)

1.3. Tercera propiedad del operador derivada

En estd propiedad se considera una funcién cualquiera de z, llamada u(z) multiplicada

+ax

por la funcién exponencial e=** es decir:

f(x) = e™ u(x)

Aplicando el operador derivada en forma sucesiva a la expresién anterior se obtiene:



14 1. PROPIEDADES DEL OPERADOR DERIVADA

dac< ptaz u(z)) = D(e ia:vu<x)) = ei‘wD(u(x)) + ei‘w(:lzau(:v))
( ia:pu<x)) iax(D + a)u(:ﬁ)
D2(e**u(z)) = D(e ﬂm(p +a)u(z)) = ¥ D(D + a)u(r) + e**(+a(D + a)u(x))
D=0 u(z)) = ¢ [D(D % a) + %a(D + )] u(z) = (D + )*ul)

Generalizando:

D" (e**u(z)) = e*** (D £ a)" u(x) (1.7)

Esta propiedad nos permite anteponer la exponencial al operador derivada, afectando éste
ultimo tnicamente a la funcién u(z).

Si en lugar del operador D aplicamos a éste tipo de funciones un P(D), entonces:
P(D)e™™u(x) = e*™P(D + a)u(x) (1.8)

Ejemplo 1.9 Obtener:
(D*+2D — 6) e*"sen(4x)

SOLUCION

Empleando la ecuacion (1.8) podemos reducir la expresion anterior a:

e*[(D + 2)? +2(D + 2) — 6]sen(4x)
e**[D? + 4D + 4 + 2D + 4 — 6]sen(4x)
e**[D? 4+ 6D + 2]sen(4x)

aplicandole a esta iltima expresion la segunda propiedad el operador diferencial se obtiene:

(D*+2D —6) e**sen(4z) =  €*(—16+ 6D + 2)sen(4x)
e** (6D — 14)sen(4x)

e** [6D(sen(4x)) — l4sen(4x)]

= ¥ [24cos(4x) — 14sen(4x)]

finalmente
(D? + 2D — 6)e**sen(4x) = 24e**cos(4x) — 14e**sen(4x)

Ejemplo 1.10 Obtener:
(D?+2D — 6) €**cos(4x)
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SOLUCION

Empleando la ecuacién (1.8) podemos reducir la expresién anterior a:

e*[(D + 2)* + 2(D + 2) — 6]cos(4xz)
e**[D* + 4D + 4+ 2D + 4 — 6cos(4x)
e**[D? 4+ 6D + 2]cos(4x)

aplicandole a esta tltima expresion la segunda propiedad el operador diferencial se obtiene:

(D*+2D — 6) e**cos(4z) = €**(=16 + 6D + 2)cos(4x)
= e?*(6D — 14)cos(4x)
= ¥ [6D(cos(4r)) — 14cos(4x)]
= ¥ [—24sen(4z) — 14cos(4z)]

finalmente

(D? + 2D — 6)e**cos(4x) = —24e**sen(4x) — 14e**cos(4x)

1.3.1. Aplicacion de la tercera propiedad del operador derivada

a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Demostracion de esta propiedad considerando operadores inversos.

Si en la ecuacién (1.8) hacemos el siguiente cambio

se tendra:
1
P(D Tax — :I:axP D+ - -
(De [P(D - a)} vie) = P(D £a) {P(D - a)} v(@)
P(D)e**® _ v(x) = e ()
P(D +a)
premultiplicando ambos miembros por ﬁ

7| "0 [ 0= [ |
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[%} ey (x) — et {@1 v(x) (1.9)

Una aplicacion de esta propiedad la tenemos en la determinacién de una y, de una ecua-

cién diferencial.

Ejemplo 1.11 Determinar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:
Yy + 6y + 11y + 6y = 8> cos(3x)
SOLUCION

Solucién homogénea:
Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacion diferencial

COoImao:

[D3+6D? +11D + 6]y =0
[(D+1)(D+2)(D+3)]y=0
Dy =—1,Dy=-2,D3=-3

donde el conjunto fundamental de solucién se presenta como:
{e—x’ 6—21:’ 6—395}
por lo que la solucion homogénea se expresa
yn = Cre™" + Coe™ ™ + Cye™™

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Ae**cos(3z) + Be**sen(3x)
A[—3e**sen(3x) + 2e**cos(3x)| + B [3e**cos(3z) + 2e**sen(3x))
[—5e**cos(3z) — 12e**sen(3z)] + B [—5e**sen(3x) + 12¢*cos(3z)]
[

Y, =
Yy, = Al—
= A[—46e*cos(3z) — 9e**sen(3x)| + B [—46e**sen(3z) + 9e**cos(3x)]

"

sustituyendo en la ecuacion deferencial:

[—48A + 114B] e**cos(3x) + [~114A — 48 B] e**sen(3z) = 8e**cos(3x)
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Resolviendo el sistema:

_4A8A + 114B = 8
_114A — 48B = 0
se tiene: 2 -6
22 vV B=
1275 7 1275

por lo que la solucion particular es:

32

2x
T e“Tsen(3x)

e*cos(3x) +

Y= 1275

Solucién particular:

Empleando las Propiedades del Operador Derivada

(D?*+6D* + 11D + 6) y, = 8e*cos(3x)

Yp = [D3+6D21+11D+6} 8e**cos(3x)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

cos(3x)

_ 2 1
Yp = 8e [(D+2)3+6(D+2)2+11(D+2)+6]

yp = 8e* | cos(3x)

1
D3+12D2+47D+60}

Aplicando la segunda propiedad del operador derivada

— ]2 1
Yyp = 8™ D(D2)+12D2+47D+60} cos(3z)
— Qp2 1
Yp = 8e** D(_9)+12(—9)+47D+60] cos(31)
Yp = 8¢ [35p 5] cos(3z)
multiplicando por gggiig

Yp = 8€2x [ 1 ] (38D+48) 608(356

38D—48. \38D+48
yp = 8e¥ [ EB ] cos(3x)
yp = 8e* [%] cos(3x)
y = ge? [BEIB] co5(3x)
Yp = —1ea556>" [38D(cos(3x)) + 48cos(3x)]
Yp = —1ea55€" [—114sen(3z) + 48cos(3z)]
yp = =" sen(3x) — 1= cos(3x)

17
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por lo que la soluciéon general buscada es:
y(X) = Clefx + Czeizx + C3e*3x

e**cos(3x) + e**sen(3x)

© 1275 1275

Ejemplo 1.12 Determinar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

y 46y + 11y + 6y = 8e**sen(r)

SOLUCION

Solucién homogénea:
Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacién diferencial

CcOomo:
[D3 +6D%+ 11D + 6]y = 0

(D+1)(D+2)(D+3)]y=0
Dy =—1,Dy=—2 D3 = -3

cuyo conjunto fundamental de soluciones es:
{677, e72 =30}
por lo que la solucion homogénea tendra la forma:
yp = Cre™" + Coe ™ 4 Cye™3°
Solucién particular:

(D®+6D? 4+ 11D + 6) y, = 8e**sen(z)

Yp = [m] 862968671(,%)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

— 2z 1
yp = 8e |:(D+2)3+6(D+2)2+11(D+Q)+6:| sen(z)
— 2x 1
Yo = 8¢”" | prrrapesanven) sen(a)

Aplicando la segunda propiedad del operador derivada
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yp = 8e** [D(D2)+1252+47D+60 sen(x)
yp = 8 [D(_1)+12(_11)+47D+6o sen(x)
y, = 8e** b sen(x)
P 46D + 48
. 46D—4
multiplicando por 42 Ho 42
@ 46D—4
Yp = 8¢* | 5pras) (Z5p=1s) sen(x)
Yp = 8¢* | srigpr—a301) sen()
yp = 8e** % sen(x)
yp = 8¢ [180=8] sen(z)
Yp = 4420 e** [46 D(sen(x)) — 48sen(x)]
Yp = — g €" [46cos(x) — 48sen(x)]
Yp = —12e*cos(x) + 1o-e*sen(z)
Verifiquemos dicha solucion
(D®+6D? + 11D + 6) (—2=e*"cos(z) + o= sen(x)) 8e*sen(x)
2" (D +2)3 4+ 6(D +2)? + 11(D + 2) + 6) (— 2= cos(z) + 110586”(1”)) 8e* sen(x)
e* (D® + 12D + 47D + 60) (— 12z cos(x) + Thozsen(z)) 8e* sen(x)
€2 (=D — 12+ 47D + 60) (—22-cos(z) + 1?25 sen(z)) 8e**sen(z)
e** (46D + 48) (— = cos(x) + fe=sen(x)) 8e* sen(x)
e (BZsen(x) + figtcos(x) — %cos(m) + P sen(x)) 8c*sen(x)
2 (B sen(z)) 8e**sen(z)
8e**sen(x) = 8e**sen(x)
por lo que la soluciéon general buscada es:
92 96
y(x) = Cie ™ + Coe 2 + Cge > — 1105e2xcos(x) + 1105 sen(x)
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1.4. Cuarta propiedad del operador derivada

Las funciones a considerar en éste caso son:

donde r es un entero positivo,aunque puede ser cualquier niimero real.
Sir=1
f(x) = zu(z)

aplicando sucesivamente el operador derivada tenemos:

[(x + —)D”] u(z) = D" (u(x)) + == (D")(u(x)) (1.10)

Sir=2

D(z*u(x)) = *D(u(x)) + 2zu(z)
D(x2u(x)) = [(m " %)w] u(z) = [ 4oLy £ D] e
D?(z?u(x)) = D [2*D(u(z)) + 2zu(z)] = 2> D?*(u(z )) + 42D (u(x)) + 2u( )

D?(2%u(z)) = [(x + %)2 DZ] u(z)

D™M(z?u(z)) = [(x +-Ly? Dn] u(x)

Generalizando:

{(H d%)QD”] u(z) = 22 D" (u(z)) +2xd%(D”)( (z)) + %(D”)(U(m)) (1.11)

En general:
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D" (z"u(z)) = [@; + %)TD"} u()

Si en lugar de D se tiene un polinomio P(D) la expresién cambia a:

P(D)x"u(x) = [(X + %)‘P(D)] u(x) (1.12)

Esta propiedad nos permite anteponer, el polinomio en = al operador derivada, afectando

tnicamente a la funcién u(zx).

Ejemplo 1.13 Obtener:
(D? +8D* + 3D + 2)z%e*

SOLUCION

Un primer procedimiento es usando la tercera propiedad del operador derivada
(D® +8D* + 3D +2)z*¢* = €™ [(D +2)° + 8(D +2)> + 3(D + 2) + 2] 2

Desarrollando:

e* [(D*+6D*+ 12D + 8) + 8(D* + 4D + 4) + 3(D + 2) + 2] a?
e [D? 4+ 14D* + 47D + 48] 2*
e* [D3(x?) + 14D?*(2?%) + 47D (2?) + 48z?]
e** [28 + 94x + 4822

Reacomodando se tiene:
[48x? + 94x + 28] e

Un segundo procedimiento es usando la cuarta y primera propiedad del operador derivada.

Aplicando la cuarta propiedad

(D +8D% + 3D + 2)2%e* = [(z + 45)%(D? + 8D* + 3D + 2)] e**
[(:pQ + 224+ £ Y(D? +8D% +3D + 2)} 2
2%(D? 4+ 8D? + 3D + 2)¢* + 2L (D? + 8D? + 3D + 2)e* + £, (D? + 8D 4 3D + 2)e”
22(D? 4 8D? + 3D + 2)e2” 4 22(3D? + 16D + 3)e2* + (6D + 16)e
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Aplicando la primera propiedad

22[(2)% + 8(2)% + 3(2) + 2]e* + 2x[3(2)? + 16(2) + 3]e*® + [6(2) + 16]e>*
22(8 4+ 32 + 6 + 2)e¥ + 22(12 + 32 + 3)e®® + (12 + 16)e?”
12(48)e*” + 2x(47)e** + 28e*”

[48%2% + 94x + 28] €2*

Ejemplo 1.14 Obtener:
(D*+8D* —5D* + 3D — 4)zsen(2z)
SOLUCION

Una forma de soluciéon es empleando la tercera propiedad del operador derivada ,em-

pleando la sustitucién sen(2x) por e?*!, donde
e = cos(2x) + isen(2x)

Nota:Obsérvese que el término que involucra al seno es la parte imagi-

naria de la expresion.
(D*+8D* —5D* + 3D — 4)ze*
Aplicando la tercera propiedad

2 ((D + 2i)* + 8(D + 2i)® — 5(D + 2i)? + 3(D + 2i) — 4)z
e?(D* + (8 + 8i)D? + (—29 + 48i) D? + (—93 — 52i)D + (32 — 58i))x
e?1((=93 — 52i)D + (32 — 58i))x
e ((=93 + 32z) + (=52 — 58x)i)

Reacomodando

(=93 + 32z) + (=52 — 58x)i)e?*
(=93 + 322) + (=52 — 58x)i)(cos(2x) + isen(2z))

Desarrollando

[(—93 + 32z)cos(2z) + (52 + 58x)sen(2x)] + [(—93 + 32z)sen(2x) — (52 + 58x)cos(2x)]i
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como se hizo notar antes la funciéon seno involucra a la parte imaginaria en la repre-
sentacién e?* por lo que tomaremos dichos términos como solucién de la ecuacién, esto
es:

—58xcos(2x) + 32xsen(2x) — 52cos(2x) — 93sen(2x)

Un segundo método es aplicar la cuarta propiedad

(D*+8D* —5D? + 3D — 4)zsen(2z) = [(z + 45)(D* 4+ 8D* — 5D* + 3D — 4)] sen(2x)
= z(D*+8D% — 5D? + 3D — 4)sen(2z) + (4D* + 24D* — 10D + 3)sen(2x)

Aplicando la segunda propiedad

2(D*D* +8D?D — 5D?* + 3D — 4)sen(2x) + (4D?D + 24D? — 10D + 3)sen(2z)
z((—4)(—4) + 8(—4)D — 5(—4) + 3D — 4)sen(2x) + (4(—4)D + 24(—4) — 10D + 3)sen(2x)
(16 — 32D 4+ 20 + 3D — 4)sen(2x) + (—16D — 96 — 10D + 3)sen(2x)
z(—29D + 32)sen(2z) + (—26D — 93)sen(2z)
x(—29D(sen(2z)) 4+ 32sen(2x) — 26D(sen(2x)) — 93sen(2x)
x(—5h8cos(2x) + 32sen(2x)) — 52cos(2x) — 93sen(2x)

Desarrollando

—58xcos(2x) + 32xsen(2x) — 52cos(2x) — 93sen(2x)

1.4.1. Aplicacion de la cuarta propiedad del operador derivada

a las ecuaciones diferenciales ordinarias

Demostracién de esta propiedad considerando operadores inversos

Si en la ecuacién (1.12) consideramos a r = 1, esta se reduce a:

P(D)zu(zx) = {(a: - d%)P(D)] u(x) = zP(D)u(z) + P (D)u(x)

Si hacemos u(z) = [P;D)} v(x) y sustituimos en la expresién anterior se tendra:

P(D): [otss] () = «P(D) [5] vie) + [58] vie)
= rv(T) + ];((g))} v(x
xv(zx) = P(D)x [P#D)] v(x) — [1;/((5))] v(x)
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premultiplicando por ﬁ

#to7] 2 =[] o~ [coime]

Finalmente:

7o) =0 = | (++ ) 7z o o

P(D)z?u(z) = [(x + L)’ P(D)] u(z) = [(x + 204+ L (D) | u(x)
P(D)z*u(z) = 2*P(D)u(x) + 2P’ (D)u(zx) + P (D) (x)

Si hacemos u(z) = [P(;D} v(x) y sustituimos en la ecuacién anterior tendremos
P(D)2? {p(%)] v(z) = 22P(D) [ﬁ] )+ 22P' (D [W] [P(D)} v(z)
P(D)a? | 57| v(@) = 22 <>+2x[P<D] v(@) + |5 ()} e

2%v(z) = P(D)a? { > (11))} (@) — 22 {];((zl)))) v(:p)] - {1:(%))%(@}
premultiplicando por 5
=2 [+ sG] - i

Por la ecuacién (1.13):

o7 |20y = =2 |(++ i) 7y | Py

)
1 P'(D) P(D)
S () = 9p | 1.1
#7271 = =2 [ o 2 g v
Si sustituimos (1.15) en (1.14) y premultiplicamos el iltimo término de (1.14) por };E—g =
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se tiene
/ 2[13’(D)]2 "
. P (D) P(D)P (D)
oy (@) = 2? [—PEJ“(@_Q“’[(P(D))?} +ror U@ ~ oy
2
o) = (v + 75) (%D)ﬂ v(@)
Generalizando: _ n
ey = | (x4 5 ) S v (1.16)
—x"VX)= | [x+ —= | =——|V(x :
P(D) \*"ap) PD)

De lo anterior concluimos que la cuarta propiedad es aplicable también a operadores di-

. . 1
ferenciales 1nversos< = D)>

Ejemplo 1.15 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial
(D2 —2D + 2) y = 8xe”
SOLUCION

Solucién homogénea:
(D*—2D +2)y =0
(D* =2(1)D + ((1)* + (1)?)
Di=1+44Dy=1—1

cuyo conjunto fundamental de soluciones se representa:
{e“cos(x), e"sen(x)}
por lo cual la solucién homogénea de la ecuacién diferencial es:
yn = Cre"cos(x) + Care®sen(x)

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Ae® + Bxe”
y, = Ae” + Blze” + €]
y; = Ae” + Blze® + 2¢”|
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene:

(Ae® + Blze® + 2¢”]) — 2(Ae” + Blze® + e*]) + 2(Ae” + Bze®) = 8xe”
[((A—2A+2A)+ (2B —2B)]e* + [B — 2B + 2B] ze® = 8xe”
Ae” 4+ Bxe® = 8xe”

donde se forma el siguiente sistema

Ae® = 0e®

Bxe® = 8ze”
cuya solucién es A = 0y B = 8§, esto indica que su solucién particular sera:
yp = Sxe”

Solucién particular:

Empleando propiedades del Operador Derivada
(D* — 2D + 2)y, = 8xe”

por lo tanto
1

== | 8ze®
Y {D2—2D+2] e

aplicando la cuarta propiedad

yp =8 (v + 35) [opra)
—2D+2

_ 1 x x
Yp = 8 [D272D+2} "+ 8 p=aptap ) €

aplicando la primera propiedad

w8 (g ) (ot o)« =

por lo cual la solucién general es

y(x) = Cie*cos(x) + Coe*sen(x) + 8xe*
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Ejemplo 1.16 Encontrar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial

(D* 4+ 4D + 4)y = te*cos(2t)

SOLUCION

Solucién homogénea:
(D?+4D +4)y =0
(D+2)(D+2)y=0

Dy =—2,Dy=—2

donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial es:
{e—%7 t€—2t}
por lo que nuestra soluciéon homogénea se presenta como:
Yp = 016_% + Ogte_%

Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados.
Yy, = Ae*cos(2t) + Be’'sen(2t) + Cte* cos(2t) + Ete* sen(2t)
Sustituyendo en:
(D* + 4D + 4)[Ae* cos(2t) + Be* sen(2t) + Cte* cos(2t) + Ete* sen(2t)] = te* cos(2t)]
Separando
(D? +4D +4)[Ae*cos(2t) + Be*'sen(2t)] y en (D* +4D + 4)[Cte*cos(2t) + Ete* sen(2t)]

Se tiene
(D? 4+ 4D + 4)[Ae* cos(2t) + Be* sen(2t)]

Aplicando la tercera propiedad
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(D 4+ 3)* +4(D + 3) + 4)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
e3(D? + 10D + 25)[Acos(2t) + Bsen(2t)]

Aplicando segunda propiedad

e3(—(2)? + 10D + 25)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
e3 (10D + 21)[Acos(2t) + Bsen(2t)]
€3 [(—20Asen(2t) + 20Bcos(2t) + 21Acos(2t) + 21Bsen(2t)]

Por otra parte
(D? + 4D + 4)[Cte* cos(2t) + Ete* sen(2t)]

Aplicamos primero tercera propiedad

e3((D + 3)2 + 4(D + 3) + 4)[Ctcos(2t) + Etsen(2t)]
e3(D? + 10D + 25)[Ctcos(2t) + Etsen(2t)]

Aplicando cuarta propiedad

e ((t+ 5)(D* 4+ 10D + 25)) [Ccos(2t) + Esen(2t))]
[te3t(D? + 10D + 25) + €3 (2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))

Aplicando segunda propiedad

[te3t(—(2)% + 10D + 25) + €3 (2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))
[te3' (10D + 21) + €3 (2D + 10)] (Ccos(2t) + Esen(2t))

Desarrollando:

te3t [—-20Csen(2t) + 20Ecos(2t) + 21Ccos(2t) + 21Esen(2t)] +
€3 [—4Csen(2t) + 4Ecos(2t) + 10Ccos(2t) + 10Esen(2t)]

Agrupando términos semejantes

te’ [(21C' + 20F)cos(2t) + (—20C + 21E)sen(2t)]

y
e [(10C + 4E)cos(2t) + (—4C + 10E)sen(2t)]
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incorporando la expresion antes calculada se forma el sistema

21A+20B + 10C" + e*cos(2t) = 0
(21A B C + 4F)ecos(2t)
(—20A +21B — 4C + 10F)e’sen(2t) = 0
(21C + 20E)te3cos(2t) = tedcos(2t)
(—20C + 21E)te¥sen(2t) = 0
cuya solucién es:
_ 130 244 2,20
© 2438977 24389 8417 841

sustituyendo estos valores en la solucion particular planteada obtenemos:

yp, = Aecos(2t) + BePsen(2t) + Ctecos(2t) + Ete* sen(2t)

Yo = —31o85€°tcos(2t) — F23%-e3tsen(2t) + 25tefcos(2t) + 2rtedsen(2t)

Solucién particular:

Empleando propiedades del Operador Derivada.

(D* + 4D + 4)y, = te*cos(2t)

Yp = mrriprite’ cos(2t)

Aplicando la tercera propiedad

yp = mte?’tcos(%)
_ .3 1
vy = € rramTTteos(2t)

3t

1
Yp = € priroprasteos(2t)

Aplicando la cuarta propiedad

yp = [(t + 35) (pormopaas)] cos(2t)

_ 1 2D+10
b = ¥ [t (5rrmimras) cos(2t) — priiripmpscos(20)|

Aplicando la segunda propiedad

1 2D + 10
= |t 2t) — 2t
=€ [<D2+1OD+25) cos(2) = Tpr 10D 1 2572 >1
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_ 1 2D+10
yp = € [t (—4+10D+25) cos(2t) — (—4+10J/5+25)2005(2t>}

b = € [t (s5m7) cos(20) — 2B ta0cos(20)|

_ .3 1 2D110

Yp =€ [t (10D+21) cos(2t) — 100D2+4—50D+441008(2tﬂ
_ 3 1 2D+10

Yp = € t(lOD-‘,—Ql) cos(2t) — 100(—4)+120D+441 cos(2t)

yp = e [t (10D1+21> cos(2t) — 43(?531 605(2t>]

c 1 10D—21 , 420D—41
al multiplicar por {77=51 Y 50p—a

10D — 21 40D? + 4118D — 41
yp = e {t (h) cos(2t) — (8 OD” + 4118 O) cos(2t)]

176400D? — 1681
Al aplicar segunda propiedad

10D — 21 4118D — 3770
yp = €3t |:t (w) COS(Qt) — (W) COS(Qt):|

Desarrollando

20 21 8236 3770
=te¥ | ——sen(2t) + ——cos(2t) | — ¥ 2 2
y, = te (8415671( t) + 841003( t)) e ( t) + >cos( t)

7or2s1 "2+ Tomst
Agrupando y simplificando

21 130 20 284
3t
- Zp e 2 Y cos(2t) 4 (ot — o 2t
V=€ {(841 24389) cos( )+<841 24389) sen( )}

Otra manera de atacar este problema es:

Aplicando la cuarta propiedad

Yp = prriprate’ cos(2t)
= (t+ L) [5rip] €¥cos(2t)
Yp dD) | D?¥4Dy4

yp =1t (m) €3tCOS(2t> — (wﬁz—gim> €3tCOS(2t)

Aplicando la tercera propiedad

— 403 1 3 2(D+3)+4
yp = te ((D+3)2+4(D+3)+4> cos(2t) — e (((D+3)2+4(D+3)+4)2> cos(2t)

o = 1€ (grrripras) cos(2t) — ¢ (riilas ) cos(2t)



1.4. CUARTA PROPIEDAD DEL OPERADOR DERIVADA 31

Aplicando la segunda propiedad

y, = te® (—10D1+21) cos(2t) — e <—(13g1§?)2> cos(2t)

yp = te” (10D1+21) cos(2t) — e (43554&21) cos(2t)

10D—21 . 420D—41
10D—21 Y 420D—41

10D — 21 840D? + 4118D — 410
y, = te (—) cos(2t) — e* ( i ) cos(2t)

al multiplicar por

100D?% — 441 176400D? — 1681

Al aplicar segunda propiedad

10D — 21 4118D — 3770
yp = teSt (T) COS<2t) — €3t <W) COS<2t)

Desarrollando

20 21 8236 3770
= te® | ——sen(2t) + ——cos(2t) | — e* 2t 2t
Y= 1€ (84156”( )+ et )) ¢ (70728136"( )+707281>COS( )

Agrupando y simplificando

21 130 20 284
=t — 2w+ (ot — —— 2t
A {(841 24389) cos(20) + \ 5a1! ~ 21389 ) )

por lo que la soluciéon general es:

21 1 2 284
y(t) = Cre %' + Cote 2 + &3 [( t 30 ) cos(2t) + ( 0 t 8 > sen(Zt)}

841 24389 841 24389

Nota:La aplicacion de la cuarta propiedad en operadores inversos solo es
aplicable cuando no existe repeticion de raices entre la solucion homogénea

y el término independiente, yd que esto implica la derivacion de %.

Como las derivadas de mayor orden del operador inverso,resultan més dificiles de ob-
tener cuando en z"u(z) , n aumenta de valor (n > 1); es preferible recurrir al siguiente
artificio.

Si tuviéramos que obtener:

1 2
= |7z
v= | Dr—2D+2
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La operacién es realmente una integral, pero podemos convertirla en una derivacién si

> > __1
dx? dx3 D2-2D+2

expresar como una serie infinita de términos en D; en donde el Ultimo término que nos

recordamos que < (z%) = 2 y que ademés 5 (2?) = 0 de modo que se puede

interesa es el de orden igual al grado del polinomio en z, es decir:
1, D D?
T3+ +...

2-2D+D*| 1
~—————

2
En forma ascendente _1 + D - %

2 D3

D+D -
D2 D3 D4
-5 -5 -7

por lo que:
B 1 2 1+D+D2+ 5
= pr—op+2)t T2t 2 )"

recordando que;D = %, entonces:

D(z?%) =2z
D*(2?) =2
D3(2?) =0

tenemos:

Tomando en cuenta, esto ultimo, la solucién particular del ejemplo anterior también se

puede obtener como:

1
— = | ]pe”
Yp {02—2D+2} e

factorizando el denominador

1 1
Yp [D?-QDH} e [(0—1)2“1 e

anteponiendo 8e”

b =8¢ [[(D n 1)1— 12 + 1] r=8e {D%H} v
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Como D?*(z) = 0 y D? aparece en el denominador del operador, esté término se puede

1 T -
D21t T Jor1|T "

] T = 8xe”

omitir por lo que

es decir:

Yy, = 8¢” [DQ—I—l

Otros ejemplos del caso anterior

- ! 15— 22 _ 5
W=\Diyspry2D—1) 0T T1 7

1
yp_(D3—2D2+D—1)x

—1—-D+--.
—1+D\ 1
—1+D

Yp=(-1-D)z=—-x-1

También es conveniente tomar en cuenta que:

separando en dos igualdades:

Ly =Q(x) = dy = Q(x)dx por tanto y = [ Q(x)dx
D(y) = Q(z) entonces y = [5] Q(z) = [ Q(z)dx

{%} Q(m):/ {/Q(x)dx] d

Del mismo modo:
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Antes de hacer otro ejemplo veamos los casos de raices complejas repetidas en el polinomio
caracteristico y en el término independiente de una ecuacién diferencial.

Realicemos las siguientes observaciones:

D(sen(2x)) = %(86%(21’)) = 2cos(2x)

Si consideramos a

Real Imaginaria
2z o - ‘
e = cos2x + isen(2x)

Observamos que sen(2x) aparece como coeficiente de 7 en la forma compleja de e**.

Procedamos a derivar ésta exponencial:
D(e*) = 2ie*™" = 2i(cos(2z) + isen(2z)) = —2sen(2x) + i(2cos(2x))

De acuerdo a lo anterior:

%(sen(Qx)) corresponde al coeficiente de ¢ en la derivada con respecto a x de €* en
forma compleja.

[gualmente:

4 (cos(2x)) corresponde a la parte real de la derivada respecto a x de ¢ en forma com-

pleja.
Esta propiedad se puede aplicar para obtener la solucién particular de una ecuacion

diferencial ordinaria con coeficientes constantes con raices complejas repetidas, como a

continuacion se ejemplifica:

Ejemplo 1.17 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
y' + 9y = 3sen(3x)
SOLUCION

Solucién homogénea:
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(D*+9)y =0
Dy = 3i, Dy — —3i

cuyo conjunto solucion es:

{cos(3z), sen(3x)}

por lo que la solucién se presenta como:
yn = Cicos(3x) + Cysen(3x)

Inmediatamente podemos observar por Q(x) = 3sen(3x), que se tienen raices complejas

repetidas en toda la ecuacién diferencial.

Solucién particular:
1
Yp = [m] 386”(31’)

Si aplicamos la segunda propiedad, el denominador se anula ya que D? = —9 y esto
confirma la repeticién de raices.
Consideremos que Q(x) = 3e3* en lugar de Q(x) = 3sen(3x), en cuyo caso tendremos

una solucion particular compleja que designaremos como y,; es decir:

= 3ix
Up = [DQ—I—Q] 3e

Aplicando la tercera propiedad se tiene:

5, = ¢ [ ) (3) = & [orapies) )

By = % (] (3) = 9 [(3) ] 3)
Yp = e (%) (%) =¥ (%) (—%) = —txe’”

Y, = —%x(cos(?)x) +isen(3z)) = %a:sen(?)x) +1 [—%xcos(Sx)}

Como Q(x) = sen(3x) y el seno corresponde al coeficiente de i de € en forma comple-

ja,tenemos que:

Yp = — §xcos(3x)
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por lo que la soluciéon general buscada es
1
y(x) = Cycos(3x) + Casen(3x) — Excos(?)x)
Ejemplo 1.18 Obtener la solucion particular de
(D? + 4D + 4)y = te cos(2t)

Empleando la sustitucién e? para la funcién trigonométrica y aplicar la tercera propiedad

esto es:
1 4.3t
Yp = Frriprite’ cos(2t)
_ 3t ta
Yp = D2+4D+4t€
T (3+2i)t
Yp = D2+4D+4t€
T — e(3+20)t 1 ’
Yp (D+342i)2+4(D+3+2i)+4
T — e(3+20t 1 "
Yp D21 (10149 D1 (214207)
Recordemos
1 _1044ip o

214200 (21+4200)2
(21+20) + (10 + 4i)D + D? | 1

1 1044i N 2
1 21+20¢D 21+201D

10444 (10+44)2 2 10444 3

21+201D + (21+20¢)2D + (214-204)2 2 D

entonces

T = o(3+20)t ¢

1
DZ+(10+47) D+ (21+203)

T (201 _10+4i
Yp = [21+202 (21+200) D]t
— (3420t 20 130 284 -
Up = e 841 841 i) — (3385 — 200 DIt

(2%
— i 21 130 284 -
Yp = (%) [(841t - 24389) + (= 841t + 31380)" il
Yp = egt[(82411t - 23;9) (— 841 24212;9) |(cos(2t) + isen(2t))

Ya que la solucién del problema involucra a la funcién cos(2t) tomaremos la parte real

del producto de la expresién anterior, esto es:

21 130 20 284
Yp =€ [(841 24389) cos( )+<841 24389)56"( )}

Notese que el ejemplo anterior se puede resolver de diferentes maneras, lo cual permite al

lector libertad en la eleccién del método de solucion. Ver ejemplo 1.16
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A continuacién se presentan dos ejemplos, en los cuales se puede observar la versatili-

dad de la aplicacion de las propiedades del operador derivada.

Ejemplo 1.19 Obtener:

AR
et In(x)
SOLUCION 1
d3 T T d 2 3
il In(x) =2"2%In(z) = (x+d—D) D?| In(z)

Como la maxima derivada es de tercer orden, desarrollamos conforme al binomio de

_1
Newton hasta el cuarto término (x + %) %: es decir:

11 sd 3 s d? 5 ¢ d? 5
[(m 2 — —gx 2—+§ZE 2dD2—1—6:13 de?)—l—...)D}In(x)

dd—;g)x_%fn(x) =27 2(D¥In(z) —

Sustituyendo estas tres expresiones en:

1
l(x—é — éx—%?;DQ + §x_gGD — Ex_% )] In(z)

8 16
se tendra:
daHIn() = a7 (F) = 307R0) (—3) + 780 (3) - FoE ()
2w itfot o+ daE - B iIn(a)
= By3 By 3In(x)

Ejemplo 1.20 Obtener

/ te3tcos(4t) dt

SOLUCION
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Empleando Integracion por Partes
/ tedlcos(4t) dt

u=t,dv=ecos(4t)dt
du=dt,v= [ecos(4t)dt

| e*cos(4t)dt
u = cos(4t) , dv = e3dt
du = —4sen(4t) = e’

[ e¥cos(4t)dt = Ledcos(4t) + 5 [ e sen(4t)dt

[ e*sen(4t)dt
u = sen(4t), dv = e3dt
du = 4cos(4t)dt , v = e
[ e¥sen(4t)dt = ze¥sen(4t) — 3 [ e¥cos(4t)dt

Donde
[ e¥cos(4t)dt = se¥cos(4t) + 5 (5€¥sen(4t) — 5 [ €*cos(4t)dt)
(1+ %) fe3tcos At)dt = $e¥cos(4t) + 4e3tsen(4t)
(2) [ e¥cos(4t)dt = se¥cos(4t) + 3e¥ sen(4t)
/e?’tcos(élt)dt = ieStcos(th) + ie?’tsen(élt)
25 25

Del mismo modo
/e sen(4t)dt = —iegtcos(élt) + iegtsen(éﬁ)
25 25
Entonces
/te3tcos(4t) dt =t 5 —elcos(4t) + ie?’tsen(llt) —/ 363t008(4t) + ie?’tsen(llt) dt
25 25 25 25

Desarrollando

= [ e¥cos(4t)dt = e cos(4t) + =€ sen(4t)

o= [ e3sen(4t)dt = —2e¥cos(4t) + =e¥sen(4t)
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Agrupando y simplificando

4 24
/te3tcos(4t) dt = %te?)tcos(élt) + 2—5t63tsen(4t) + ée cos(4t) — o5 sen(4t)

Empleando propiedades del Operador Derivada

a)
1
/te?’tcos(élt) dt = Ete3tcos(4t)
Aplicando la cuarta propiedad
[t + 5] () € cos(4t)
t(5) e*cos(4t) — (=) e¥cos(4t)
Aplicando la tercera propiedad

te’ (5ig) cos(4t) — ¥ (ﬁ) cos(4t)

(D_+3) cos(4t) — e* (M) cos(4t)

Aplicando la segunda propiedad

(W) cos(4t) — et (m) cos(4t)
ted (% (Df ) cos(4t) (M) cos(4t)
te” (53 (5=3)) cos(dt) — € (gp= (5pi7)) cos(4t)
te? (572 cos(4t) — ¥ (505705 ) cos(4t)
te®t (B=25) cos(4t) — ¥ (%) cos(4t)
te¥ 23 cos(4t) — e384 cos(4t)

te® (s sen(4t) + mcos(4t)) — €% (GEsen(4t) — gh=cos(4t))

Al agrupar y simplificar

3 4 7 24
/te?’tcos(élt) dt = %te&cos(llt) + 2—5t63tsen(4t) + &5 ¢ Seos(4t) — G5 ¢ S sen(4t)

39
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b)

Empleando la sustitucién e = cos(4t) + isen(4t) se tiene
3t L, rain
te>*cos(4t) dt = Bte

Aplicando la tercera propiedad
1y (3+4i)t
Bte( )
34di)t 1
el Diatail

1 1
3+4i (3+4i)2D+"’

(3+4)+D| 1

1
—1- 3+4iD
1 1 2
EwTE (3+4¢)2D
Aplicando algebra compleja se llega
13-4
3+4i 2
1 —7-24i
(3+4i)2 — 625
Por lo que la expresion
(3+4i)t 1 "
D+3+4i

es ahora expresada como

344t [3—4i | T+24i
e(F+40) [ %+ 625ZD]t

3444)t [3—4i 7424
e(3+40) [251t+ 6251}

3t [320t + T2 (cos(4t) + isen(4t))

Recordemos que en nuestra expresion existe un término coseno, por lo cual solo tomare-

mos los elementos reales del producto de la expresion anterior, esto es:

3 4 7 24
e3t [2—575005(415) + %tsen(élt) + @005(475) - @sen(élt)

Por tanto

3 4 7 24
/te3tcos(4t) dt = %te&cos(élt) + 2—5t63tsen(4t) + @egtcos(élt) - @6&86’”(415)
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1.5. Ejercicios Resueltos

1. Resolver la ecuacién diferencial
y” + 16y = >

Solucién homogénea:

Aplicando operador diferencial

(D2 4+ 16)y = 0
Dy = 4i, Dy = —4i

cuyo conjunto fundamental de solucién es:
{cos(4z), sen(4x)}
por lo cual la soluciéon homogénea se plantea como:
yn = Cicos(4x) + Cysen(4x)
Solucién particular:

(D? +16)y, = e**

Yp = [D2}|-16} e’

Aplicando la primera propiedad
_ 1 3 __ 1 3z __ 1 3x
Y= [D2+16] © - [(3)2+ 16] TN

por lo cual la solucién general de la ecuacién es:

1
y(x) = Cycos(4x) + Casen(4x) + %e:”x

2. Resolver

y 4y 4+ -y = 3xze”

Solucién homogénea:
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aplicando el polinomio diferencial se tiene

(D2+D+ Dy=0
[(D+ 5D+ 5]y =
Dl__§7D2 %

por lo cual la soluciéon homogénea es:

1 1
yp = Cre” 2% 4+ Coxe™ 27

Solucién particular:
(D*+ D + 1)y, = 3ze”
1 T
Yp = [m] 3xe

aplicando la tercera propiedad

— T 1
Yp = 3¢ [(D+1)2+(D+1)+§] v
— T 1
Yp = 3¢ (D2+2D+1 )+(D+1)+i} t
1
= 3e” [3D+f t

Como D?*(x) = 0 en el denominador D? no se toma en cuenta, es decir:

9
Z+3D 1

por lo que la soluciéon general es:

4 16
y(x) = Cie 2 + Cyxe 2% + 3xe —9°

X

3. Resolver

y// 4 6y/ + 9y _ 673‘%

Solucién homogénea:
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aplicando el polinomio diferencial se tiene

(D*+6D+9)y =0
(D+3)(D+3)]y=0
Dl :—3,D2:—3

cuyo conjunto fundamental solucion es:

{67396, Iei?’x}
por lo que plantearemos la solucion homogénea como:

yp = Cre " + Cowe™*

Solucién particular:

(D? + 6D + 9)y, = e~

v = [prrepms) e

Nota:Obsérvese que st aplica uno la primera propiedad se encon-
trara con una indeterminacion ya que el resultado del polinomio es
cero, lo que nos indica que existe repeticion de raices.

Para poder resolver dicho problema aplicaremos la tercera propiedad

_ =3z 1
Yp =€ [(D73)2+6(D73)+9] (1)

_ ,—3x 1
Yp=¢€ @ —6p79) re0-379 | (1

vp = ¢ [ 52] (1)

yp =€ (32)

_ 1,2 —-3x
yp = 5%’ e
Otra forma
_ 1 -3z
Yp = [D2+6D+9} €
_ 1 -3z
Yo = | o437 | ©

b= | raay]
Yp = e [ﬁ] (1)
yp = € (327)

1,2 -3z
Yp = 327€
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por lo que la soluciéon general es:

1
y(x) = Cie ?* + Coxe ™ + §X2873X

. Dada la siguiente ecuacion diferencial
y —y — 6y = 2sen(3x)

Obtener su solucién general.
Solucién homogénea:

Aplicando el concepto de polinomio diferencial se tiene
(D>~ D —6)y=0

(D—3)(D+2)y=0
Dy =3,Dy=—2

cuyo conjunto fundamental de solucién es
{ 63;v7 6—2x}
por lo que la solucion homogénea se plantea como:
yp = 1% 4+ Coe™>*
Solucién particular:

(D* — D — 6)y, = 2sen(3z)

Yp =2 | 555 sen(3z)

Aplicando la segunda propiedad

Yp = 2 [(_9)+D_} sen(3x)

6
yp = —2 [ﬁ} sen(3x)

D—15
D—

multiplicando por 5=
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yp:—Q[( 115) D—15

D+
Yp = —2 [;3:235] sen(3z)

(B5=12)] sen(3z)

aplicando la segunda propiedad

Yy = —2 [—( D13 } sen(3x)

—9)—225
Yp = 55:(D — 15)sen(3z) = 11=(D — 15)sen(3z)

Yp = 1= [[D(sen(3z)] — 15sen(3z)]

Yp = p=cos(3x) — 1= sen(3x)

Yp = 35c08(3x) — Zsen(3z)

[y

por lo que la solucion general es:

1 5
y(x) = C1e®* + Cae 2 + 5005(3)() - ﬁsen(i’,x)

5. Resolver
(D*+ D +1)y = cos(2x)

Solucién homogénea:

(D*+D+1)y=0

al resolver por féormula general se tiene

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

L V3 s V3
(& CcoSs 71' , € SEN TL’E

donde la soluciéon homogénea sera:

V3 V3
Cicos (7:16) + Cysen (7:1:)]

_1
Yp =€ 2T
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Solucién particular:

(D*+ D + 1)y, = cos(2x)

vp = [prep] cos(22)

aplicando la segunda propiedad

T D+3
multiplicando por 55

yp = —15(—2sen(2x) + 3cos(2z))

yp = sen(2x) — cos(2x)

por lo que la solucion es:

C;cos <£X> + Caysen <£x>
2 2

6. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial

2 3
+ —sen(2x) — —cos(2x)

1y
y(x)=e 13 13

(D*+9) y = 3sen(3z)

Solucién homogénea:

Empleando el concepto de polinomio diferencial

(D2 4+ 9)y =0
Dy =3i,Dy = —3i

cuyo conjunto fundamental es

{cos(3x), sen(3x)}
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por lo que plantearemos la solucion homogénea como:
yn = Cycos(3x) + Cysen(3x)

Solucién particular:
(D* +9)y, = 3sen(3z)
Yp = [DQLJFQ} 3sen(3x)

si aplicamos la segunda propiedad

Yp = [ﬁ} 3sen(3x)
yp =[] 3sen(3z)

en éste caso el denominador se anula, lo cual indica que existe repeticion de raices
tanto en la solucién homogénea como en la solucién particular.

Para resolver éste inconveniente expresaremos a la funcién sen(3x) como e3%1,

En éstas condiciones nuestra y, se considera como una y, compleja la cual podemos

expresar como ¥,

— 1 3i)x
Yp = {D2+9} 3¢

anteponiendo la exponencial(tercera propiedad)

—_ 31)x 1
I
—_— i)x 1
U = " [ Grrepiors) 3

= e [D2J:6DJ 3

Up
y—p:€(3i)x|: 1 .]3

recordemos

3 3cis(0°) 3 . 1.
J— = — = — 2 Yy =— =
(62’) 6eis(o07) 60T = 5

sustituyendo en la expresién anterior
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y como se menciond antes, el operador % representa un proceso de integracion
, x
— _ _(3)zx .
Yy =€ ——1
P 2
por lo que nos queda:

Uy = P07 (—Z) = (=) [cos(3z) + isen(3z)]

Up = —3xc0s(3x)i + 3xsen(3x)

como sen(3x) corresponde a la parte imaginaria de la férmula de Euler, implica que:

Yp = — §xcos(3x)

por lo que la soluciéon general es:

y(x) = Cycos(3x) + Casen(3x) — %xcos(?)x)

. Resolver

(D*+1) y = 4tcos(t)

Solucién homogénea:
(D*+1)y=0
Dlzi,DQZ—i

cuyo conjunto solucion es:
{cos(t), sen(t)}

por lo que plantearemos la solucion homogénea como:
yn = Chcos(t) + Casen(t)

Solucién particular:
(D* + 1)y, = 4tcos(t)

Yp = [D++J 4tcos(t)

Obsérvese que se presenta repeticion de raices entre la solucion homogénea y la so-

lucién particular por lo que sustituiremos la expresién:cos(t) por e'', y aplicaremos



1.5. EJERCICIOS RESUELTOS 49

la tercera propiedad, esto es:

Yp = [D2+1] Atet

Up = de" [(D+i)2+l] ¢
— ot 1
Yy = 4e' [D2+2Di—1+1] t
— ot 1
Yp = 4’ [D2+2Dz 1+1] t

p = de [D2+2Dz] t
Yp = de” [%} [D-lm} t

Recordemos:

1 D
% " at
2%+D| 1
_1_D
21
D D?
2i+4i2

Up = (cos(t) + zsen( ) (—zt2 +1)
Up = (tcos(t) + t*sen(t)) + (—t

como Q(t) = 4tcos(t) contiene al término cos(t) entonces nuestra y, correspondera

a la parte real de la expresion anterior
Yy, = tcos(t) + t*sen(t)
Por lo que la solucién general buscada es:

y(t) = Cycos(t) + Casen(t) + tcos(t) + t?sen(t)
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Comprobacion:

[D? + 1] (tcos(t) + t*sen(t)) = 4tcos(t)
[t + 5] (D* + 1)cos(t) + [t + d%]z (D? + 1)sen(t) = 4tcos(t)
t(D? + 1)cos(t) + -5 (D? + 1)cos(t) + t*(D* + 1)sen(t) + 2t-5(D? + 1)sen(t) +
%(D2 + 1)sen(t) = 4tcos(t)
t(—=1+1)cos(t) +2D(cos(t)) +t*(—1+ 1)sen(t) + 2t(2D)sen(t) + 2sen(t) = 4tcos(t)
t(0)cos(t) — 2sen(t) + t2(0)sen(t) + 4tcos(t) + 2sen(t) = 4tcos(t)
4tcos(t) = 4tcos(t)

. Obtener la solucién general de

y' — 2y + 5y = 8zesen(2x)

Solucién homogénea:

Aplicando polinomio diferencial

(D? —2D +5)y =0
D1:1+2Z,D2:1—2’L

cuyo conjunto fundamental tiene la forma
{e"cos(2x), e*sen(2z)}
por lo que la soluciéon homogénea planteada sera:
yp = Cre®cos2x + Coe”sen(2x)

Solucién particular:

Observando los términos de y, y Q(x) podemos deducir que en toda la ecuacién
diferencial existen 3 parejas de raices complejas conjugadas repetidas.

Si el sen(2x) que aparece en Q(z) = 8zxe®sen(2x) se expresa en forma compleja es
2ix

decir: sen(2zx) = e*'*; entonces

. 1 T 21T
Yp = [D272D+5] 8re’e
— 1

— 2ix
Yp = | D—1)774

8xreTe
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Para simplificar las operaciones, primero antepondremos 8e”

1 . 1 .
Yp = 8€” xe?® = 8e* re?®
(D+1-1)2+14 D2+ 4

A continuacién antepondremos €2

Jp = 8e"e?™ [m] v =8e”e"” | prigp; | @
U =8¢ (3) [5im @

Recordemos:

1 1
4i+D | 1
1
—1— 4D
1 1
47‘D + (40)2 D?
Aplicando algebra compleja se tiene
1 1;
= a1t
1 1
@)z — " 16

Sustituyendo lo obtenido anteriormente

Uy = (2%e"sen(2x) + Lxevcos(2x)) + (—aPe®cos(2x) + Le"sen(2x))i

Como Q(z) contiene a sen(2z) que en el desarrollo de Euler corresponde a la parte

imaginaria se tiene que

Yy, = —x’e“cos(2x) + gexsen(Q:c)
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por lo que la soluciéon buscada es:

y(x) = Cie*cos2x + Cye*sen(2x) — x?e*cos(2x) + gexsen(2x)

9. Obtener P P p
Yy Yy Yy
SV g% Y g%y
dx3 + dx? dx
donde
y = e*tan(2x)
Soluciédn:

Aplicando el operador diferencial se tiene
[D? 4+ 8D* — 6D — 4] e**tan(2x)
Aplicando la tercera propiedad
e [(D +2)° +8(D +2)* — 6(D + 2) — 4] tan(2x)

Desarrollando
¢** [D® + 14D* — 38D + 24] tan(2x)

Recordemos
D(tan(2z)) = 2sec?(2z)

D?*(tan(2z)) = 8sec?(2z)tan(2z)
D3(tan(2z)) = 32sec?(2z)tan?(2z) + 8sec* (2x)

Sustituyendo en la ecuacion anterior

e*" [(32sec®(2z)tan® (2z) + 8sec’(2x)) + 14(8sec®(2x)tan(2z)) — 38(2sec?(2x)) + 24tan(2x)]

Desarrollando el producto anterior se tiene:

[D? +8D? — 6D — 4] e**tan(2z) = 32e**sec?(2x)tan?(2x) + 8e**sec?(2x)
+112e**sec?(2x)tan(2x) — 7T6e**sec?(2x) + 24e**tan(2x)

1.6. Ejercicios Propuestos

Obtener la soluciéon general de los siguientes ejercicios
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1.
Y+ 2y + 5y = e *(2x + sen(2z))
2.
y" — 3y/ + 2y = xe”
3.
yiv+y” :x2+$
4.
y/L/U . 2:y/// _I_ 2y/l . 2:y/ + y — 1
d.
Yy =3y +3y —y=clcos(2t)
6.
Y 42y +y =1+ 2cos(w) + cos(2w) — & + w®
7.
yiv —y = 8e”
sujeto a
y(0)=0
y'(0) =2
y'(0)=4
y///(o) — 6
8.
Y + 4y = t2sen(2t)
9.
Y + 9y = t3cos(3t)
10.
ym + Sy” i 3y/ i y = x26_3x
11.

y —5y 46y = (12z — bsen(2z))e™™
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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y' + 4y + 5y = 1022 2 cos(x)
y +y — 2y =zt
yi” - 4ym + 6y” — 4y/ +y= e
Y+ 4y + 4y = sen(V/2t)

yiv + le” + y// _ 7t2

y' +2y = 4e”(sen(x) + 2cos(x))
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Sistemas de Ecuaciones

De la misma manera con la que hemos tratado las ecuaciones diferenciales es posible
hacerlo con los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes

aplicando las propiedades del operador diferencial ya vistas anteriormente.

Cabe aclarar que en las aplicaciones siguientes x,y,z,u,v y w seran funciones de t,

variable independiente.

Antes de comenzar a resolver sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneos o no
homogéneos veamos un ejemplo de la aplicacion del operador diferencial en forma matri-

cial.

Ejemplo 2.1 verificar que los siguientes vectores son soluciones del sistema de ecuacio-

nes diferenciales dados a continuacion

r =4z 4Ty
y =x—2y

expresemos este sistema en términos del operador diferencial y en forma matricial:

(005)(0)- ()

25
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sustituyamos en la expresion anterior el vector T; es decir:

D—4 -7 —e ¥\
1 D+2 et |

realizando el producto matricial y simplificando, conforme a la propiedad del operador

diferencial correspondiente se tiene:
(D))~ 7™ \ _ [ (3-d)(-e) -7 \_ [0
e+ (D42 ) ) T\ Sime )+ (34 2)e ) ) T\ o
a continuacién realicemos lo mismo con To
D—-4 -7 Tedt (0
-1 D42 et )0
2.1. Solucion de Sistemas Homogéneos

A continuacién se presentard un ejemplo empleando el método de la matriz exponen-

cial y el planteamiento por medio del operador derivada.

Ejemplo 2.2 Resolver

r = 4do+Ty (2.1)
y = -2 (2.2)
sujeto a:
3
o- )
SOLUCION

Solucién homogénea:
Empleando Matriz Exponencial:

El sistema en forma matricial es:
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procedamos a determinar la ecuacion caracteristica del sistema y sus raices correspon-

dientes:

4—\ 7

) . =@A-N)(-2-XN)—-T=-8—4A+22+ N -T=X-21-15=0

cuyas raices son
)\1 =5 y )\2 = -3

Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton tenemos:

5t _
e” = fo+ 56
~3t _
€ = o — 36
. . 5t —3t 5t _—3t
Al resolver el sistema se tiene que 3y = % y b=

Sustituyendo en:
e =Byl + B A

se tiene
e 3t +5e3 10 et—eBt [ 4 7
et = — I —
8 01 8 1 -2
por lo que:
a1 7€ 4 et Tedt — Te3t
€ = 8 Pt — e=8t Bt 4 o3t
Recordemos:

z, = eA0g(ty)

aplicando la expresion anterior considerando ¢y = 0

x\ 1 7 4e TeM —Te 3\ [ Tt —de”
y 8 PELP R I 5 ) €5t 4 43t

Solucidén homogénea:

Empleando el Operador Derivada

agrupando el sistema:
T —dr—Ty=0
—r+y +2y=0
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podemos expresarlo por medio del operador diferencial D en forma matricial

D—-4 -7 z\ (0
—1 D+2 y /) \o
Establezcamos el polinomio caracteristico del sistema:

D—-4 -7

—D*-2D—15=(D+3)(D—5) =0
~1 D+2

cuyas raices caracteristicas son:
Dy =-3y Dy=5
por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema resulta ser:

{e73 &M (2.3)

De la ecuacién (2.2) se observa que z tiene coeficiente 1 lo que no sucede con la ecuacién
(2.1) que tiene coeficiente 4; por lo que es conveniente escoger a y como funcién solucién,
pero esto no implica que no se escoja a x.

En estas condiciones:
yn = Cre= + Cye™ (2.4)

de (2.2)
=1y +2y=(D+2)y (2.5)

Sustituyendo (2.4) en (2.5)
= (D+2)y=(D+2)(Cre™ + Cye”) = C1(D + 2)e " + Co(D + 2)e (2.6)
Aplicando la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:
= C1(=3+2)e® + Cy(5 +2)e™

finalmente
Th = —016_3t + 70265t
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Verificacion de la solucion
D —4 -7 —016_3t + 702€5t . 0
—1 D+2 Cleigt + Cg€5t 0
Desarrollando

(D — 4)(—016_3t + 70265t) — 7(016—3t + Cg€5t) B 0
(~D)(=Cre™ +7Cac™) + (D +2)(Che ™ + Coe™) )

—Cl(D — 4)6_3t + 7CQ(D — 4)€5t — 7016_3t — 702€5t . 0
016_3t — 702€5t + Cl (D + 2)6_3t + CQ(D -+ 2)65t B 0

Aplicando la primera propiedad del operador diferencial

—01(—3 — 4)67& -+ 702(5 — 4)€5t — 70167‘% — 70265t . 0
Cle_?’t — 70265t + Cl(—3 + 2)6_3t + 02(5 + 2)65t 0

Comprobado.

apliquemos las condiciones a la expresion

r = —Cre 3 + 7Cyed!
y = Cre " + Che™

dando por resultado el siguiente sistema

3=—-C,+ 70
5=C1+C,

cuyas soluciones son C; =4 y Cy = 1, las cuales al ser sustituidas dan como resultado:

x = —4e 3t 4 7edt

Yy = 46*3t + e5t

Una segunda alternativa para resolver un sistema homogéneo es:

consideremos el mismo sistema anterior cuyo conjunto fundamental de soluciones es

{63157 €5t}



60 2. SISTEMAS DE ECUACIONES
en estas condiciones podemos considerar a la solucién del sistema como:

xr = 0167& + 02€5t
y = Cse 3t + Cye

Siendo estas funciones soluciones del sistema homogéneo, debe verificar a cualquiera de

las ecuaciones diferenciales de dicho sistema, es decir:

T —4dr—Ty=0
(D — 4) (Clefgt + CQGSt) — 7(0363t + C465t)
—7(01 + C’g)e_St + (Cg — 704)€5t =0

como e 3 y e5% son funciones linealmente independientes, la igualdad anterior se cum-
plira siempre que C1+C5 =0y Cy—7C, = 0 de donde C} = —C3 y Cy = 7Cy este método
tiene la ventaja de que el sistema puede expresarse en funcion de Cy y Cy o bien C3 y CYy,
puesto que la ecuacién caracteristica del sistema es de segundo orden y el niimero total

de constantes arbitrarias en las soluciones deben ser tinicamente dos es decir

x = Cre 3t + Cye™
y=—Cre 3 + %026515
o también
r = —Cye 3 + 70, e
Nota:Obsérvese que esta solucion, es la misma que la obtenida con el

primer método, con la unica diferencia en los indices, lo cual es correcto

puesto que las constantes son arbitrarias.

Ejemplo 2.3 Sea el sistema:

T =y+z
y’—w%—z
z/—a:—l—y

Al expresar este sistema por medio del operador derivada se tiene
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D -1 -1 T 0
-1 D -1 y | =120
-1 -1 D z 0

aplicando el determinante al sistema a fin de obtener el polinomio caracteristico

D -1 -1
-1 D —1|=DD*-1]+1[-D-1—-11+D]=D*-3D—-2=0
-1 -1 D

cuyos valores caracteristicos son:
Dy =—-1,Dy=—1,D3 =2
por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema es:
{e7t te™ '}

Consideremos a x(t) como la combinacién lineal del conjunto fundamental, aunque se

pueden tomar a y(t) o a z(t)
x(t) = Cre™" + Cyte™ + Cye* (2.7)
si restamos la segunda ecuacion a la primera para eliminar la variable z tenemos
y+y=a+az=(D+1)a (2.8)
sustituyendo (2.7) en (2.8)

y +y = (D+1)[Cre " + Cote™ + Cye?]
Y4y = Ci(=1+ et +e7Co(D — 1+ 1)t + Cy(2+ 1)
y +y = Che ' + 30 (2.9)

Mediante propiedades del operador diferencial, de (2.9)

y = (pm) Coe™ + (557) 3Cse™ + (5ir) Ca
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y = (S + ()30 + Cie

2+1
y = Cote™' + Cse® + Che™! (2.10)
Debe hacerse notar que el término ( D%l) no es una integral, sino una constante de inte-

gracién dividida entre el factor integrante e’.
Despejando z de la primera ecuacién, aunque también puede serlo de la tercera ecuacion

tenemos

/

Z2=x =y

sustituyendo (2.7) y (2.10) se obtiene:

z = D(Cre ' + Cyte ™ + Cse®) — (Cote™ + Cze® + Cye™)

z = C(D)e " +e'Cy(D — 1)t + C3(D)e* — (Cote™ + Cze® + Cye™")

z = Ci(=1)e "+ Coe (1 —t) + C5(2)e* — Cyte™ — Cye* — Cye™*

z = (=Cy+Cy—Cye " —2C5te™ + Cse* (2.11)

A fin de eliminar una de las cuatro constantes arbitrarias sustituiremos (2.7),(2.10) y
(2.11) en la tercera ecuacion.

z’:x—i—y

esto da

2 = (D)((—Cy + Cy — Cy)e™ — 2Cyte™ 4 Cse?)
2 = (=1)(=Cy + Cy — Cy)et — 2eCyH(D — 1)t + (2)Cse*
Zl = (Cl —Cy+ C4)e*t — 2C2eit(1 — t) + 2C3€2t

De la misma forma

x4y = (Cret + Cyte™" + Cse?) + (Cote™ + Cse* + Cye™)
X+y= (Cl + C4)e_t -+ 2C2te_t + 2C3e2t

al igualar ambas expresiones observamos
-t
—3C2e =0

como —3e~*t es diferente de cero entonces la constante Cy = 0.

sustituyendo este valor de Cy en las ecuaciones x(t), y(t), z(t) se obtiene el siguiente sis-
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tema solucidn:
fﬂ(t) = Cle_t + 036%

y(t) = 0362t + 04677&
Z(t) = —C’le_t + 03€2t — C'4e_t

el cual al ser expresado de forma matricial se tiene:

z(t) et et 0 o
y(t) | = 0 e e Cs
2(t) —et e —et Cy
o también
x(t) 1 0
y(t) | =Cy 0 |e"+Cs| 1 |e*+Cy 1 |e
2(t) 1 1 1

Podemos generalizar el método de solucion a cualquier sistema lineal de cualquier orden

que tenga tantas ecuaciones como incognitas, ejemplo de ello es el siguiente.

Ejemplo 2.4 Obtener la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales de se-

gundo orden homogéneo

g —y =0 (2.12)
© +3x4+y +3y = 0 (2.13)

SOLUCION

éste sistema se puede expresar en términos del operador diferencial y en forma matricial

(57 00a) ()= (0)
D+3 D+3 y 0

cuyo polinomio diferencial del sistema:

COINo.

D? -D

=D*4+4D*+3D=D(D+3)(D+1)=0
D+3 D+3
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cuyas raices son:
D1:O,D2:—3yD3:—1

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

{1’ 673t767t}

Elijamos a z(t) como solucién del sistema
l'(t) = Cl + Cgeit -+ 0367315 (215)

de (2.12)
y = 6 D(y)=D*(z)

integrando la expresién anterior

D? Cy Cy
=—2x+—=Dx)+— =D(zx)+C
Nota:Debe observarse que la constante de integracion deberd conservar-
se stempre que esté multiplicada por cualquiera de las funciones del conjunto

fundamental[(1)C4|, si esto no fuera asi dicha constante vale cero.

Sustituyendo (2.15) en esta tltima ecuacién y considerando que Cy es una constante

0

de integracién y ademds el factor de integracién en este caso es €%, se obtiene:

Yy = D(Cl + Cge_t + 036_3t> + C4
Yy C’g(—l)e_t + 03(—3)6_3t + Cy (216)
t) = —Ogeft — 303673)& + Cy

—~

Y

A fin de eliminar una de las cuatro constantes,sustituiremos (2.15) y (2.16) en la ecuacién
(2.13):

g +3x+y +3y=0
(D +3)(C1 + Coe™t + C3e73) + (D + 3)(—Che™t — 3C5e™3 + Cy) = 0
3C, +2Ce ™t — 20t +3C, =0
301 +3C, =0
C,=-C4
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De esta manera tenemos que la solucion del sistema es

X(t) =C; + Czeit + C3e’3t
y(t) = —Cl — CQB_t — 3C3e_3t

2.2. Sistemas no Homogéneos

La forma de solucién para este tipo de sistemas es similar en cuanto a la obtencién de
la homogénea asociada sin embargo en la soluciéon particular emplearemos muchas de las

propiedades del operador inverso.

Ejemplo 2.5 Determinar la solucion del sistema

!

r = 6x+y+06t (2.17)

’

y = 4dx+3y—10t+4 (2.18)
sujeto a x(0) =2, y(0) =1

SOLUCION

El sistema puede expresarse como
D-6 -1 T\ 6t
—4 D-3 y |\ —10t+4
a) Solucién homogénea:

xr = 6r+y (2.19)
y = 4dx+3y (2.20)

por lo que el polinomio caracteristico del sistema es

D—-6 —1
‘ =D*-9D+14=(D-7)(D—-2)=0

-4 D=3

cuyas raices son:
Dy =7,Dy=2
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por lo que el conjunto fundamental del sistema es:
{6715 th}
De la ecuacion (2.19) se observa que si se conoce a z(t) es facil obtener a y(t) es decir:
z(t) = Cre™ + Cye* (2.21)

de (2.19)
y(t) = (D — 6)x(t) (2.22)

sustituyendo (2.21) en (2.22) se tiene
y(t) = (D - 6)(Cle7t + CQGQt)

y(t) = (7T—6)Cre™ + (2 — 6)Cae*
y(t) = Cre™ — 4Cye*

b)Solucién particular:

una forma de obtener la solucién particular es mediante la regla de Crammer, esto es:

= ! ot S (6t) + (=10t 44)
T D2 9D+ 14| —10t+4 D—3| D2—9D+ 14 D2 —9D + 14
1 D-6 6t 4 D—6
- - - 6t 10t + 4
Y= DI—oDT 11| -4 —1ot44| DP—oDr VT prgp a0

A fin de garantizar que z, y y, verifiquen simultdneamente al sistema, es recomenda-
ble (por experiencia) ligar las operaciones integré diferenciales de funciones semejantes,
cuando se tengan raices repetidas, en la ecuacion caracteristica y en los términos inde-
pendientes, como este no es el caso se pueden reducir los términos de cada solucion en

uno sélo, derivando y después integrando, es decir:

Tp = D2—%§+14 <6t) + m(—lot + 4)

del mismo modo



2.2. SISTEMAS NO HOMOGENEOS 67

= 4 D—6
Yp = proprra (60) + prmopia (— 10t +4)

84t — 34)

Yp = m(
siendo en este caso la funcién una polinomial, obtengamos su integral transformando el
operador inverso en un operador directo expresandolo como una serie infinita del operador
(D) hasta el término primera derivada, ya que las demés derivadas anulan a —28t 4+ 10 y
84t — 34, es decir:

1t Dt
14—-9D | 1
-1+ 2D

9 81
—11D + qe D?

Aplicando el resultado previamente encontrado

1y = (& + 532 D) (~28t + 10)

_ 28 10 _ (9)(28)
Tp = —q4t + 15— (14)2

_ 9,10 _ 18
Tp = =20+ 15 — 14

xp:—2t—$

b= (& + D) (34t — 34)

_ 84 34 | (9)(84)
Y=t~ t (14)2
34 | 54

yp = 6t + 22

verifiquemos si es solucién

D-6 -1 —2t—2%\ [ —2412t+Z-6t-12\ 6t
-4 D-3 6t + 12 8t+ 10 +6—18t — 3 —10t + 4

cumple.

Siendo finalmente la solucién del sistema las siguientes funciones:

x(t) = C1e™ + Cpe? — 2t — 2
y(t) = C1e™ — 4Cye? + 6t + 12
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c)Solucién particular:
Otra forma de obtenerla es mediante el operador inverso.

Puesto que la solucion particular verifica al sistema se tiene

( D—6 -1 ) ( z, ) < 6t )
- (2.23)
4 D-3 Up 10t + 4

1 Adi(A)
~ det(A)

Recordemos:

donde Adj(A) es la matriz de cofactores transpuesta de la matriz A.

D-6 -1
-4 D-3

D-3 1
D2-9D+14 D2-9D+14
4 D—6

D2-9D+14 D2-9D+14

La inversa de:

es

Si premultiplicamos a la expresién (2.23) por su inversa tendremos directamente las so-

luciones buscadas.

D-3 1
( Tp > = ( D2-9D+14 D2-9D+14 ) ( 6t )
4 D—6
Yp D2-9D+14 D2—-9D+14 —10t +4

Up Do (84 — 34)

procediendo del modo anterior se llega a la misma solucién.

4
T, =—2t— 3%
yp:6t+$

Aplicando las condiciones planteadas al principio, se forma el siguiente sistema:

2=C1+Cy— 1
1201—402+1—,7()

al resolver el sistema encontramos que C; = % y Cy = %
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por lo tanto la solucién del sistema es:
_ 69,7t | 3 4
X(t) = %e t + gezt — 2t — 7
y(t) = 8™ — 262t 1 6t + 10
Ejemplo 2.6 Resolver el sistema no homogéneo sujeto a las condiciones indicadas
T, = 314 2ry+ 27! 2.24)
T, = —2r;—x9+e (2.25)
sujeto a
2
z(0) =
w-(3)
Este sistema en términos de D puede escribirse como:
D-3 =2 T\ 2et
2 D+1 ]\ et
a)Solucién del sistema homogéneo
T, = 314 21, 2.26)
Ty, = —2& — Iy (2.27)

El polinomio caracteristico del sistema

=D*-2D+1=(D—-1)(D—1)=0

cuyas raices son:
Di=1,Dy,=1

por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema es:
{e' te'}
consideremos las soluciones:

Ir = C’let + Cztet
To = Cget + C4t6t
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de (2.26) observamos que

a:’l = 311 + 229
(D—3)x1 —215=0
(D —3)(Ciet + Catet) — 2(Cset + Cytet) =0
C1(D — 3)e' + Co(D — 3)te! — 2C5e" — 2Cyte' =0
C1(1 = 3)e" + e'Cy(D — 2)t — 2C3e" — 2Cyte’ =0
—2C"€e" + Cael(1 — 2t) — 2C3e" — 20y te’ =0
(—2C1 + Cy — 2C3)e" + (=20, — 2Cy)te! =0

quedando el siguiente sistema:

—2C,+Cy, —205=0
—202 - 204 - O

donde Cy = —Cy 6 Cy = —Cy y C5 = ( 2014+ Cs) 6 Cy = (—04 — 2(3) si la solucién

es puesta en término de Cy y C la soluc1on del sistema se presenta como:
I = C’let + C'Qtet
To = %(—201 + CQ)@t — CQtet
si se pone en términos de C3 y Cy la solucién tiene la forma:

To = C3€t + C4t€t
Try = % (—C4 — 203) €t - C4t€t

b)Solucién particular del sistema

D-3 -2 v, \ [ 2
2 D+1 Tap et

si premultiplicamos la expresion anterior por su inversa se tiene:

D+1 o —t t
(I1p>_<(D1)26 +(D1)26 )
o —t D-3 _—t
Top D=1 2e (D [GEIEE
Obsérvese que en éste caso los denominadores de los polinomios diferenciales no contienen
t

raices que generen a e~ *; o bien no se repiten raices D = —1 en la expresién anterior, por

lo que basta aplicar la primera propiedad del operador derivada para obtener la solucién,
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T\ _ (:11j11)2 2e7t + ﬁe‘t set
Top coe2e” + Sy —2et
Comprobacion:

D—-3 =2 %e_t B —2e7t 4+ 4et
2 D+1 —2et | et 10

por lo que la solucion del sistema es:

es decir:

I
VR
® N
- |
v

X1 = Clet + Cztet + %e_t
Xo = %(—2C1 + Cz)et — Cztet — 2eft

aplicando las condiciones del problema se obtiene el siguiente sistema

2=C1+5
4=1(-2C1+Cy) -2

al resolver el sistema encontramos que C; = % y Cy = 15.

por lo que la solucién al sistema es:

x1(t) = 3e'+ 15te' + Ze "
x2(t) = 6e' — 15tet —2e*

Ejemplo 2.7 Resolver

¢ = x—y+etcos(t) (2.28)
y = z+y+esen(t) (2.29)
sujeto a
_ 1
T(m) =
- (1)
SOLUCION

expresando el sistema de forma matricial empleando el operador diferencial tenemos

D—-1 1 x|\ [ ecos(t)
-1 D-1 y |\ esen(t)
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Solucién del sistema homogéneo

el sistema a resolver es

r = -y 2.30
y = x4y (2.31)
el polinomio diferencial del sistema
D—-1 1

=D*—2D+2=0

-1 D-1

cuyas raices son
Di=1+iDy=1—1

por lo que el conjunto fundamental de soluciones del sistema es
{e'cos(t), e'sen(t)}
Si consideramos a 1, como:
yn = Chre’cos(t) + Cye'sen(t)
entonces, de (2.31) tenemos:

r=y —y=(D—1)(Cietcos(t) + Cyelsen(t))
x =e'C1D(cos(t)) + e'CaD(sen(t))
xp, = —Chetsen(t) + Caelcos(t)

Solucién particular del sistema

El sistema a resolver es:
D—-1 1 z, \ [ efcos(t)
-1 D-1 Yp e'sen(t)

D -1 1

— m(etcos(t)) TD-1P+1

Usando Crammer

1
- D2-92D+2

elcos(t) 1

e'sen(t) D —1 (lsen(t))

Lp
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1
 D2-92D+2

Yp

D-1 etcos(t) 1 . D—1 .
—1  efsen(t) ‘ m<e Cos(t))+m(e sen(t))

En éste caso se observa que las raices del denominador del operador diferencial, generan
términos semejantes a los contenidos en los términos independientes, como puede verse
en el conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo.

Aplicando tercera propiedad, las expresiones de x, y v, se transforman en:

z, = €' (50) cos(t) — e (5a) sen(t)

D241 D241
yp = €' (pa57) cos(t) + €' (557) sen(t)

A fin de garantizar que z, y y, verifiquen al sistema consideremos como integrales base a

las expresiones:

1 (t) 1
D2+1COS Y D?2+1

Estas integrales se pueden obtener recurriendo a la integral de la exponencial compleja

sen(t)

et’: es decir:

1 7\ 7 1 _ 1 1 _
prr(e) =€ <<D+¢)2+1> (1) = " (prrapron) (1) =

e (D(D1+2i)) (1) =e"(3) ((DJlrQi)) )=e'L (L) =€l (—1) = (—1ti)e”

Usando la férmula de Euler

—~
—_

1

ti 1. . B 1 1
D1t = —§tz(cos(t) +isen(t)) = =tsen(t) — Z(Etcos(t))

2

De esta tltima expresion se obtienen:

Hrrpcos(t) = stsen(t)

ﬁsen(t) = —3tcos(t)
Considerando estas integrales como base se tendrd que las expresiones de x, y y,, se

reducen a:
x, = e'D (§tsen(t)) — e (—itcos(t))
x, = et (Lsen(t) + Ltcos(t)) + Ltetcos(t
p 2 2 2

x, = te'cos(t) + se'sen(t)
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Del mismo modo:
yp = €'D (—3tcos(t)) — e (—itsen(t))
yp = €' (3tsen(t) — Jcos(t)) + Ltesen(t)
yp = te'sen(t) — selcos(t)

la solucién general del sistema serd entonces:

z(t) = —Chetsen(t) + Chelcos(t) + tecos(t) + tesen(t)

y(t) = Cie'cos(t) + Coelsen(t) + telsen(t) — Lefcos(t)

Agrupando términos semejantes

z(t) = —(Cy — 3)e’sen(t) + Caelcos(t) + tefcos(t)
y(t) = (C) — 3)elcos(t) + Cae'sen(t) + te'sen(t)

Obsérvese que (C; — 1) se repite en ambas expresiones, luego se puede sustituir por otra
2 b

constante por ejemplo (C] — %) = (5 por lo que las expresiones anteriores quedan:

x(t) = —Cgzefsen(t) + Coefcos(t) + tefcos(t)
y(t) = Csefcos(t) + Cae'sen(t) + tetsen(t)

aplicando las condiciones z(m) = 1y y(m) = 1 nos queda el siguiente sistema

1=—-Che™ — me™
1= —03671-
cuya solucibn es O3 = —e "y Cy = —e " — 71

sustituyendo las constantes en la solucién general se tiene

x(t) = e "e'sen(t) + (—e ™ — 7m)etcos(t) + tetcos(t)
y(t) = —e "e'cos(t) + (—e ™ — 7w)e’sen(t) + tesen(t)

Ejemplo 2.8 Dado el sistema de ecuaciones de sequndo orden mo homogéneo, Obtener

su solucion general

-y =t (2.32)
T +3r+y +3y = 2 (2.33)
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aplicando operador diferencial tenemos

D? —-D r\ [t
D+3 D+3 Y 2
cuya ecuacion caracteristica

D? -D

=D*D+3)+D(D+3)=D*+4D*+3D=D(D+1)(D+3)=0
D+3 D+3

cuyas raices son:
D1 =0,Dy=-1,D3 =-3

por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema es:
{Le™ e}

a)Solucién homogénea
El proceso de solucion se puede observar en el ejemplo 2.4, por lo que la solucién del

sistema homogéneo es:
€T = Cl + CQ€_t + 036_3t
Yy = —Cl — Cge_t — 3036_3t

b)solucién particular

El sistema a resolver es:

Usando Crammer

1 t -D D43 D )
X, = =
P D34+4D?2+3D |2 D+3 D(D?+4D + 3) D(D?+ 4D + 3)
B 1 D* t| D+3 ) + D? @)
T DS 4D 3D | p+3 2| DD*+4D+3)" " D(D®+4D +3)
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En éste caso se tienen raices repetidas, luego se deben relacionar las operaciones integro di-

ferenciales de términos semejantes, después de simplificar lo mas que sea posible; es decir:

_ D43 D
Ty = porriors (D + oo (2)

_1_ D43 1
Tp =D (D+3)J(FD+1) (t) + 5ezap3(2)

» = 555 () + o (2)

_ D+3 D?
Y =707 D2+—2D+3) (t) + D(D?+4D+3) (2)
_ 1 D+3 D
Y =~ b0 () T o (2)
Y =% D}&-l (t) + D2J£D+3(2)

En este caso se observa que al aplicar las simplificaciones se obtienen expresiones similares,
las cuales pueden actuar como nuestras integrales bases, en los casos en que esto no se

cumpla, no es recomendable efectuar dichas simplificaciones, esto es:

_ 1 1 1
T = 551t + rraps(2)

Yp = _% D}&-l (t) + D2+€1)D+3(2)

De las expresiones anteriores se observa que las integrales base son

1 1 1

——(t —(2
po+i? Y rapi3?
Recordemos que:
1-D+...
1+D| 1
-1-D

Entonces:

xp:%(ﬁ)(t)+§

zp = 5(1—D)(t) + 2
t—1)=12—t+2

T, =3t2 —t+2
Yp = _% (DL-H) (t) +D (%)
yp = —5(1 = D)(t)
w=—ht—1) = (1)
Yp = —3t2+t

o=

xp:
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por lo que la solucién al sistema es

X(t) = C1+ Cre * + Cge 3 + 2t> —t + 2
y<t) = —Cl — Cze_t — 3C3e_3t - %t2 +t

Ejemplo 2.9 Resolver

(D—-1Nz+ (D*+ 1)y = 1
(D* -z + (D+1)y = 2 (2.35)

cuya representacion del sistema es

g —z+y +y=1
x//_x+y/+y:2

como se puede observar el sistema se puede expresar

(25 50) (0)-()

SOLUCION
D—1 D?+1

= (D-1)(D+1)—(D*-1)(D*+1) = (D*-1)—(D*-1) = D*-D*=0
D1 pag |~ PDOE)= DDA = (D= 1)~ (D)

por lo que la ecuacién caracteristica del sistema es A2 — \* = 0, cuyas raices son

)\1:()
A2 A= A2(1 - A2) = A2 =0
As = 1
A= —1

lo que indica que el conjunto generador es

1.t e et
{7 b )
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Solucién homogénea:

g —z+y +y = 0 (2.36)
@ —x4+y +y = 0 (2.37)

Sea x la solucion del sistema homogéneo, vease el conjunto fundamental anterior
Iy = C1 + Cgt + C3€t + C’4671E

de (2.37)
(D+1)y=(1-D?*x
(D+ 1)y =(1—D?*)(Cy + Cot + Cse' + Cyhe™)
(D+ 1)y =C) + Cot + [1 — (13)]C3e! + [1 — (12)]Cye
(D+1)y = Cq1 + Cat
y= DC+11 + DC+21t + Cse™
y=C1+Cy(1—D)t+ Cse?
yp = C1 + Oyt — Cy + Cre™?

a fin de eliminar una de las cinco constantes arbitrarias, se procede a sustituir el valor de

xy de y en (2.36),es decir:

g —r+y +y=0
(D—1)x+(D*+1)y=0
(D —1)(Cy + Cot + Cse' + Cye™") + (D?* + 1)(Cy + Cot — Cy + Cse™) = 0
(Cy+ Cse' — Cue™") — (C1 4 Cot 4+ Czet + Che™) 4+ (Cse '+ C1 + Cot — Cy + Cse™) =0
(—C1 + Cy — Oyt —2Ce™") 4+ (C} — Cy + Ost +2C5¢7 1) =0
—2Ce 7t +2C5et =0

por lo que Cs = Cy entonces las soluciones

Iy = Cl + Cgt + C3€_t + C4€t
yp = C1 — Cy+ Cot + Cye™*
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las cuales expresadas de forma matricial son

Solucién particular

Sea el sistema
D—-1 D?*+1 , \ (1
D2—1 D+1 y )\ 2

como las soluciones particulares satisfacen al sistema, premultiplicaremos por la inversa

de la matriz operacional, esto es:

D+1 —-D%-1 1

Tp \ _ [ D2a-D?) D2(1-D2)
- —-D?41 D-1 2

Yp DX(1-D?) D2(1-D?)

Notese que existe repeticion de raices tanto en el conjunto solucién como en el término a

resolver, por lo cual es aconsejable no simplificar.

Si multiplicamos por —1 a la matriz anterior se tendra:

D+1 —-D%-1 1

Ty \ _ [ =DxDp?=1) =D2(D2-1)
- —D?+1 D-1 2

Yp “DX(D?-1) —D2(D?-1)

Obsérvese que la operacion integro diferencial que nos permite interrelacionar la solucion

del sistema es: |

D(D%— 1)

Aplicando dicha operaciéon obtenemos:

<>:< —(D+1)(=1) + (D >§<—>>
Uy ~(=D? + 1) (1) = (D = 1) (~2)

(:Ep ) _ ( —(D 4+ 1)(=2) + (D2 + 1) (—1?) )
Up —(=D? + 1)(—5t%) = (D = 1)(—#?)
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6\ [ (- (-2
W ~(1- 1) = (-2t + 1)
x, \ [ —3tP+t—2
Yp —3t?+2t— 1
por lo que la solucion del sistema es:

X(t> =C;+Cat + Cge_t + C4et — %t2 +t—2
y(t) = C1 — Ca+ Cat + Cye™* — 262+ 2t — 1

Ejemplo 2.10 Determinar si es posible, un sistema de ecuaciones diferenciales que tenga

por solucion a las funciones siguientes

z(t) = C)+ Cye® (2.38)
y(t) = —C)+ Cye* (2.39)

Solucién

De las ecuaciones anteriores se deduce lo siguiente
1. El sistema debe ser homogéneo

2. Como el nimero de funciones z(t) y y(t) es igual al nimero de constantes C y Cs,

el sistema es de primer orden en x y .

3. El sistema es de coeficientes constantes y la ecuacién caracteristica de su matriz

tiene como raices o valores caracteristicos a D; =0y Dy = 2.
Las soluciones z(t) y y(t) pueden escribirse también como:

z(t) \ _ (1 et C, (2.40)
y(t) -1 e Cy '

Este problema se puede resolver de las dos maneras siguientes:

a) Premultiplicando (2.40) por la matriz inversa de

1 e
—1 %
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recordemos

es decir:

al derivar con respecto a t se tiene

5oz V[ 20 0 0 ORNIAL
() ()= (5 ) G)-(0)

al simplificar

1)~ Ly (1) N
—e Hx(t) — e 2y(t) + %e‘%a:/ (t) + %e_%y/ (1) 0
al separar la ecuaciones anteriores tenemos
' (t) y (1) 2.41)
o) +y () = 2z(t)+ 2y(t) (2.42)
Sustituyendo en (2.42) 4/ (t) por x'(t), (2.42) se reduce a:
21 (t) = 2z(t) + 2y(t)
z'(t) = z(t) + y(t) (2.43)

Del mismo modo «" por 3" en (2.42)

(2.44)



82 2. SISTEMAS DE ECUACIONES

El sistema buscado es entonces:

r (1) =a(t) +u(t) | ( 2 (t) ) _ ( 11 ) ( (1) )
y(t)=a(t)+yt) \ y () 11 y(t)

b) Otra forma es determinando la matriz de coeficientes del sistema.

De (2.40)
a(0) = ( L )

la cual es una matriz fundamental.

Por lo que podemos obtener (e!) a partir de ella; es decir:
e = (1) C i (@)
si sustituimos ¢t = 0 en () y aplicamos la propiedad de e’ que dice eAt{ 1o = I se tiene
I=¢(0)C
es decir
— =, -1
C=1[00)] e (B)
sustituyendo () en («)
— g1
e = o(t) [#(0)]
esto es
11 1,1 1,1
At _ ( 1 62t> ( 3 T3 ) _ ( 3+ 3e” —§+562t>
11 1,1 1,1
-1 e J\ 5 3 -5tz g ge”

sabemos ademas que
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Ejemplo 2.11 Determinar de ser posible, un sistema de ecuaciones diferenciales que

tengan por solucion a las funciones siguientes:

—t —3t
- 1+ + .
$(t) C Cge 036 (2 45)
—t —3t
Oy — — .
y(t) C 026 3036 (2 46)

de las ecuaciones anteriores se deduce

1. El sistema que se busca es homogéneo pues las ecuaciones anteriores contienen

t

soluciones fundamentales {1,e~, e73} y tres constantes arbitrarias C1, Cy, Cs.

2. El sistema es de coeficientes constantes, ya que la ecuacién caracteristica tiene como

valores propios a Ay = 0, A\ = =1y A3 = —3.

3. La suma del orden de las derivadas en x y en y es tres y el sistema tiene inicamente

dos funciones de x y y por lo que el sistema puede ser:

= De segundo orden en z y primer orden en y

= De segundo orden en y y primer orden en x

Considérese el primer caso; para ello generaremos una tercera ecuaciéon diferencial deri-
vando (2.45) respecto al tiempo para tener un sistema con tres constantes arbitrarias y

tres funciones

ZE(t) = Cl + Cge_t + 036_3t (247)
' (t) = —Che™t —3C5e (2.48)
y(t) = 01 - Cge_t — 3036_3t (249)

escribiendo en forma matricial este sistema se tiene

x 1 et e 3t C,
= 0 —et —3e 3 Cy
—1 —et —3e73 Cs



84 2. SISTEMAS DE ECUACIONES

al multiplicar toda la expresion por la matriz inversa de

1 eft 67315

0 —et —3e3

—1 —et —3e73

se obtiene lo siguiente

0 1 —1 T Cl
3t _ ot 3t .
e e e T Cy
1,3t 13t
—3€ 0 —3€ Yy 03

0 1 —1 0 0 0

3.t t 3t " 3t ot 3t ! _
5€ e € x + 5€ e € x
1 3¢ 1.3t ! 33t 3 3t

€ 0 5€ Y € 0 5€

al desarrollar las multiplicaciones y sumas respectivas nos encontramos con

-y =0 (2.50)
3z+a2 —20" +3y +3y = 0 (2.51)
r4+3z+y +3y = 0 (2.52)

El sistema de ecuaciones requerido es finalmente.

=y =0 (2.53)
g +3r+y +3y = 0 (2.54)
ya que la ecuacion (2.51) se reduce a la ecuacién (2.52) al sustituir " por y'.

Si las soluciones fueran tales que el sistema no fuera homogéneo, se procede de la siguiente

manera.
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Ejemplo 2.12 Determinar el sistema de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones son:

of) = Cl—l—Cget—i—%tz—t (2.55)
2

1
y(t) = —Cl — Cge_t — §t2 + t + g (256)

Separando las soluciones del sistema homogéneo asociado al sistema no homogéneo se

procede como en el caso anterior para obtener el sistema homogéneo.

=12 —t
T T (2.57)
Yp = —5t" +t+ 3

Por otro lado sabemos

verifican al sistema no homogéneo; obteniéndose de este modo los términos independientes

de cada ecuacion del sistema es decir:
T, = AT, + b(t) = b(t) = T, — AT,

de (2.53) sabemos

bl (t) = xp - yp
y sustituyendo (2.57) se obtiene que:

b)=(1)—(—t+1)=1+t—-1=t

de (2.54)
bo(t) = x;, + 3z, + y;, + 3y,

al sustituir (2.57) se tiene que:

bo(t) = (t— 1)+ (32 = 3t) + (=t + 1) + (-3 + 3t + 2)
by(t) =2

luego el sistema de ecuaciones diferenciales es:
:L‘// o yl — t
43z 4y +3y=2

Ver ejemplo 2.8.
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2.3. Ejercicios Resueltos

A continuacién se presentan algunos ejercicios para reforzar lo aprendido con anterio-

ridad.

1. Obtener la solucién general de

r = rv+y—t—1
y = dxty—4t—2 (2.59)
Soluciédn:
Este sistema puede escribirse en términos de D = % €Omo:
D—-1 -1 _ —t—1
Tr =
-4 D-1 —4t — 2
solucién homogénea:
© = x4+ Y
y = 4dvty (2.61)

El sistema homogéneo se puede representar como:

D-1 -1 z\ (0
4 D-1 y ] \o
por lo que el polinomio caracteristico del sistema es:

D—-1 -1

= (D-12-4=D*>-2D—-3=(D-3)Y(D+1)=0
W p_q|m@-D (D=3)(D+1)

cuyas raices son:
D1 =3 y Dg =-1

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

e
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se plantearan las soluciones del sistema como:

x = Che’t + Che ™t
Yy = Cge3t + C4€_t

sustituyendo las expresiones anteriores en cualquier ecuacién de (2.60) se tiene:

(D—-1)z—y=0
(D —1)(C1e* + Cae™) — (Cse® + Che™) =0
(B—=1)C1e* + (=1 — 1)Coe™" — C3e¥ — Cye™ =0
(2C; — C3)e3t + (=2C5 — Cyle t =0

se encuentra que C3 = 2C; y que Cy = —2C5 dando como resultado

x, = C1e3 + Che™t
yp = 2013t — 2C5e ™!

solucidén particular:

como la solucion particular satisface al sistema tenemos:

() ()55

premultiplicando por la inversa del sistema obtenemos:
D—1 1
( Lp ) _ ( D*—2D-3 D2?—2D—3 ) < —t—1 >
4 D—1
Yp D?—2D—3 D2-2D-3 —4t =2

v\ _ [ st D+ praps (4 - 2)
Yp prospms(—t — 1) + prap—g (—4t — 2)

D2?-2D-3

donde

Notese que no existe repeticion de raices entre la solucion homogénea y la particular
por lo cual procederemos a simplificar, esto es:

recordemos

87
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1 2
—3 _|_§D+
-1 - —?,)D
2 4

(:cp > _ < (=1 +2D)(-3t—2) ) :<t+§—g>
Yo (—5 +3D)(-6) 2

al desarrollar se encuentra

por lo que la solucion general del sistema es:

X(t) = Clegt + C2e_t +t
Y(t) = 2C1€‘3t — 2C2e_t +2

6 bien:
x(t) et et Cy t
— +
y(t) 2e3t 27t Cy 2
2. Resolver
¢ = —z+43y (2.62)
y = —2x+4y (2.63)
sujeto a
2
z(0) =
(1)
SOLUCION

El sistema se puede expresar como:

D+1 -3 z\ (0
2 D-—4 y /) \o
el polinomio caracteristico del sistema

D+1 =3
2 D -4

‘:(D+1)(D—4)+6:D2—3D+2:(D—l)(D—Q):O
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cuyas raices son:
D1 =1 y D2 =2
por lo que el conjunto fundamental del sistema es:
{e',e*}
plantearemos la solucién:
X = Clet + Cze2t

De la ecuacion (2.62)
(D+1)z—-3y=0
y=3(D+1)[Cre’ + Coe*]
Yy = §C1et + Cae?

Aplicando las condiciones se forma el siguiente sistema:

2=0C1+Cy
1=2C+C
cuya solucién es €7 = 3 y Cy = —1. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones

anteriores se tiene:
x(t) = 3et — e

y(t) = 2et —e?*

3. Resolver
T +y +r+3y=t

22" + 2 + 220 +Ty=3

SOLUCION

Al aplicar el operador derivada el sistema se puede escribir como:

D?>?+1 D+3 r\ [t
2D2+2 2D +7 y ) \3

Solucién homogénea:

el sistema a resolver es:

4y +r+3y = 0 (2.64)
20 +2 +2x+Ty = 0 (2.65)
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cuya representacion matricial es:

D?+1 D+3 z\ [0
2D2+2 2D +7 y ) \o
que tiene como polinomio caracteristico a

D*+1 D+3

ont s ap e | = (DPHDERDET) = (2DF+2)(D+3) = D*+1=0

cuyas raices son:
D1 =1 y DQ = —

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:

{cos(t), sen(t)}

Sea
xp, = Chrcos(t) + Cysen(t)

de la ecuacion(2.64)

(D+3)y=—(D*+1)z

—(D? 4 1)[Cycos(t) + Cysen(t)]

—(=14 1)[Cicos(t) + Casen(t)]
(D +3)y =0

0 Cs o3t
Yn = pig T = Cse

(D +3)y
(D+3)y

3t no aparece en el conjunto fundamental de soluciones se concluye que

Como e~
C3 =0, por lo que:

Yn =10

Solucién particular:

El sistema a resolver es:

D*+1 D+3 N
2D2+2 2D +7 v )\ 3
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91

premultiplicando por la inversa del sistema

Tp
Yp

2D+7 _ D+3 ¢
_ D2+1 D2+1
- _2D%+2 D241 3
D2+1 D2+1

Se observa que no existen raices repetidas y por lo tanto:

Tp _ ?:gﬂ (t) B 1:1))2131 (3> _ D21+1 (7t B 7)
= X X =
U — Tt () + 523 (3) (=2t +3)

esto implica que:

()= (20)

sumando las soluciones homogénea y particular se encuentra uno con:

x(t) = Cycos(t) + Casen(t) + 7t — 7

y(t) =

-2t +3

Este tltimo resultado (y(t)) se obtiene si de la segunda ecuacién se resta el doble

de la primera.

4. Resolver

sujeto a

SOLUCION

v 42243y =t
—x+y/—2y:3

El sistema se puede representar de forma matricial como:

D+2 3
-1 D-2

Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

J(;)- (%)
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©+2r+3y = 0 (2.66)
—r4y -2 = 0 (2.67)

cuya representacion matricial es:
D+2 3 z\ [0
-1 D=2 Y 0
el polinomio caracteristico del sistema es:

D +2 3
-1 D-2

‘:(D+2)(D—2)—|—3:D2—1:(D—l—l)(D—l):O
cuyas raices son:
Dlz—lyDzzl

por lo que el conjunto fundamental solucién es:
{e',e™}

Para este caso propondremos:

Yp = 01€_t + Cget
de la ecuacién (2.67)
—x+(D—-2)y=0
= (D -2y

r = (D —2)[Ce™" + Cyel]
r=(—1-2)Cre "+ (1 —2)Ce

por lo que

Thp = —SCle*t - CQ(it

Solucién particular:
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El sistema a resolver es

D+ 2 3 T, \ [t
-1 D=2 Yp 3
Aplicando Crammer se tiene

1 t 3 D—2t 3 5
x:— = —_
P pD2_1]13 D—2 D2 —1 D?2—1

_ 1 |pr2e)_ 1 Di2y
P=prq| 1 3| D1 Dpr_1

Notese que no existe repeticion de raices, por lo tanto:

Tp = 51— 2t —9) = 53 (—2t —8)
Yp = ﬁ(t“"(j)
Al desarrollar
Ty, =2t +8
Yp = —U— 6

por lo que la soluciéon buscada es:

z(t) = —3C1e™" — Cye! + 2t + 8
y(t) = Cl€_t + Cget —t—6

Sustituyendo las condiciones en la solucién general se forma el siguiente sistema:

6=—3C,—Cy+8
—5=C,+Cy—6

Al resolver el sistema se encuentra que C7 = % y Cy = %

por lo que la solucion es:
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5. Resolver
T —2r4+y—z=1

2041y +y—22=0
—r+y+2 —22=2

este sistema puede ser representado en forma matricial como:

D -2 1 -1 x
-2 D+1 =2 =
-1 1 D -2 z

SOLUCION

cuyo polinomio caracteristico es:

-2 D+1 -2 |=D*-3D*+3D-1=(D—-1>=0

Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

T —24+y—2z = 0 (2.68)
24y +y—2z = 0 (2.69)
—r4y+2z —22 = 0 (2.70)

cuya representacion matricial en términos del operador derivada es:

D —2 1 —1 T
-2 D+1 =2 y | =
-1 1 D -2 z

Las raices del polinomio caracteristico son:
Dy=Dy=D3=1
por lo que el conjunto fundamental de solucion del sistema es:

{e' te! t?e'}
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De las funciones soluciones se propone a x como la combinacién lineal de éste con-

junto fundamental; es decir:

z, = Cre! + Cote! + Cst’e!

A fin de resolver el sistema homogéneo lo primero que se tiene que hacer es eliminar

una de las variables de dicho sistema, que en este caso serd z.

Si multiplicamos a (2.68) por menos dos y la sumamos a (2.69) tendremos:

Al desarrollar

(=2)(z' =22 +y—2=0)+(—20+y +y—22=0)
(=22 +42 -2y +2:=0)+ (-22+y +y—22=0)

25 420 +y —y=0
—2D -2)z+(D—-1)y=0

(D—-1)y=2(D—-1)x
(D — 1)y =2(D — 1)[Cye* + Cote' + Cst?e!]
(D — 1)y =2(1 — 1)Cie’ + 2e'Cy Dt + 2e'C3 Dt
(D — 1)y = 2Cq¢" + 4C5tet
y = pxe’ + ptet + Cue!
y = e'(2C5) 5 (1) + €' (4C5) 5 (t) + Cye
yp = 2C5telt + 2C5t2%et 4+ Cyet

Finalmente de la ecuacién (2.68) se obtiene z

(D-2)x+y—2=0
z=(D—-2)z+y

z = (D —2)[Che' + Cate! + Cst?e'] + [2Cqte’ + 2Cst%e! + Cyel]
z = (1 — Q)Clet -+ etCQ(D - ].)t + €tC3<D - 1)t2 + 202t6t + 203t2€t + C4€t
z = —Clet -+ Cget — Cgtet -+ 203t6t — Cgt2€t + 20225615 + 203t2€t + C4€t

zp = —Crel + (1 +t)Coel + (2t + %) Caet + Cyel

A fin de eliminar una de las constantes se sustituyen las expresiones de [xy, yp, 23]
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en la ecuacion (2.70):
—z+y+(D—-2)z2=0

Desarrollando:

—(Cret + Cyte! + Cst?el) + (2Cqte! + 2C5t%e! + Cyet)
—C’let — Cgtet — Cgt2€t -+ QCgtet -+ 203t2€t -+ O4€t
—Che! + Cyte! + Cst?et + Cyet

(D —2)z
(D —2)(=Che + (1 +t)Cae’ + (2t + t2)Cse’ + Cye')
(1 —2)(=Che") +e'Co(D — 1)(1 +t) + e'C5(D — 1)(2t + t?) + (1 — 2)Cyet
Cre' +e'Cy(1 — 1 —1t) + e'C3(2 + 2t — 2t — 1?) — Cye’
Chet — Cotet + 2C5et — Cst?el — Cyet

Realizando la operacion planteada:

—r+y+(D—-2)z=0
(—C’let + Ogtet + 03t2€t + C4€t) + (C’let - Cgtet + 2036t - O3t2 t_ O46t) =0
203et =0

como 2¢' es diferente de cero, esto implica que C3 = 0.

Por lo que la solucién homogénea del sistema es:

xp, = Cret + Ostel
yp = 205te! + Cyet
Zp = (—C1 + 04)€t + (1 + t)C'get

Solucién particular

El sistema a resolver es:

D-2 1 -1 z,
2 D+1 -2 y | =
-1 1 D —2 Zp

Empleando Crammer se tiene
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1 1 —1
1, = 0 D+1 -2 —DQ_D(1)+ e (2)
-y, T T T T oy
D—-2 1 —1
S S O R S et ) P
SR R B U N O
D -2 1 1
_ ! > p+1o|=2—1 (1)+D2_D(2)
RV A B 2R Ve R

Notese que no existe repeticién de raices, lo que nos permite simplificar las expre-

siones anteriores a:

por lo que la solucién del sistema es:

X(t) = Clet + C2tet + 2
y(t) = ZC2tet + C4et + 6
z(t) = (—Cy1 + Cy)et + (1 +t)Caet + 1

6. Dado el siguiente sistema

t 422 42 —3y —3y=0
20 +1y —4y =0

sujeto a

Obtener las condiciones faltantes.

SOLUCION

Determinacién de las condiciones restantes:
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De la ecuacién
2z + y/ —4y =0
sustituyendo las condiciones se tiene
22(0) + ' (0) — 4y(0) = 0
22(0) +0—4(0) =0

2x(0) =0
x(0) =0

Derivando la ecuacién anterior se tiene:
! 1" !
20 +y —4y =0
sustituyendo las condiciones

2¢(0) +y"(0) — 4y'(0) = 0
20°(0) +1-0=0

’

x (0) =—1
De la ecuacion
x"—l—2x,—|—x—3y,—3y:0
Sustituyendo las condiciones
2" (0) + 22"(0) 4+ 2(0) — 3y’ (0) — 3y(0) = 0

2'(0)—14+0-0-0=0
x (0)=1

7. Resolver el sistema
=z + 3y — 3e*

y = 4r + 2y — 4et

Este sistema se puede expresar en términos del operador derivada como:

(7)) (20

SOLUCION
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Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

r = r+3y (2.71)
y = 4dx+2y (2.72)

cuya representacion matricial es:
D—-1 -3 z ) [0
—4 D-2 y ] \o
siendo el polinomio caracteristico del sistema:

= (D=1)(D=2)=12=D*-3D—10= (D —5)(D+2) =0

D-1 -3
-4 D-2

Solucién homogénea:

Del polinomio caracteristico se observa que las raices son:
Dl =35 y Dg =-2

por lo que tomaremos a:

Ty = 01€5t + 0267%

empleando la ecuacién (2.71)

(D—-1)z—-3y=0
y = 3(D = 1)[C1e + Coe™]
y=3C1(56—1)e" +1Cy(—2—1)e™*

__ 4 5t —2t
Yp = 5016 — 026

Solucién particular:

() (E)(E)
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100
premultiplicando por la inversa se tiene:
D—2 3 .2
( Lp ) _ ( D?—3D—10 D?-3D—10 ) ( e )
4 D—1 At
Yp D?—3D—10 D?—3D—10 de

Comparando los términos independientes con los del sistema homogéneo se observa

que no existe repeticién de raices, por lo que:
Tp | _ D2—%—DQ—10(_3€%) + D2—33D—1O(_46t) _ D2—31D—10(_12et)
Yp DQ—;D—lo(_?’e%) + D2—%2)1—10(_46t) D2_31D_1o(_12€2t)
Aplicando la primera propiedad del operador derivada
< Tp ) _ ( (1)2731(1)710(_12&) ) _ ( =5 > _ < ¢’ )
Uy m (—12¢2) :_gezt o2t
Finalmente la solucién del sistema es:

x(t) = C1e® + Cae 2t + €t
y(t) = $C1€% — Cye 2t + e

8. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

()-C5) C) (%)

Yy
sujeto a
2
z(0) =
o-(3)

SOLUCION:
Esta ecuacién puede expresarse como:

(7)) ()

Solucién homogénea:
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El sistema a resolver es:

r = 204y (2.73)
y = —dx+2y (2.74)

cuya representacion matricial es:

D-2 -1 z\ (0
4 D=2 y ] \o
donde el polinomio caracteristico del sistema es:

=(D—-2P2+4=D*-4D+8=0

siendo las raices:
Dy =242ty Dy=2-2i

Siendo el conjunto fundamental solucién del sistema
{e*cos(2t), e*sen(2t)}
por lo que plantearemos la solucion:
z, = Cre*cos(2t) + Coe* sen(2t)

de la expresion (2.73)
(D—-2)x—y=0

podemos encontrar la soluciéon de y;, esto es:
y=(D-2)z
y = (D — 2)[Cie*cos(2t) + Cae* sen(2t)]

y = e*D[C)cos(2t) + Casen(2t)]
yn = —2C 1€e*tsen(2t) + 20y cos(2t)

Solucién particular:
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El sistema a resolver es:

() )02

si premultiplicamos ambos lados por la inversa de la matriz operacional se tendra:

D—2 1 2t
Tp |\ _ | D2-iDF¥s D?—aD+8 te
—4 D—2 €2t
Yp D?2_4D+8 D2_4D+18

2t 2t
( Tp ) _ ( D7- 4D+8t6 + 5o 4D+86 >
2t 2t
Yp priprste” + proipTse

Obsérvese que no se tiene repeticion de raices, por lo que:

)\ _ [ p—ipws(2e”)
Yp s (—4te?)

Aplicando la primera y tercera propiedad

( Tp > _ ( (2)2—411(2)+8(262t) > _ ( fe ) _ ( 5 )
Yp —de™t (D+2)2—411(D+2)+8 (t) —4e* 5a (1) —te™

Finalmente

x(t) = Cre*cos(2t) + Coe* sen(2t) 4 e
y(t) = —2Ce* sen(2t) + 20262t008(2t) — te?

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene el siguiente sistema:

2=C1+1
2 =20,

cuya soluciéon es C) = 2 y Cy = 1,sustituyendo los valores encontrados se tiene:

x(t) = 3e?*cos(2t) + e**sen(2t) + e
y(t) = —3e**sen(2t) + 2e**cos(2t) — te?*
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9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

'+ 32 +y' = tsen(t)
[[‘,—|—3{L‘—|—yu +y/ :t2

SOLUCION
Solucién homogénea:

El sistema a resolver es:

¢ 4+3 +y = 0 (2.75)
©+3z4+y +y = 0 (2.76)

Este sistema se puede representar de forma matricial como:
D? +3D D? z\ (0
D+3 D?*+D Y 0

El polinomio caracteristico del sistema

D?*+3D D?

b prap|= (D2+3DND+ D)~ (D+3)(D*) = DD +3) =0

donde sus raices son:
Dy =0,Dy=0,D3=0,Dy = -3
Por lo que el conjunto fundamental solucion es:
{1,t,*,e7"}
Consideremos la solucion:
yn = O1 + Oyt + Cst* + Cue™™

De la expresién (2.76)
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(D+3)z+(D*+ D)y =0
(D + 3)x = —(D?* + D)[C} + Cot + Cst? + Cye™]

(D + 3>ZE = —02 — 203 — 203t - 6046_3t
T = Co 2C3 2C3 t— 6Cy e~ 3t + 056—3t

T D43 D+3 D+3 D+3

1
s—sD+...
3+D| 1
1
~1-1D
1
3D +35D?
v =—3Cy — 505 = 2C5(3 — gD)t — 6Cse™' 5 (1) + Cse™™

Ty = _%02 — 303 — %Cgt — 6C4t€73t + 05673t
A fin de eliminar una de las cinco constantes sustituiremos en la ecuacién (2.75)
(D*+3D)x + D*y =0
(D?+3D)[—3Cy — 505 — 205t — 6Cyte* 4 Cse™] + D?[Cy + Caot 4 Cst* + Cpe ™ = 0

—2C5 — 6046_3tD(D — 3)t + 2C5 + 9046_3t =0
27046731& =0

esto implica que C4 = 0, por lo que al sustituir se tiene

Ty = —%02 — 303 — %Cgt + 056731‘/
yp = Cy + Cot + Cst?

Solucién particular

El sistema a resolver es

D*+3D  D? z, \ [ tsen(t)
D+3 D?*+D Yp t?

Empleando Crammer se tiene

1 tsen(t)  D? D?*+ D D? )
Ty= — = ————tsen(t) — ———
D3(D + 3) t*  D?*+D D3(D + 3) D3(D + 3)
1 D?+ 3D tsen(t) D+3 D?*+3D
Yp = == = tsen(t) +
D3D+3)| D+3 t2 D3(D +3) D3(D + 3)
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Simplificando
_ D+l 1 42
ZL'p = mtSGTL(t) — mt
Yp = —patsen(t) + %tz

105

Obsérvese en este caso que los primeros términos de z, y y, no contienen raices

repetidas, por lo que pueden integrarse separadamente y simplificando lo més que

sea posible cada término, pudiéndose emplear la cuarta propiedad del operador di-

ferencial.

En el caso de los segundos términos tenemos raices repetidas, por lo que las opera-

ciones integrodiferenciables deben interrelacionarse; es decir

D+1 1 9
»= 213 ") " BT
para la expresion
D+1
— t
DD 13

si aplicamos la cuarta propiedad se tendra
%tsen(t)
d D+1
(t + 5)2 DQ(D+3)sen(t)2
" D+1 sen(t) + D+#(D+3)—(D+1)(3D*+6D) Sen(t)

D2(D+3) D (D13)2
D+1 —2D3-6D?-6D
toeprg sen(t) + Bipzrepio) senlt)

Aplicando segunda propiedad a la expresién anterior

2(=2D+3
—tBEsen(t) + ﬁsen(t)

—tg—iég—:gsen(t) + —B%Dﬁs —gg:isen(zﬁ)

—tmgg;_%_gsen(t) + %sen(ﬂ

Lt(—2D — 4)sen(t) — £ (17D — 6)sen(t)

por lo que la expresién

D+1 1 2 17 6
W—:_B)tsen(t) = —gtcos(t) - gtsen(t) - %cos(t) + o7 Sen
Para el caso de la expresién
1
42
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Recordemos

1 1 2
1

por lo que la expresiéon

D+3 — 3" 9T

Con los resultados previamente encontrados se tiene

_ _ D+l 142
Tp = DQ(D+3)tsen(t) — Dot
x, = —itcos(t) — Ztsen(t) — tcos(t) + wsen(t) — & (582 — 2t + =)
x, = —itcos(t) — 2tsen(t) — LLcos(t) + L=sen(t) — %tg’ + 2 — £t
Del mismo modo
Yp = —pstsen(t) + %ﬁ

—(t+ dD) 5)sen(t) + (D +3) (pz) (3t — 2t + %)
- (%) sentt) = (—e) sen(t) + (D +3) (5t — 0 + )
t(%) ()+35€n()+;—6t3—2—?’7t2+227t+ 3t4 3153—1—%152
yp = —tcos(t) + 3sen(t) + $5t* + &t

Yp

Otra manera de obtener el resultado es:

_ D+1 1 2
Ll'p = mtsen(t) — mt

_ D43 D43 2
yp = —mtsen(t) + mt
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Empleando la sustitucion sen(t) = e y aplicando la tercera propiedad se tiene

_ D+l 1 42
Ip = mtsen(t) — mt
_ D41 ti 1 42
Tp = D2(p+3)te ~ DIyt
_ Lt (D+i)+1 1 2
Tp = € DT D+013! ~ DD’
J— eti DH-(1+4) t — 1 t2
p — Y D31(3+30)D2+(—3+61)D—(3+1) D(D+3)
1 —346i
—35 — (SH)QD—i—...
~(3+14)+ (=3+6)D | 1
1
—3+6i (—3+6i)% 12
T T3+ D+ (3+4)2 D
Aplicando algebra compleja se tiene:
1130 3
3+i  3+i3—i 10
—3+46i _ —3+6i _ —346i8—6i __ 12+466i
(3+1)2 ~ 8+6i _ 8+6i 8—6i 100

por lo que la expresién

D+1

3—i 12+ 66
D?(D + 3)

D\t
10 100

tsen(t) = (D + (1 +1)) | —

Del mismo modo

Sustituyendo se tiene

=MD+ (1) [t~ 5] L[ p 4 7
zp =[5 = 5t = g ] — 5[5 — 51+ o)
vy =" [(—i5 + %) + (55 — ) i = 1] — [58° — 58" + 5]
x, = (cos(t) + isen(t)) 32 — 35 — 5t — Sti] — [§6° — 512 + 2]

Debido a que en la solucion existe la funcion seno , emplearemos la parte imaginaria

del producto como nuestra solucién, esto es:

17 1 6 2 1 1 2
T, = —%cos(t) - gtcos(t) + 2—5sen(t) — gtsen(t) — §t3 + §t2 — 2—7t
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Realizando el mismo procedimiento para y, se tiene:

DE3 __tsen(t) + marat?

Y = " D3(D13) D2(D+3)
Yp = —pute” D2?gi3) t*
yp = —€" (Dii)3t + DQ?giS) t?
yp = —e€" D3+3D21i—3D—it + D2?gi3) t?

— D+
—i—3D | 1

3

%

3 9 N2
D+ e D

Por lo que la expresién de y, es:

D+3

el — 3D 4 P
yp = (i ) T DD+

Al desarrollar se tiene:

yp = —€"(ti —3) + (D+3)ps [3 — sD + 5= D% ¢
yp = —(cos(t) + isen(t))(ti — 3) + (D + 3) 55 [51* — 3t + =]
yp = —tcos(t)i + 3cos(t) + tsen(t) + 3sen(t)i + (D + 3) [st* — 513 + 5-7]
Yp = (3cos(t) + tsen(t)) + (3sen(t) — tcos(t))i + 5t* + =t

Agrupando términos finalmente se tiene:

1 2
= 3sen(t) — tcos(t) + —t* + —t
yp = 3sen(t) — tcos(t) + D + >
Finalmente:
x(t) = —1Cy—2C3— 2Cst + Cse 3 — Llcos(t) + Ssen(t)
—+tcos(t) — 2tsen(t) — §t3 + 52 — 2t

y(t) = Ci+ Cat+ Cst? 4 3sen(t) — tcos(t) + 75t* + =t
10. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

x = 2x + 2y — 4cos(t)
y =2z + 2y — sen(t)
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Solucién

El sistema lo podemos expresar de forma matricial como:

D-2 =2 v\ [ —d4cos(t)
-2 D=2 y |\ —sen(t)

Solucién homogénea:

Sea el sistema

’

r = 2x+2y (2.77)

’

y = 20+2y (2.78)

el cual, de forma matricial se representa:

D—-2 =2 z\ (0
2 D-2 y ] \o
cuyo polinomio caracteristico es

D-2 =2

, b =(D—-2?-4=D>-4D=D(D—4)=0

donde sus raices son
D1 =0 y D2 =4

esto nos dice que el conjunto fundamental de solucion del sistema es:

{L.e"}

Haciendo
Tp = Cl + 02€4t

y sustituyendo en la ecuacién (2.77)

(D—2)z—2y=0
y=3(D~-2)x
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Yy = %(D — 2)(01 + Cg€4t)
Yy = %(—201 + 202€4t)
yp = —C1 + Che*t

Solucién particular:

D—-2 =2 x, \ [ —4cos(t)
-2 D=2 Yp \ —sen(t)

empleando Crammer se tiene

1 —4dcos(t) -2 D -2 2
S = — 7" (4cos(t)) — ————(sen(t
T D AD | —sen(t) D -2 D7 —ap o) = pr—gpeenlt)
1 D —2 —4cos(t) 2 D -2
S = % (4cos(t)) — ———(sen(t
PEDAD| —2 —sen(t) p7—ap Hos) = pr—gp tsen(®))

Nuevamente obsérvese que no se tienen raices repetidas, por lo cual

Tp = g (2sen(t) + 8cos(t))
Yp = D2_4D(—9cos( ) + 2sen(t))

Como ambos términos tienen el mismo argumento, se puede obtener un operador

comun
1

D? — 4D
Aplicando segunda propiedad

1 1 —4D+1 1
D>—4D|,. , —-4D—1-4D+1 17

— (4D —1)

Sustituyendo la expresién anterior se tiene

zp = 1=(4D — 1)(2sen(t) + 8cos(t))

Yp = 1=(4D — 1)(—9cos(t) + 2sen(t))
Desarrollando

xp = =(4D — 1)(2sen(t) 4 8cos(t))
z, = 7= [8cos(t) — 32sen(t) — 2sen(t) — 8cos(t)]

z, = —32sen(t) = —2senl(t)
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11.

Del mismo modo

Yp = 7= (4D — 1)(—9cos(t) + 2sen(t))
yp = 1= [36sen(t) + 8cos(t) + 9cos(t) — 2sen(t)]
Yp = = (17cos(t) + 34sen(t)) = cos(t) + 2sen(t)

Finalmente

x(t) = Cy + Cqe** — 2sen(t)

y(t) = —C1 + Cae®* + 2sen(t) + cos(t)
Resolver

r 3 -2 x sen(t)

] = +

Y 4 -1 y —cos(t)

sujeto a
0
z(0) =
o-(7)

SOLUCION:

Esta ecuacién puede expresarse como:

D-3 2 v\ [ sen(t)
-4 D+1 y |\ —cos(t)

Solucién homogénea:

El sistema homogéneo a resolver es:

/

r = 3xr—2y

!

y = 4dr—y
el cual matricialmente es representado como:
D -3 2 T 0
(702 (0)-(0)
cuyo polinomio caracteristico es:

D -3 2

—(D=3)(D+1)+8=D*—2D+5=0
4 D+1

111
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cuyas raices son:

por lo que el conjunto fundamental de solucién es:
{e'cos(2t), e'sen(2t)}
se plantearan las siguientes soluciones

x = Chetcos(2t) + Caelsen(2t)
y = Cseleos(2t) + Cyelsen(2t)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.79)

(D—3)z+2y=0
(D — 3)[C1etcos(2t) + Caetsen(2t)] + 2[Csetcos(2t) + Cyuetsen(2t)] = 0
e'(D — 2)[Cicos(2t) + Casen(2t)] + 2[Csefeos(2t) + Cyuetsen(2t)] = 0
e'[—2Csen(2t) 4+ 2Cyc0s(2t)] — 2€'[Crcos(2t) + Casen(2t)] + 2[Cselcos(2t) + Cyuesen(2t)] = 0
(=201 4 2Cy)etcos(2t) + (—2C) — 2Cy)etsen(2t) + 2Csetcos(2t) + 2C et sen(2t) = 0
—2(Cy — Cy)eteos(2t) = —2C3etcos(2t)
—2(Cy 4 Cy)etsen(2t) = —2C,etsen(2t)

por lo que C3 =C; — Cy y Cy = C1 4 CYy

las cuales al ser sustituidas se tiene que:

x, = Cretcos(2t) + Cyetsen(2t)
yn = (C1 — Cy)etcos(2t) + (C1 + Cy)etsen(2t)

Solucién particular:
D-3 2 r, \ [ sen(t)
-4 D+1 Yp —cos(t)
empleando Crammer se tiene

1
- D2—-2D+5

sen(t) 2

—cos(t) D+1 B (sen(®))+

Tp
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12.

1
D?—-2D+5

D —3 sen(t)
—4  —cos(t)

4 D -3

Yp = = m(sen(ﬂ)—m(ws(ﬂ)

Como no hay raices repetidas, se puede reducir a un solo operador:

Ty = Frsprs (sen(t) + 3cos(t))
Yp = —D2_§D+5(5sen(t) + 3cos(t))

Aplicando la segunda propiedad

1 1 —2D—-4 1
D?—2D+5] T 2D+4-2D-4 10

—(D+2)

Realizando las operaciones
z, = 1=(D + 2)(sen(t) + 3cos(t))
+(cos(t) — 3sen(t) + 2sen(t) + 6cos(t))

T, = 1=cos(t) — losen(t)
1
Yy = =

5 (D +2)(5sen(t) + 3cos(t))
Yp = 15(5cos(t)
yp = 15c0s(t) + 15sen(t)

— 3sen(t) + 10sen(t) + 6cos(t))

Siendo el resultado buscado:

x(t) = Cyefcos(2t) + Caesen(2t) + {5cos(t) — sosen(t)

y(t) = (C1 — Cz)efcos(2t) + (Cy + Cz)efsen(2t) + gcos(t) + osen(t)

Resolver
x' — 2z +y = t2e¥sen(t)
2 +y — 4y =t
SOLUCION
Solucién homogénea:

El sistema a resolver

g —2r4+y = 0 (2.81)
24y —4y = 0 (2.82)
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cuya representacion matricial es:

D -2 1 z\ (0
—2 D-—4 y ] \o
El polinomio caracteristico del sistema

D -2 1

—(D-2)(D—-4)+2=D*>—6D+10=0
2 D-14

cuyas raices son:

por lo que el conjunto fundamental de solucion del sistema es:
{e*cos(t), e sen(t)}
Si planteamos como soluciéon la expresion:

xp, = Crecos(t) + Cye sen(t)

De la ecuacion (2.81)

(D-2)z+y=0

y=—(D—=2)
y = —(D — 2)[Ciecos(t) + Care®sen(t)]
y = —[e3C(D + 1)cos(t) + e3*Cq(D + 1)sen(t)]
y = —[e3Cy[—sen(t) + cos(t)] + €3 Cycos(t) + sen(t)]]

Yp = Cle?’t(sen(t) —cos(t)) — Cye3(cos(t) + sen(t))

Solucién particular:

El sistema a resolver

D-2 1 z, \ [ t’e*sen(t)
—2 D-—4 v ) te?

Premultiplicando por la inversa del sistema se tiene:
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D4 1 2 3t
( Lp > _ ( D*—6D+10 _ D?—6D+10 > ( toe™ sen(t) )
2 D-2 2t
Yp D2—6D+10  D?—6D+10 te

D—4 12 3t _ 1 2t
Tp \ _ [ D"=eps10! € sen(t) — pr=gpyiote
2 2 3t D—2 2t

Yp preprot € sen(t) + DZ_6D110¢

Notese que existe repeticion de raices en los primeros términos de la solucién, mien-

tras que en los segundos términos no se presenta repeticion.

Desarrollando por separado:

Es conveniente primero anteponer 3.

thG&S@TL(t)

mt263t8€n<t)
3tmt2$en(t)

e
e3t (D)12+1t2sen(t)

Haciendo la sustitucién sen(t) = e y aplicando tercera propiedad

3t 1 42
e Dg—Ht sen(t)
3t 1 42 ti
D2+1t €
3t ti 1 2
e e pryzrt
(B44)t__ 1 2
€ DTaDit
3+i)ti 1 t2
D D+2i

€

el

1 1 1 N2
2 — @D - LD+ ..

21+ D 1
1_1p

21

1 1 2

por lo que la expresion

1 N, 1 1 1 1
D" 6D 10 e'sen(t) =e D 22~|—4 —l—8 )

desarrollando se tiene:
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Bl T_1i L 1D 4 1D 42

o3t [_ﬁi + itQ + iz} (cos(t) + isen(t))

Debido a que en nuestra expresion se encuentra el término sen(x) se empleara solo

los términos imaginarios de la expresién anterior, esto es:

1 1 1 1
mﬂe?’tsen(t) — 3t {—atgcos(t) + ZtQSen(t) + Ztcos(t)

por otro lado

1 2
DZ6D710.¢

1 2t
D371 t¢

2t 1
Ry
2% 1
" oozt
2% 1
€” propiat

Recordemos

1, 1
§—|—§D—|—...
2—-2D 1
-1+ D
—D+ D?

por lo que la expresién

1 1 1 1 1
t2t: 2t | - ZDlt= 2t 4=
D _6D+10° ¢ |273 o\t T3

Sustituyendo en la expresién solucion se tiene

zp, = (D —4) (¥ [—§t3cos(t) + F2sen(t) + ttcos(t)]) — e (5t + %
z, = €¥(D — 1) [—it3cos(t) + $t2sen(t) + ttcos(t)] — e* (3t + 1)

Aplicando la cuarta propiedad
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(t—i—%)Q(D—lsen +1(t+45) (D — 1)cos(t
) (D = 1)cos(t) + § (2 +2t5 + ..) (D — 1)sen(t)

Desarrollando

— &3¢ (D — 1)cos(t) — 2t2e*cos(t) 4 1t%e¥ (D — 1)sen(t) + 2te*sen(t)
+1te¥ (D — 1)cos(t) + 1e*cos(t)
—st3eM[=sen(t) — cos(t)] — 3t2e¥cos(t) + 32 [cos(t) — sen(t)] + te* sen(t)
+1ted[—sen(t) — cos(t)] + e cos(t)
(3% — 12 — Tt + 1) e¥cos(t) + (§t° — 112 + 1t) e¥sen(t)

por lo que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
T, = (6t3 — ZtQ - é_lt + Z) ecos(t) + (at — ZtQ + 4t) esen(t) — e* (§t + 5)

Del mismo modo

=2 (€0 i+ 1D+ DA #) + (D =) (¢ (3-+ )
Uy = 2650 (3 (C42%0 % 2+ 1)) +eD (4 )
y, = 2e+1 (—ét% + 12 4 i) + Le
yp = 2€%(cos(t) + isen(t)) (—§t% + 112 + {ti) + se*

Como tenemos el término sen(x) emplearemos solo la parte imaginaria del producto,

esto es:

1 1 1 1
y, = 2¢ (—ét?’cos(t) + ZtQSen(t) + Ztcos(t)) + 56%

Por lo que la solucién del sistema buscada es:

x(t) = Cie®cos(t) + Cae3fsen(t) + (3 — 3t + 3t2 + §t%) e3fcos(t)+
(}lt — }lt2 + ét?’) e3tsen(t) — %te2t — %e%
y(t) = Cie*(sen(t) — cos(t)) — Cae3*(cos(t) + sen(t)) + (—5t3 + 1t) e3‘cos(t)+

%tze?’tsen(t) + %ezt
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13. Obtener la soluciéon general del siguiente sistema:
D*+2 —-D-1 z\ |t
—D+1 D?2-1 y |\t

Solucién homogénea:

SOLUCION

El sistema propuesto es:

42—y —y = 0 (2.83)
—z +z+y —y = 0 (2.84)

cuya representacion matricial es
D?*+2 —-D-1 z\ (0
~D+1 D*>—1 y ) \o
El polinomio caracteristico buscado

= (D*4+2)(D*~1)+(=D+1)(D+1) = D*~1 = (D—1)(D+1)(D*+1) =0

D*+2 —-D-1
-D+1 D?*-1

Las raices del polinomio caracteristico son:
Di=1,Dy=—-1,D3=1,Dy=—1
lo que nos conduce al conjunto fundamental de solucién del sistema sea:
{e', e, cos(t), sen(t)}

La combinacién lineal de las funciones linealmente independientes es solucién del
sistema homogéneo, y es opcional asignarles el nombre méas conveniente z(t) 6 y(t),

seguin nos facilite el calculo de la otra solucion.

. . . . ., " ’

» Si elegimos a x(t) y sustituimos en la ecuacién z + 2z —y —y = 0, se

tendra una ecuacion de primer orden en y, facil de resolver; pero si sustituimos
., !/ " s ., . .

en la ecuacion —z +x +y —y = 0, se tendra una ecuacién diferencial de

segundo grado en y mas dificil de resolver.
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. . . . ! " .,
» Si elegimos a y(t), y sustituimos en —x +x +y —y = 0, resulta una ecuacién
de primer orden en .
. . . " ! .,
Si sustituimos en x +2x —y —y = 0, nos conduce a una ecuacion de segundo

orden en z.

Escojamos como solucién a x(t) esto es:
xp = Cre' + Coe™ + Cacos(t) + Cysen(t)

sustituyendo en (2.83)
42—y —y=0
y +y=212" +2
(D+1)y=(D?+2)x

(D + 1)y = (D? 4 2)[Che" + Coe™" 4+ Cscos(t) + Cysen(t)]
(D + 1)y = 3C1e + 3Coe~" + Cscos(t) + Cysen(t)
y = SDCL el + 3DCE1 et + chl cos(t) + chl sen(t) + Cse™*
Yp = %C’let + 3Cyte "t + %(Cg — Cy)cos(t) + %(Cg + Cy)sen(t)

A fin de eliminar una de las constantes sustituiremos las soluciones homogéneas

obtenidas en la ecuacién diferencial restante (2.84), es decir:

—x/—i—x—'—y”—yzo
—(D—-1z+ (D*-1)y=0
(D2~ 1)y = (D~ )

Al realizar las operaciones pertinentes se tiene que:
—402677& =0

lo que implica que la variable C5 = 0.

Por lo que la solucién homogénea resulta ser:

x, = Cret + Cscos(t) + Cysen(t)
Yn = %C’let + %(Cg — Cy)cos(t) + %(03 + Cy)sen(t) + Cse™*
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Para la solucion particular se planteara el siguiente sistema

D*+2 —-D-1 A
-D+1 D?>-1 y |\t

premultiplicando el sistema por la inversa del sistema

Tp | gith + Bt
= _ 2
Yp [%—11752 + g;—r?t

Obsérvese que no existe repeticion de raices por lo cual

Ty =552 -2+ 1+1t) = a5 (—t2+t+3)
Yp = pig (2t — 12 + 2t) = i (—t2 + 4¢)

por lo que nuestra solucion particular es:

z, \ [ t*—t—3
Yp t* — 4t
Por lo que la solucién buscada es:

x(t) = C1e* 4 Cscos(t) + Cysen(t) +t*> —t — 3

y(t) = 3Cye* + (Cs — Cy)cos(t) + 3(Cz + Cy)sen(t) + Cse ™t +t2 — 4t

Problema de aplicacion

Dos vagones de ferrocarril (#2 y #3) se encuentran estacionados, cuando un tercero,
que viaja con una velocidad vy en el instante de hacer contacto con el resorte Ki; se

impacta contra los estacionados.

Determinar

a) La posicién de cada vagén después del impacto, sabiendo que los resortes se desen-

ganchan en lugar de estirarse.
b) El instante en que se desenganchan los vagones.

¢) La velocidad de cada vagén en el momento del desenganche.
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#1 #2 #3

M=750 slugs K M=500 slugs . M=T750 slugs

NN LA N LT

K=K~3000 Ib/ft

Datos:
My = M3 = 750slugs

My = 500slugs
K, =Ky = 3000%

Condiciones del sistema:

21(0) = vo y 25(0) = 23(0) = 0

El sistema de ecuaciones que representa el comportamiento de los vagones

Mll’/l/ = Kl(l’g — Il)
MQLL';/ = K2($3 — 1'2) — Kl(l'g — .1'1)
MSZ[‘g = —Kg([[’g — Ig)

Sustituyendo valores y ordenando se tiene:

Ty 44z, —4dzy = 0 (2.85)
—6x1 4 Ty + 1229 — 625 = 0 (2.86)
—4xy 4 x4 + 425 = 0 (2.87)
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cuya representacion matricial es:

D244  —4 0 1
-6 D*+12 -6 x| =
0 4 D244 s

La ecuacién caracteristica del sistema es:
D?*(D? +4)(D* +16) =0
Por lo que el conjunto fundamental solucién del sistema se representa como:
{1,t,cos(2t), sen(2t), cos(4t), sen(4t)}
Consideremos a z1(t) como la combinacién lineal de este conjunto de soluciones:
x1(t) = C1 + Cst + C3cos8(2t) + Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cgsen(4t) (2.88)
de la ecuacién (2.85)

x/1l+4l'1 —4x, =0
Ty = 2(D* + 4)1,
12 = L(D? 4+ 4)(C) + Cat + Cycos(21) + Csen(2t) + Cscos(4t) + Cysen(41))
Ty = % [4C 4+ 4C5t — 12C5c0s(4t) — 12Cgsen(4t))

xo(t) = Cy + Cot — 3C5c0s(4t) — 3Cgsen(4t) (2.89)

de la ecuacién (2.86)
—6x1 + :13’2/ + 1229 — 623 =0
6x3 = —6x1 + a;; + 1229
ry = —x1 + ¢(D* +12)x,

Desarrollando
x3(t) = Cy + Cot — Ccos(2t) — Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cgsen(4t) (2.90)

A fin de valuar las seis constantes arbitrarias, determinaremos mas condiciones en t = 0;

a partir de las condiciones dadas.
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De (2.85)
xlll+4x1 —4x9 =0
27(0) + 421(0) — 425(0) = 0
27 (0) + 4(0) — 4(0) =0
x;(0) =0
Esto significa que la aceleracién del vagon#1 en el momento del impacto es cero.

Derivando la ecuacién (2.85) con respecto de t y evaluando en t = 0.

"

r) +4a) — 4w, =0
z, (0) + 4z, (0) — 42,(0) = 0
] (0) 4 4vy — 4(0) = 0

"

x; (0) = —4vy
De la ecuacion (2.86)

—621 + x4 + 1229 — 623 = 0
—621(0) 4 25(0) + 1225(0) — 623(0) =0
—6(0) + 25(0) + 12(0) — 6(0) = 0

"

X3(0) =0
Derivando (2.86) con respecto de ¢ y evaluando en t = 0.

—6x1 + mg + 1229 — 623 =0
—6) + Ty + 122, — 625 = 0
—627(0) + x5 (0) + 1225(0) — 625(0) =0
—6vg + 24 (0) + 12(0) — 6(0) = 0

"

X, (0) = 6vyg
Sustituyendo ¢t = 0 en la ecuacién (2.89)

xo(t) = C1 + Cot — 3C5c0s(4t) — 3Cgsen(4t)
z9(0) = Cy + C3(0) — 3C5c08(0) — 3Cgsen(0)
x2(0) = C; — 3C5
C, =3C;
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Derivando la ecuacién (2.89) con respecto de t y evaluando en t = 0.

zo(t) = Cy + Cot — 3C5c0s(4t) — 3Cssen(4t)
To(t) = Cy + 12Cssen(4t) — 12Cscos(4t)
25(0) = Cy + 12C55en(0) — 12C5c0s(0)
0=Cy—12C
Cy =12C4

Derivando con respecto de t la expresion anterior y evaluando en t = 0.

To(t) = Cy + 12Cssen(4t) — 12Cscos(4t)
Ty (t) = 48C5cos(4t) + 48Cgsen(4t)
7, (0) = 48C5c0s(0) 4 48Cssen(0)
0 = 48C;5
Cs;=0

Derivando con respecto de t la expresion anterior y evaluando en t = 0.

Ty (t) = 48C5cos(4t) + 48Cgsen(4t)

To (1) = —(4)(48)Cssen(4t) + (4)(48)Cscos(4t)
Ty (0) = —(4)(48)Cssen(0) + (4)(48)Cgcos(0)
6vy = (4)(48)Cs

Ce =

6 _ 1
@)(48) Y0 ~ 32V0

Agrupando las ecuaciones de las constantes obtenidas, se tiene:

Ci =305
CQ - 1206
05 == 0
C@ = 3%’00
De aqui se observa que C; = 0,C5 = %vo.

Si sustituimos el valor de las constantes encontradas en la ecuacién (2.88), y evaluamos
ent=0.
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x1(t) = Cy + Cst + Cscos(2t) + Cysen(2t) + Cscos(4t) + Cgsen(4t)
x1(t) = Cot + Cscos(2t) + Cysen(2t) + Cgsen(4t)
z1(t) = 3ot + Cscos(2t) + s5v0sen(4t)
21(0) = 209(0) + Cc08(0) 4 z5v0sen(0)
0=0C5
Cs=0

Derivando (2.88) con respecto de ¢, y evaluando en ¢ = 0.

x1(t) = Cot + Cysen(2t) + Cgsen(4t)
7, (t) = Cy + 2Cyc0s(2t) + 4Cscos(4t)
21(0) = 2vg + 2Cyc0(0) + 500
vy = %vo + 2Cycos(0) + %vo

Cy= ivg
Finalmente:
3 1 1
i (t) = gvot + Zvosen(Zt) + 3—2U086n(4t> (2.91)
za(t) = gvot - %vosen(élt) (2.92)
x3(t) = gvot - ;lvosen(%) + 3—121)gsen(4t) (2.93)

Estas ecuaciones seran validas inicamente mientras los dos resortes amortiguadores per-

manezcan comprimidos, esto es, mientras

To—2x1 < 0

T3— Ty < 0

Veamos que significa esto respecto al tiempo:

1
T2 = T = — 550 (8sen(2t) + 4sen(4t)) <0

Considerando que
sen(4t) = 2sen(2t)cos(2t)
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se tiene
Ty — x1 = —3500 (8sen(2t) + 8sen(2t)cos(2t)) < 0
Ty — 21 = —5vpsen(2t)(1 + cos(2t)) < 0
Ty — x1 = —3vosen(2t)(1 + cos(2t)) < 0
Igualmente

1
T3 — Ty = —Zvosen(Qt)(l —cos(2t)) <0

Se deduce que x9 — 1 < 0y x3 — x5 < 0, hasta que sen(2t) = 0, condicién para que los
resortes se desenganchen; Y esto sucede en el instante 2¢ = 7 o bien t = 7 =1.57seg,
respecto de su posicién inicial.

La posicién de los vagones en el instante ¢ = 7, respecto a su posicién inicial

8
S
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N—
|
5|
(=2}
<
o

SN—
|
w
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w [\
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I
&l
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La velocidad de los vagones en el instante ¢t = Zseg,es decir cuando se desenganchan es

Derivando la ecuaciones (2.91),(2.92) y (2.93) con respecto de ¢

2y (t) = 2vg + Lvgcos(2t) + Lvgcos(4t)
T (t) = 209 — Svgcos(4t)
5(t) = 2vg — ugcos(2t) + Lvgcos(4t)

evaluando en ¢t = 7 seg
fymy 3 1 1 —
113'1(5) = gvo — 5?}0 + g?)o =0
frmy 3 3 _
.732(5) = g’l)o — gUQ =0

Trmy 3 1 1 —
r3(5) = V0 + 500 + 3V = Vo

2.4. Ejercicios propuestos

1. Resolver
rdr—y —y=-¢é
r—x+2y +y=>5

2. Resolver
r +y +2y=20
—z4+y +2y=0
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3. Resolver
4z +y = sen(t)
t+y +y=0

4. Obtener la solucién particular del sistema

¢ =x+y+e

y =z+y—e’!

5. Obtener la solucion particular del sistema

()G

6. Obtener la soluciéon particular del sistema

z' =2z +y + sen(t)
y =1+ 2y + 3cos(t)

7. obtener la soluciéon particular del sistema
D-1 -5 z\ [ tsen(t)
1 D+2 y |\ cos(t)

T =4z — 2y + t2e*
y =dx — 2y — ¢

8. Resolver

9. Resolver

/

r =—x—y+e ‘tcos(t)
y =1z —y+cos(t)

10. Resolver
t' =1 —y+ sen(2t)

y =5x—y—3
11. Resolver
r =22 + dy + t?
Yy =x—2y+t—1






Apéndice 1

Respuesta de los ejercicios propuestos del capitulo 1.

1.
1 1
y(x) = e *(Chcos(2x) + Cysen(2x)) + 5:66’“ — er’xcos(Qa:)
2. 1
y(r) = C1e* + Che” — we® — 5:52@““”
> 1 1
y(x) = Oy + Cox + Cscos(x) + Cysen(z) — % + ém3 + Ex4
4.
y(x) = Cre” 4+ Cowe® + Cscos(x) + Cysen(x) + 1
5. 1
y(t) = Cre' + Cote' + Cst’e’ — getsen(%)
6.
_ _ 3 4 I . 4
y(w) = Cre”"+Chwe w—l—sen(w)—%COS(Q’LU)—}-%SGTL(QM)_TGG w93 1 18w—6w?taw
7.
y(x) = 2xe”
8.

- 6 1, 16
y(t) = Cicos(2t) + Cysen(2t) + @tcos(Zt) + 1—6t sen(2t) @t sen(2t)

129
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

APENDICE I

1 1 6
y(t) = Chcos(3t) + Cysen(3t) — ——tsen(3t) + —t*cos(3t) + ——t>sen(3t)

108 36 108
—T -z 2 —z 3 —3x 3 —3x 1 2 —3x
y(z) = Cre™® + Cowe™ 4 Csxe ™ — g6 —g¥ —gTe

7 7 2
y(x) = C1e** + Cype* + Ee_m +xze " — %e_xcos(%:) - 1—36"”5671(2:10)

> 5
y(z) = e ¥ [Cycos(x) + Casen(z)] + e —gxsen(:c) + 5332608(56) + gx?’sen(a:)

y(z) = Cre” + Coe " + ﬁe‘l - E:)(Je4 + E:ﬁe‘l

1
y(I) = (e’ 4+ Chze” + 031‘2@‘” + C4ZL‘3€I + Eefﬂx

1
y(t) = Cicos(V2t) 4+ Cosen(v/2t) + Cstcos(V2t) + Cytsen(V/2t) — 1—6t2sen(\/§t)
—t —t g 145 T,
y(t) = 01 + Cgt + 036 + C4t€ + 21t° — ?t + 1—2t

y(x) = Oy + Coe™** + 2e“sen(x)



Apéndice 11

Respuesta de los ejercicios propuestos del capitulo 2

1.
Ji(t) = Cl — %Cze_t + %et + %t
y(t) = Cl + Cge_t + %t
2.
z(t) = Cre™t
y(t) = Cre~" + Coe™
3.
x(t) = sen(t) — cos(t)
y(t) = sen(t)
4.
Tp = _%e_t
Yyp = ze' + 3¢
D.
Ip \ _ _%t + %
Yp _411 - zll
6.
x, = —sen(t)
yp, = sen(t) — cos(t)
7.
x, \ [ —3tPcos(t) + jt?sen(t) — jtcos(t) + 3tsen(t) + fsen(t)
Yy B Tt2cos(t) + tcos(t) — Stsen(t) + 3sen(t)
8.

zG = Cy + Coe® + 1e? + Ste? — Lt2e? 4 2¢3e? — 2¢f

yo = 207 + Cye?t 4 te? — 22! + %t?’e% — 3e!
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9.
zg = —Cre7tsen(t) + Coe'cos(t) — tcos(t) — 2sen(t) + st cos(t) + ze " sen(t)
yo = Cre~cos(t) + Coe'sen(t) + 2cos(t) + 2sen(t) + te 'sen(t)
10.
z¢ = Cicos(2t) + Cysen(2t) — fcos(2t) — tcos(2t) + stsen(2t) + 2
ye = C1(cos(2t) + 2sen(2t)) + Co(—2cos(2t) + sen(2t)) — 2tcos(2t) + 3
11.

rg = C1+ Co(1 +1t) + 14 — 1% + 212
yo = C1 + Cot + 15t* — 3 + 342 — ¢



