La diferencial de Leibniz

En el contexto del andlisis matematico, la cobertura de la diferencial es total:
en las derivadas esta presente explicita o implicitamente, segln se use la
notaciéon de Lagrange o la notacion de Leibniz; en las integrales, su presencia
siempre es explicita; y en ambos casos, no estad ahi de adorno o de mero
acompafante; la diferencial es el vinculo entre derivada e integral, entre
calculo diferencial y calculo integral.
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Sin embargo, en los textos y cursos tradicionales, el uso habitual de la
diferencial se apoyaen laidea intuitiva de que en el rango delo muy pequeiio,
los incrementos exactos se confunden con sus aproximaciones. Y es que la
tangente a una curva se acerca tanto a ella, en la vecindad del punto de
tangencia, que en esavecindad, la curva es virtualmente indistinguible de su
tangente. Cuando la diferencial dx es muy pequefia, la diferencial dy puede
ser usada como una muy buena aproximacion del incremento Dy, porque la
diferencia entre ellos es practicamente imperceptible.

Esta idea intuitiva condujo a pensar que tanto la diferencial de la variable dx,
como la diferencial de la funciéon dy tenian que ser pequefas, es decir, tenian
gue ser cantidades infinitesimales; quedaba claro que el incremento Dy se
media sobre la funcién, en tanto que la diferencial dy se media sobre su recta
tangente; sin embargo, el uso de la diferencial quedaba restringido a la
aproximacion infinitesimal del incremento, nada mas.
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Pareciera que la confusién primigenia del concepto de diferencial nacio de la
definicién quediera el propio Leibniz, su creador, subordinando su existencia
al concepto de incremento y restringida avalores infinitamente pequefos. Las
primeras ideas sobre la naturaleza de derivadas y diferenciales se basaron en
la nocion de infinitésimo o infinitamente pequefio, una clase especial de
nuamero, intuido como una cantidad fija cuyo valor es mas pequefio que
cualquier otro numero, sin ser nunca nulo. Alrededor de 1680, Newton y
Leibniz, por separado y de manera independiente, inventaron el calculo; el uso
de los infinitésimos fue la estrategia que ambos siguieron para su creacion,
por ello bautizado célculo infinitesimal.

Leibniz llamaba diferencial de una magnitud y, a la variacion infinitesimal dy
gue experimenta la imagen de la magnitud x sobre la recta tangente, al pasar
de la posicion xo a la posicidn xo + dx; a dy sélo se le podian asignar valores
infinitamente pequefios y, en esa vecindad, coincidia con Ay, sin cometer
error. Asi, cuando el incremento de la variable Dx se acerca a cero, también
se acerca a cero el incremento de la funcion Dy, haciéndose ambos
infinitamente pequefios. Al llevar esto a la razon incremental Dy/Dx, ésta se
transforma en un el cociente de cantidades infinitesimales, Illamadas
diferenciales y denotadas por dx y dy; el cociente dy/dx, que define a la
derivada. Para Leibniz la derivada era un auténtico cociente, pero un cociente
de infinitésimos.
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La interpretacion geométrica de esta idea consistia en considerar que una
curva estaba formada por un numero infinito de segmentos de recta
infinitamente pequefios y que unatangente era unarecta que conteniaa uno
de esos diminutos segmentos; paracalcular la pendiente de la tangente en un
punto (X, y), se hacia un desplazamiento infinitesimal sobre la curva, hasta
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(x+dx, y+dy), y el cociente de infinitésimos dy/dx, se establecia como
pendiente del segmento infinitesimal.
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Por ejemplo, para calcular la derivada de la funcién y = x2?, Leibniz imaginaba
gue una variacion infinitesimal dx generaba una variacion también
infinitesimal dy:

y +dy = (x + dx)? = x2 +2xdx + (dx)?, por lo tanto: dy = 2xdx + (dx)?

Luego suprimia el término (dx)?, argumentando de que el cuadrado de un
numero infinitamente pequeno es “infinitamente infinitamente pequeio”, y
por ende despreciable, obteniendo: dy = 2xdx.

Finalmente, al dividir por dx, tomaba la forma de cociente, que define la
derivada: dy/dx = 2x

Esta simbologia que ahora nos es tan familiar, fue creaciéon de Leibniz. El
inventd los simbolos de la diferencial y la integral, y propuso reglas para
manipularlos; también utiliz6 simbolos para mostrar conceptos e ideas,
dandoles significado fisico, y expres6 sus razonamientos a través de
férmulas. Con ello, Leibniz fue el precursor de toda unafilosofia de busqueda
de lenguaje para el célculo.

“Esta voluntad que poseo de llegar a producir algo que sea considerable, me
ha abierto caminos desconocidos y me ha llevado a estudiar un arte que no
ha sido suficientemente cultivado por los hombres. Se trata del arte de
inventar en general, cuyas reglas no estan escritas en ningun sitio” Gottfried
Leibniz.

En la estructura del calculo, la diferencial ejerci6 un papel protagonico; se
utilizaba para sustituir el incremento al calcular derivadas, advertidas éstas
como cocientes de incrementos muy pequefios, y también para calcular
integrales, percibidas éstas como sumas de infinitos incrementos muy
pequefos.

No obstante sus dificultades y contradicciones, amplificadas por las muchas
criticas disidentes, la diferencial de Leibniz signific6 una aportacion insélita
para la comprension y el estudio de las ciencias fisicas. La idea intuitiva de
aproximacion prevalecio a través de los siglos y ha sido muy bien
aprovechada por fisicos e ingenieros, que han aplicando la diferencial, aun
sin saber bien a bien lo que es; la falta de entendimiento del concepto de
diferencial condujo a un enfoque mecanico algoritmico, carente de


http://1.bp.blogspot.com/-vs3Qv5FztS8/VJMKYXta4II/AAAAAAAAB8U/gWxN0xI2ItU/s1600/dibujo.jpg

fundamento y despreocupado designificado, que todavia perduraen nuestros
dias.

El uso de cantidades infinitamente pequefias para la invenciéon del célculo,
también significé su punto mas débil y el blanco de todas las criticas. No podia
ser cierto que existiera un namero que, sin ser cero, fuera mas pequefio que
todos los demas numeros. No era aceptable que escribieran como igualdad lo
gue sOlo podia considerarse como aproximacion. No era valido que algunas
cantidades pequefias que, de entrada, no eran cero, se descartaran luego,
justo en el momento que se consideraba oportuno, y precisamente por ser
muy pequefas.

“.. no pueden obtenerse proposiciones verdaderas de principios
falsos” George Berkeley

“Aunque admito la exactitud de los resultados del nuevo calculo, considero,
sin embargo, que éstos estan viciados por una cierta oscuridad y a veces
conducen a absurdos; critico la inexactitud de despreciar las cantidades
infinitesimales y juzgo oscuros y peligrosos esos métodos de calculo”
Bernard Nieuwentijt

La definicién de diferencial de Leibniz resulté insuficiente, no sdélo por la falta
de argumentos para explicar como es que funcionaba el calculo, sino porque
muchas veces conducia a resultados equivocados. Ahora se sabe que es
erronea la concepcion de la diferencial de una funcibn como cantidad
infinitesimal que se aproxima al incremento infinitesimal de la funcidn; sin
embargo, tres siglos después, no ha sido desterrada del todo del ambito
educativo.

No hay demérito, sin embargo, en lo que lograron Leibniz y sus seguidores;
la carencia de rigor matemético, al no disponer entonces de elementos
teoricos solidos, fue sustituida por su genial razonamiento y su extraordinaria
intuicion.
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