APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL
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DEFINICION DE FUNCION DIFERENCIABLE

Se dice que una funcion y=f(x) esdiferenciable en un punto si su

Incremento puede escribirse de laforma
Df = g(x)Dx+h (x, Dx)Dx

y estal que g(x) no depende delosincrementos Dx y

h(x,Dx)® 0 cuando Dx® O.
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Ejemplo: Determinar s lafuncion f (x) = x? + 3x esdiferenciable.

Caculemos € incremento Df

Df = f(x+Dx)- f(X)=(x+Dx)*+3(x+Dx)
Df = x* + 2xDx+ Dx* +3x+ 3Dx- (X° +3x) = 2xDx + Dx* + 3Dx
Df = (2x+ 3)Dx + (Dx)Dx
s hacemos 9(x) =(2x+3), h(x,Dx)=Dx setiene

que Df = g(x)Dx+h (x,Dx)Dx donde g(x) no dependede Dx Yy
h(x,Dx)=Dx® 0 cuando Dx® 0 por lo tanto, podemos decir
gue lafuncion y=f(X) esdiferenciable.
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Se tiene entonces que s y=f(X) es diferenciable, su incremento
Se puede expresar como Df = g(x)Bx+h (x,Dx)Dx , pero surge
la pregunta ¢quien o qué esg(x)?

Para responder |a pregunta, dividamos DOf entre Dx, deegse
modo se tiene que

Df J g(X)Dx +h (X, Dx)Dx
Dx Dx

= g(x) +h (x, Dx)
tomando € limite de%i cuando BDX® 0 satiene

Of /- 9IPX+N OGDIDX _ i () + lim b (x DX) = 660+ 0

Dx® 0 DX Dx Dx® 0 Dx® 0

de donde setiene que f'(X) =g(x) por lotanto
Df = f'(X)Dx +h (X, Dx)Dx
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Se tiene entonces que & incremento de una funcion
diferenciabley = f(x) se puede escribir como

Df :‘ f'(x)Dx,+‘h (X, Dx)Dx'

Diferencial def término no lineal

a primer término  T'(X)Dx selellamadiferencial def y se
representapor df(X) = f'(x)Dx y a segundo término h (X, DX)Dx
se le conoce como término no lineal .
Ahora si consideramos alafuncion identidad f(x)=x, setiene
quef (x)=1 porloque df(x)=Dx, perocomoy = f (X) = X
setieneque dx =Dx por |o que podemos reescribir ala
diferencial def como

df(x)

df(x) = f'(x)dx ® LT
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| nter pretacion geomeétrica. Df = f'(x)dx+h (X, Dx)Dx
Df =df +h (x,Dx)Dx
Df - df =h (x,Dx)Dx

"

= ! i _.-__
O x Ax=dx x+Ax x
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Puesto que la diferencial delafunciony = f (x) es una nueva
funcion de x podemos volver adiferenciarla es decir:

Sea df (x) = f'(x) dx d diferenciar nuevamente lafuncion se

tiene [ df /]
d(df(x))—&(f (x) dx)dx

puesto que que se derivarespecto a x, dx seconsidera
constante, por |o tanto la segunda diferencial de la funcion esta

PANY, d(df(x)):%(f'(x))dxdx

d2 f (x) = £ (x) (dx)?
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a continuar repitiendo € proceso se obtendran las diferenciales
sucesivas

42 f(x) = F'""(X) (dx)°
d* f(x) = f"V(x) (dx)*
ds £ (x) = £V (x) (dx)°

d" f (x) = f"(x) (dX)"




APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL

¢, Qué pasacon €l término no lineal h (x,Dx)Dx  del
Incremento?

¢Para gue sirven las diferenciales sucesivas?

¢cLadiferencial sdlo sirve para calcular € valor aproximado
del cos46° vy cosasasi?

CONTINUEMOS
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Supongamos que una funcion f (X), la podemos representar por
f(X)=G+C(X- @)+Cy(x- @) +y(x- @)’ +¢,(x- @)* +¢5(X- @) +G(x- a)° +...
entonces al derivarla sucesivamente n veces obtenemos

f'(x)=c, +2c,(x- a)+3c,(x- @)’ +4c,(x- a)° +5¢.(x- .a)* +6¢c,(x- a)° +...
f""(X) =2c, +3(2)c,(x- @) +4(3)c,(x- a)° +5(dc.(x- .a)°+6(5)c(x- a)* +...

f(x) = 3(2)c, + 43)(2)c, (X - a) +5(4)(3)c.(x - .a)% +6(5)(d)c.(x- a)°+...

(n+3)!

23 C..a(X- a)°+..

f n(X) 3 rl!Cn y (n +1)!Cn+1(x_ a) T Cn+2(X_ 'a)2 P

(n+2)!
2
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Al valuar alafuncion y sus derivadas sucesivasen x=a Se
obtiene;

f(@a=c, f'(@=c f"@=2c,=2c, f"(a)=3(2)c,=3c f"(a)=nlc,

de donde los vaores de |as constantes son

G = f(a) Ik .I:n(a) o= fll(a) c, = f“'(a) 2 f”(a)

| ZIN 3TN
finalmente se tiene que

f(x)= f(a)+ f'(a)(x- a)+ z(a)(x a)? + 3!( LA C VPR T n(a)(x )" +...

expresion que a repr&eentarl a por medio del Smbolo de sumatoria

ueda
/ f(x) = a iy

SERIE DE TAYLOR

(x- &)’




f
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ahora, de acuerdo alafigura AX
X- a=Dx ATTITTT
I I o
y COMO Dx=dx ; x-a=dx a X X

por lo que f(X)=é_. j (azll(dx)

s recordando que ladiferencial n-essma esta dada por
d"f(x)=f"(x)(dx)", a valuarlaen X =a se obtiene d"f(a) = f "(a)(dx)" ,
y sustituyendola se llegaa

f (%) :g dn‘;]!(a) _ f(a)+ f'(a)dx+ f"(a;(dx)z 3 f'"(ag(dx)3 i\

expreson mediante la cual es posible representar unafuncion f por
una suma infinita de sus diferenciales sucesivas en un punto x=a .
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f(x)=f(a)+ f'(a)dx+ f“(a;(dx)z RGN

6
f(x)- f(a)=f'(a)dx+ f“(a;(dx)z + f"'(ag(dx)?’ 114}
0F (3 = £ () L EUDY” | (@97,
| 1y 6 ]
1 4
Diferencial def término no lineal

S se consideran f0lo los n primeros términos, se obtendra un

polinomio P(X) de grado n llamado Polinomio de Taylor que es
una aproximacion def (x)

f(X)» P(x) = f(a)+ f'(a)dx+ f"(a;(dx)z + f"'(ag(dx)?’ AL f”(ar)ﬂ(dx)”
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Consideremos lafuncion z = f( x, y), ladiferencial total de f esta dada

por df(x,y) :E—;dxﬂ%—;dy y del mismo modo que una funcion y=g(x)

tiene una segunda diferencial, f(x,y) también latiene siendo esta

2 2 2
A7 (%, y) =+ (d)? +2 0 1 cixgly+ 11
1/ ix*, IxTy Ty
y a sustituir en la expresi on

(dy)’

¢ d"f (%, Yo)

f(Xy)=
(X, y) go o
:
OPIENEMOS ()= fx v+ 0] acr ) oy
gﬂx (Xo:Yo) ﬂy (X0+Yo) ﬂ
2 2 2 O
+ 12T ‘; (@92 +20 1 ety + ] ]; (dy)* T+
281 o XMWt Wilew o
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S consideramos | os tres primeros términos, obtendremos una

aproximacion de lafuncion f(x,y) alrededor del punto
por
Tf i
Fxy)» T(X, Vo)t dx+ = dy+
] T (X0:Yo) Ty (X0 Yo)
2 2 2
o e s IV
2 i (%:Y0) ﬂ)(ﬂy(><m/o) 2y (Xo.Yo0)

gue corresponde a una expresi on de laforma

z = F + Dx+Ey + AX + Bxy

(%1 Yo) dada
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z = A + Bxy + Cy° + Dx+ Ey +F

|la expresi on anterior corresponde a una superficie cuadratica cuya
forma depende del signo del término p=4Ac- B> donde

:ﬂzf ﬂzf_a]Zf 92>0 Dzﬂzfﬂzf_ﬂ2f0> 2
B y* &xfy g "y &y g o TITE a8
2 —
Ty S, 1Y) g I fy* &y
x? %

aprox 2daderiv 1.mws
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DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS

Sealafuncion F(x,y,z)=0 donde z= f(x,y), calcularla
- des 2 T

|as derivadas parciales S Yy Ty

Para calcular las derivadas parciales indicadas, seria

necesario despgjar delaexpresion F(x,y,2) =0 |avariable

z , labor que en lamayoria de los casos es muy complicada

y mas dificil gue la obtencion de la misma derivada.
Por ggemplo: s tratamos de despgjar lavariable zde la
expresion z°x- €¥ =0 , podremos hacer muchos intentos

sin lograrlo. Por tal razdn es muy conveniente establecer
un método de derivacion que no requiera de despgjar az.
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Consideremos lafuncion F(x,y,z) =0donde z= f (x,Y)

al diferenciar ambas expresiones obtenemos de la primera

TF MF . TF Mz Iz
dx+——dy+—dz=0 Yy delasegunda dz='"“dx+"%
ey X+ oy y+ﬂ z=0 Y Seg dz= ﬂxdx+ﬂydy
a sustituir dz en dF setiene )
dF :de+Edy+Eade+Edyg:

11X Ty fz &9x Ty g

factorizando dx y dy
aéTF LI Sz,  &F | TF ﬂZQdy:o
e‘ﬂX Tz ﬂxz gﬂy 1z Ty
para garantizar que la expres 6n anterior se cumple para todo
valor de lasvariablesx,y, setieneque dx=dy=0, pero esta
condicion no es factible ya que st se cumpliera, resultaria que

las variables X, y serian constantes, por |o tanto la condicion sera

AR
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T IFfz_, T ISz _,
ix 9z x v 9z1y
de donde al despejar lasderivadas 12 y 12 setiene que
x Ty
i 1F|
Tz __ z__ Ty
™~ IF v TF
{1z 1z
as,s z°x- ¥ =0 haciendo F = z°x- eZ:“: 0 seobtieneque
1
z_ . z _ 7 z_ Ty _ -2z _-z
% 9F  -vye¥ ye? v T -ye¥ vy
1z 1z

iino fue tan dificil!!
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DERIVADA DE SISTEMAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

En geometria analitica del espacio, se establece que una curvatiene

pOr ecuaciones
1F(xy,2)=0

'{G(x, y,2) =0
expres On gue representa un sistema de funciones implicitas. Como

sabemos una curva puede representarse mediante sus ecuaciones

parametricas de laforma
i Xx=Nh(t)

C:fy=f()
1 z=g(t)

S definimos a la variable x como € parametrot delacurva
obtenemos
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I x=t
C:}_y:f(x)
i 2=9(%)

donde paraanalizar lacurva C serequiere calcular las derivadas

delasfunciones y= f(X) ; z=g(x) , perocomo yase comento,
el problema de obtener las ecuaciones paramétricasde C puede
ser mas complicado que la misma obtencion de las derivadas
requeridas. Por |o tanto conviene establecer |aforma de calcular
lasderivadasdey=f(X) y z= g (x) apartir de el sistemade
funciones implicitas

iF(Xy,2)=0
%G(x,y,z):o
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Sea el sistema de funcionesimplicitas F(x,y,2=0 y G(x,y,2)=0
dondey=y(X) y z= z(x) a diferenciar las funciones se obtiene

dF = e I gy TP 4720 do = TS au+ IS gy + 16
fix Ty 1z ix Ty 1z

~Sustituyendody y dz en dF y dG
TF Fady o TFagz 06

dF = —dx+_—c—=dx++—¢c—dx+=0
fix TIyédx g fzédx g

dz=0, dy:%dx , dzzidx

dG =1 gy JC Y 4,0, TG aelz 4 0

fix TIyédx g Yzédx g
factorizando dx

_aF TFdy TFdz8, _, -G, IGdy, 16dzd, _,

dF : =
X 9Jydx 9z dxg ™ 9y dx 9z dxg

como dx ! 0 Yy paraque las ecuaciones se cumplan paratoda x
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MF ﬂF dy IF dz 0 1G ﬂG dy 1Gdz _
ﬂx \Y% dx Nz dx X 'ﬂy dx 9z dx

reorganizando las expresiones se llega al sistema lineal
TF dy Fdz_ TF
Ty dx Mz dx X
G dy G dz_ 1G

delaforma A% 3%, =1

A X T X, =
ﬂydx |4 dx X
/ I T TG, TG
donde los coeficientesson &, = My a,, 0z’ ; Ay iy a,, 0z
|as incoOgnitas son :dy. X =$
J . dx © ¢ dx

y los términos independientes b, = - ﬂ'):( 164=¢ 1}5
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Al aplicar lareglade Cramer pararesolver € sistema sellegaa
CAllE AlE T TF
™ 9z by iz

G 1G] |16 1G] 4FG
dy _| fx 9zl_ [1x  Tz|_ [XZ
dx |TF 9F IF IF JFG

Ty 1z Ty 1z y Z

G 1G G 191G
Ty 9z v 1z
B L L N o
Ty T Ty ix

LS 1 R I 1 N Lk
dz_| Ty T _ |y Wx|_ |yx
N B T 5 N [T

Ty 1z Ty 1z yz

G 16y - - 16 16
Ty 1z Ty 1z
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Ejemplo:

De un tronco de diametro D , se desea obtener una viga que tenga
una seccion rectangular de area maxima, ¢cuales deben ser las
medidas de la seccion de laviga?

Resolucion:
Por un lado, €l areadelaseccion delavigaestadadapor A=xy vy
del teorema de Pitagoras setiene que x* + y* = D?
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Definamosa F(x, y,A)=xy- A=0 y G(X,y,A) =x"+y°- D*=0
donde A=A(X) ¥ y=y(X) i
El punto critico de se obtiene cuando — =0 , ad, de laderivada

ax
TS
de sistemas de funciones implicitas se tiene que AT Fé =0
JRENT
Ay
por lo tanto J‘E:o siemprey cuando J‘FG 10
Xy Ay
1F 9F
FG_|Tx My _|lY X _,.. 2 _ A L83 A
J—= = =2y -2x"=0 b =X P = X
xy| |16 16| |2x 2y 7 Y {
Ix Ty
SustituyendoenD x2+Dy2:D2 setieneque 2x° =D? por lo
finAmente x=— y=—
AHTLE
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